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YOliWORT. 



Indem sich das. vorliegende Bueli nls Erweite nini,' und wesent- 
lielie llniarlieitmi;; meiner im .lalire IS(JL) ersdiienenen ,.Kesti£;;keitH- 
Iclire mit l)eHonderer Ilücksiclit auf die Bedürfnisse des Masdiinen- 
l>aues'* ankündif^t, habe icli liiir die ifetrülieiieu Aenderuiigeu und 
ihre (^riinth' im Allgeiin inen anzudeuten. 

Vor Allem .sind nK-lniaeli geäussertem Wunsche entsprechend 
die mallicniatisclicn Entwickelungen weitci" ausgcluhrt worden, so 
dass dadurch das ßuch auch /um Selbststudium geeigneter geworden 
ist und Lesern , die in den Elementen der htilieren Analysis be- 
wandert sind, erhebliche Schwierigkeiten t'i rner kaum darbieten wird. 
iJie knappe Form der früheren, vorwiegend als ein durch Vorträge 
näher /u erläuternder Ijcitfaden verfassten Autlage Idieb übrigens 
insoweit erhalten, wie es mit jener gleichzeitigen ÜUcksichtaalilue auf 
ei'leichtertes Selbststudium verträglieh erschien. 

Eine we.sentlichc Aenderung hat die Anordnung des In- 
haltes erfahren, die ich selbst in der früheren Autlage als mehr 
durch die damaligen Bedürfnisse meuies Unterrichtes am hiesigen 
Polytechnikum , wie als sachlich begründet hervorgehoben hatte. 
Nicht nur ist die allgenieine Theorie der Elasticität vorangestellt, 
sondern auch im Uebrigen die F^intheilung consequenter durch- 
geführt worden: in erster lieihe mit Bezug auf die Kr<rperfonn, in 
zweiter mit Bezug auf die Art der loansprucbDahme (Stützung und 
Belastung). 

•Wenn auch die Entwickelung der allgemeinen Gesetz»' an ver- 
schiedenen Stellen nicht unerheblich ergänzt und, wie ich glaube, 
Terbessert wurde, so ist es doch namentlich die Vermehrung der 
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Beispiele, mit l^e/ut^ worani' das IJiuli ;ils erweiterte Auflage 
bezeichnet wenleii durili-. Dass dadurcli und duicli die grössere 
Ausfüluliclda'it der Eiitwickelungen sein I'nilan;^' nicltt in noch 
höherem (irade zuj^enonnnen liat, ist der Beseitigung niclncrer scdclier 
Paragraphen der t'riilieren Auflage zuzusclireihen, die von geringerem 
Werthe (tiUr als durch die veränderte Anordnung iilM rlliissig ge- 
worden ei-schieuen, wie namentlich das Meiste der iriiheren ausl'ühr- 
liciien Einleitung. 

Ebenso wie der ganze Inhalt des Buches nach wie vor die 
Bedürfnisse dtM" ((Hhnisehen Praxis im Auge hat, ist inslx'sondere 
auch die Auswahl der als Beisj)i('lf Ix-liandelten besonderen Prohlenie 
insoweit mit Bezug auf die Anw cndimgen in der Technik getroften. 
wie es mit Rücksicht darauf thnnlich Sehlen, dass sie in erster 
Reihe die allgemeinen (resetze und ihre Benutzung unter möglichst 
verscluedenartigen Umständen in lehrreicher Weise erläutern sollen. 
Die weitere Ausführung solcher Anwenduiigiii in liesonderen Dis- 
cij)liiieii . w ie Maschineji1»au , Brückeiiltau u. s. w. enthelirlich zu 
maelieu, beansprucht in<lessen das Rudi nach wie vor nicht, und 
will es vielmehr nur die wissenschaftliche Grundlage dazu bieten, 
wesliall) ich auch geglaubt habe, der Anga])e von Constnictions- 
regeln mit empirischen f 'oefficienten nocli mehr mich enthalten zu 
sollen, als es in der ersten Auflage geschehen war, zumal der- 
gleichen in allgemein ver])reiteten Taschenbüchern enthalten sind 
und ausserdem einer vielfach al»wi iclienden. mit den Timständen ver- 
ändeilichen und mehr auf praktischer Krfahrung. als theoreti'^cher 
JHotivirung beruhenden Uebung unterliegen. Selbst die Wiederholung 
der in allen bezüglichen Tabellenwerkcn und Regelsamnilungen zu 
fiudenden ]\Iittelwertlie von Klasticitäts- und Festigkeits-( 'onstanten 
der vorzugsweise gel)räuchlichen (/onstructionsmaterialien wurde aus 
gleichem Grunde für überflüssig erachtet mit Bezug auf den 
Charakter des Buches, den die l^ezeichnung als ..Theorie der 
Elasticität und Festigk« it ' bestimmter und zutreffender ausdrücken 
soll, als der frühere Titel. 

Ob es gelungen ist, den Iiduilt mit Rücksicht sowohl auf die 
Anforderungen wissenschaftlicher Strenge wie des praktischen Bedürf- 
nisses angemessen zu begrenzen, wird je nach dem Standpunkte eine 
verscbiedent; Beurtheilung erfahren. Wenn indessen die letztere 
Rücksicht in den Vordergrund gestellt wird, können ohne wesent- 
liche Schädigung des Verständnisses manche Entwickelungen über- 
gangen werden, wie z. B. die allgemeinere Darstellung der Be- 
siehangen zwischen dem Spannungs- und Deformationszustande in 
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einem Körpci punkte (Nr. t4 — ^20), die allgemeine Untersachimg des 
SpiuiniuigB- und DeformationszastandeB eines belasteten prismatisclien 
Stabes (Nr. 142—165) nnd Anderes. Bei der Benatsang des 
Bodies als Ldt&den su Vorlesungen wird eine derartige Beschränlning 
nnd besonders aucb Auswahl unter den als Beispiele behandelten 
speciellen Problemen schon mit Rücksicht auf die verwendbare Zeit 
sich nöthig erweisen nnd leicht zu treffen sein, wie sie auch Ton 
mir geübt wird. 

Carlsruhe^ im Juli 1Ö78. 

F. Grashof. 



BElilCUTIGüNGEN. 



Seite 21, Gl, »33) soll es lieisson: j-, — ±(«g— = ± - ^\ ys = ±(«i— *•)• 
ff 27, Zeile 2 von iintfii: ..don (iloicliungon" statt „«l^r (Ilcii litiiij,'". 
„ 41, „ Q ff oben ist die Kinschalliin^ -. (itad zwar al« solche allein tiicbt 

= Null) zu stn-ichen. 
68, „ 3 „ „ (n — 1)* sUtt («„-1)«. 
100, 18 ff unten: «fj, . . . statt d*, cT,, <fg . . . 

„ 110, „ lU oben soll es hcissün: 3^ = « sUitt f^ = 0. 

ttx ax 
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EINLEITUNG, 



Elssticifcftt heiflst die jedem Korper xakomiuMide Eigensohftft, 
unter der Einwirkung Unaaerer Krftfte im Zustande der Bbuhe eine 

Deformation (Aonderung seiner Form, d. Ii. im AUgemoinon seines 
Voltniif^ns unci seiner Oestnlt) zu erleiden , welclje von der BeseJinffenlieit 
(Art und Aggregntzustand) des Kiir[)er.s und von di'n äusseren Kriirf»'n 
in bestimmter Weise abhängig ist und hei dem Authören der Einwirkung 
dieser letzteren um eo vtAlständiger wieder rerseliwindet , je kleiner sie 
war. Wenn die Einwirkung der Krifte pldtslioli begannt und anfhSrt, 
^er wenn auch nur ihre GrSeten niebt sehr allmählich sich ändern , so 
gernth der Körper in Schwingungen, einer periodischen Folge wechselnder 
Deformationsznstände entsprechend . die mir nach und nach in Folge 
äusserer und innerer Widerstände an (irrnshe (Amplitude) abnehmen und 
den Kürper in den Zustand relativer Ruhe übergehen lassen. Die 
statische Elastieititslehre setatt diesen Buhesustand als emgetreten 
TOraoB und lehrt die Beziehungen , welche dabei zwischen den äusseren 
BkriUlen , der Deformation des Körpers und den E l a s t i c.i t ä t s - C o n - 
stauten stattfinden, wodiircli die ursprün-rlirlie, d. h. die lieschaffenheit 
des Körper» vor seiner Delbrniation churakterisirt wird. Bei flüssigen 
Körpern (vollkommenen Flüssigkeiten) kommt die Deformation nur als 
Äendemng des Volumens in Betracht, hei festen Körpern, wie sie 
im Folgenden immer vorausgeseCst werden, bi^grrift sie aber wesentUeh 
auch eine Aenderung der Gestalt in sich. 

Der D e f o r m a t i o n 8 z u s t a n d eines K <> r p e r s in einem 
gewissen Punkte ist bestimmt durch die Dcinrniution eines diesen 
Punkt enthaltenden unendlich kleineu Körperelementes, letzteres verstanden 
als Inbegriff eines bestimmten unendlich kleinen Theib der materiellen 
Snbstans des Kdrpers. Bei «ner gewissen Deformation des Körpers im 
Ganzen ist der Defurmationszustand in seinen verschiedenen Punkten im 
Allgemeinen verschieden. Davon , ob er in einzelnen Punkten p:e\visse 
Grenzen überschreitet, ist es als abluingij: zu betrachten, oh die Detbr- 
mation des Körpers im Ganzen sicii zu einem gröeseren uder kleineren 
TheO als bleibend erwdst, wenn die iusseren Kräfte ni wirken aufhöveft, 
indem der Deformationssnstand in einem Körperpnnkte als bedingt m be- 
trachten ist durch eine gewisse Aenderung der Gruppirung der kleinstefi 
gleichartigen materiellen Theilciien (Moleküle) de3 Körpers an der be- 
treffenden Stelle, solche Gruppirungsänderung aber, je beträchtlicher sie ^ 

(i Tatbot, ElMticitiit and Feitigkelt. 1 
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ist, eine desto mehr ver&nderte bleibende Gruppirung, eine desto mehr 
veränderte nene reladre Gleicl^ewiditshige' der MolekOle in dem Ton 
Süsseren Euräflen nicht mehr angegriffenen Körper zar Folge hat. Bei 

fortgpsptztcr Steigerung^ des DetormationsznstAndcR in einem gewissen 
Punkte ist endlich überhaupt keine relative Gleichgewichtslagt» der Moleküle 
mehr möglich; dann findet eine Trennung der Kürpertheile an der be- 
trefiteden Strile, ein Anseinanderrficken von Ifolekülen ans nnmessber 
kleiner in messbare Entfeninng statt: die Festigkeit desKCtarpm wird 
überwunden. 

Bei den als Glieder von Bau- und Masehinen-Constnictionen technisch 
nngowetuletcn Körpern ist im Allgemeinen zu verlangen , dass ihr Defor- 
matiunszustand in jedem Punkte nicht nur unterhalb der Grenze bleibe, 
bei der die Festigkeit überwunden wird, sondern auch unterhalb einer 
solehen Grense, womit eine bleibende Deformation des Körpern von 
merklicher Grösse verbunden wäre. Die Aufgabe der technischen Elasticit&ts» 
und Festigkeitslehre besteht demnach nicht nur in der Entwickelung des 
Zusammenhanges zwi^iclicn der Deformation und der Belastung, d. i. 
der Inanspruchnahme durch äussere Kräfte, eines Körpers von gegebenem 
Material bei gewisser Gestalt und Grösse, sondern insbesondere auch 
darin, g e wisse Dimensionen oder belastende Kr&fte unter 
übrigens gegebenen ümst&nden so sn bestimmen, dass 
der Deformatioasanstand in keinem Punkte eine ge- 
TTif!<ieerfahrungsmHs8igalshöchsten8aul&ssig erachtete 
Grenze li b e r s e h r e i t e. 

Streng genommen ist auch, abgesehen von schwingenden Bewegungen, 
die Besiehung zwischen Defcwmation und Belastung eines KÖtpers nicht 
gana nnabhing^ von der Zeit, wihrend weleher die Belastung gedauert 
hat; je grösser diese Dauer, desto kleiner die Bruchbelastung, d. h. die 
Belastung, bei der die Festigkeit überwimden wird. Noch merklicher, 
als diese sn«rcnannte elastische N a c Ii w i r k u n g , ist aber der Ein- 
fliiss vielmaliger Wiederholung von Belastung und Ent- 
lastung, und. in noch höherem Orade v<m abwechselnder Be- 
lastung im einen und anderen Sinne, radem auch mit wachsen- 
der Zahl solcher Wiederholungen die Bruchbelastung abnimmt. UebrigCttS 
ist die Kenntniss des Einflusses dieser Umstände, nur im Allgemeinen 
durch eine dauernde Aenderung der M(dekidargruppirung und somit der 
Kr)rperbeschatrenheit erklärlich , noch zu mangelhaft , als dass es möglich 
wäre, die Elasticitäts - und Festigkeitsconstanten als Functionen dar die 
betrefibnden Umstände eharskterisurenden Argumente aussndrfldcen ; einst- 
weilen wird der fragliche Einfluss nur dadurch berOcksichtigt , dass die 
Annahme der zulässigen Grenze des Deformationszustandes in irgend einem 
Punkte, ausser von manchen anderen, aucli von den hier in Rede stehen- 
den Umständen mit abhängig gemaclit wird nach Kegeln , die mehr in 
das Gebiet der constructiven Anwendungen, als der theoretischen Elasticitftts- 
und Festigkeitslehre fidlen. 

Die Lösung der oben bezeichneten Hauptaufgabe der technischen 
Elasticitäts- und Festigkeitelehre verlangt vor Allem die Bestimmung des 
Deformationszustandes in jedem Punkte eines gegebenen Körpers bei ge- 
gebener Belastung. Dazu ist es nöthig, nicht nur diesen Defonnations- 
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zustand durch eine bescliränkte Zahl inathemnliscli definirtcr Grössen tu 
charakterUiren . .sondern auch innere Kräfte als Hiilfsgrössen einzut'iihren. 
welche, indem sie eiuerseit-i durcli die äusseren Kräfte bedingt werden 
und andererseita selbst den Defonnationszastand bedingen , so auch die 
Btaelniiig swiscbeB letaterem nnd den auaseren KiftAen vermittela. Um 
aber die Methoden der liüheren Analysis anwenden zu können , welche 
die Denkbarkeit der Zerlegung des Körpers in unendlich kleine continuirlicli 
an einander grenzende Elemente von gleichurtif;or Kosohaffenlieit voraus- 
setzen , sind jene inneren Kriiite nioiit als solclif in die Betrachtung ein- 
zuführen, die zwischen den Molekülen gegenseitig wirken, da diese, wenn 
aadi imBMMbBr Ueia» dodi ilmm Begriff nifolge nicht uneDdUoh klein 
und aoMerdem diureh Zwiaehenrauin« getromt nnd ; imtar Abstraction von 
jener doreh andere Erwägungen zwar motivirlen, hier aber wie überhaupt 
zum Zweck analytischer Kntwickelung tmhrnuchbaren Vorstellung einer 
discontinuirliclien Moleknlarcinistitution der K(»rpcr, viehnelir auf (inind 
der Vorstellung einer uuntiiiuirliciien iiaumerfiillung durch die Materie, 
werden deshalb jene innerm Krftfte als sogenannte innere FMehenkrftfte 
m die Betraehtong eingeführt , d. b. als Kr&fte, mit denen die onendlieh 
Uemen Köipereleniente an ihren BerGhrungsflächen gegenseitig auf einander 
wilken , und zwar, insoweit sie liier allein in Beti-aclit kommen, insoweit 
sie nämlich den Deformattonsxustand bedingen , als sogenannte Span- 
nungen. 

Diese Andsotangen b^grdnden den Crange der in dem folgenden ersten 
Abficbnitte rar Yorbefeitong der allgemeinen LSsung des ProUems. der 

Elasticitätslehre eingeschlagen ist, indem derselbe zunäclist vom Spannungs- 
znstande , dann vom Defonnjitionszustande in einem Kürpcrpnnkte und 
endlich von der Beziehun'^ zwischen liciderlei Zuständen liandelt. Während 
die den Spannungszustand betrcli'cnden Gesetze ganz allgemeine Gültigkeit 
haben, die den Defonnationszustand betreffenden wenigstens nur durch die 
zu Grmnde liegende, bei den technischen Anwendungen stets genOgend 
erfüllte VorausHetzung verhältnissmässig sehr kleiner Deformationen aller 
unendlich kleinen Körperelemente beschränkt sind, liängen die Beziehungen 
zwischen dem Spnnnnngs - nnd dem Doformationszustande in demselben 
Körperpunkte wesentlicli von der Beschallen helt des Körpers, nämlich von 
den diese Beschaffenheit empirisch charakterislrenden Elasticitfttsconstanten ab. 

Gemiss der Vorstellung continuirlicher RaamerfÜUung durch die 
Materie ist unter einem materiellen Punkt des K^ers die Grense 
einer FlSche zu verstehen, die einen kleiner und kleiner werdenden Theü 
der Körpermaterie umsrhliesst, der Pnnkt nämlich , in dem solche Fläche 
verschwindet, wenn der von ihr umschlossene Theil der Körpersubstanz 
in die Grenze Null übergeht. Ein materieller Punkt ist ebenso wenig 
eine GrSsse wie ein r&nmlidier Punkt , von dem er sich begrifflich nnr 
dadoreh unterscheidet , dass er immer in denselben materiellen Körper- 
elementen gelegen ist. Bestimmt wird ein materieller Punkt durch drei 
Coordinaten in Bezug auf ein im Körper fixirtos C'nnrdinatensystem , im 
Allgemeinen nämlich als Schnittpimkt von drei Flüchen, die drei Fläclien- 
schaaren angehören, von denen je eine als Coordinatenfläche eine im 
KSrper flzirte Lage hat. W^gen der Verftnderlichkeit der Körperform 
kann diese Fiximng der CWdinatenflttchen nur darin bestehen, dass ihnen 

!• 
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bestimmte Lagen gegen drei willkürlich zu wählende, mir nicht in gerader 
Linie liegendf materielle Punkte des Kitrpers angewiesen werden. Wenn, 
wie es in der R(^el und namenüicli im folgenden ersten Abschnitte ge- 
schehen soll, zu CoordiaatenflSchen drei Ebenen genommen werden, die 
sich reehtwinklig schoben in den Axen OXf OY, OZy so können sie 
beluif's ihrer Fixining im Körper so -angenommen werden, daas ein mate- 
rieller Punkt desselben , die durch ihn und durch einen zweiten Punkt 
gehende flora<le und endlich die dnrcli diese Gerade und dnrrli einen 
dritten materiellen Punkt geltende ElxMie unveränderliclie Lagen gegen die 
Coordinatenaxen haben. In Bezug auf solche drei rechtwinklige Axen 
seien x, jff B die urapranglichen Coordinaten irgend eines 
materiellen Panktes des Körpers, d. b. seine Coordinaten vor der durch 
die Einwirkung äusserer Kräfte verursachten Deformation . durch welche 
vielmehr diese Coordinaten in /' -f- f, y ^ S ' ~ ültei irolion ini"»pen. 

Schliesslicli ist zu bemerken , dass der Druck der atmospliiuLschen 
Lud oder der nahe ebenso grosse Druck eines anderen Mediums , worin 
sich der Körper befindet, sofern er nur gleichförmig an der gansen Körper- 
oberlUlche stattfindet, nicht als Belastung gerechnet^ dass also ab nr- 
sprünglicher Znstand des Körpers stets derjenige betraehlet 
wird , in dem er sich unter <lcr Kinwirkung des gleichmässig an seiner 
ganzen Oberlliiche statUinth'ii(i* ii Atmospliärendrucks befindet , weil die 
Elosticitäts- und Festigkeitäconst^uiten durch Vcrsuclie in der Atmosphäre 
als Medium gewonnen sind, ohne etwa nachträglich dner betreflSmden 
CVnrection durch Reduction auf den leeren Raum unterworfen worden 
XU sein. 
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EßSTEß ABSCHNITT. 
Allgemeine Theorie der ElasUcltlt 

A. Oer Spannungsiuttand in einen Körperpunkte. 

1. — Dardi den beUebigen Punkt P des Kerpen mit den lecht- 
winkligen Coordinaten Xf s gehe eine Fläche jP, deren Normale PJ^ 
im Punkte P die Winkel ß, y mit den Coordinatenaxeii bildet. Bei 
der Einwirkung von im Gleichgewicht befindlichen äusseren Kräften auf 
den Körper wird dann unter der Spannung p im Punkte V der 
Fläche Y der auf die Flächeneinheit bezogene Zug oder Druck ver- 
standen, den die an die Flidie P bddeiseitB angrensenden Körpertheile 
b« P gcgensdltig auf eimmdsr ansOben; ihrer Grtese nadi wird sie er- 
halten , indem die betreffende innere Flä( hciikraft für ein den Punkt P 
entlialtendes imendlidi kleines Element V der I'IücIm' Y durcli dF dividirt 
wird. Die der Kiclitung: dieser Spannung }) iinlialtende Zweideutigkeit 
wird dadurch beseitigt, dass sie als diejenige innere Kmft betrachtet wird, 
die der im Sinne PiV^ gel^ene Körpertheä auf den jenseits P liegend«! 
pro Flächeneinheit von P ausflbt Die so bestimmte Achtung von p 
bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel Xy /i, r, mit der Richtung PÄ" 
den Winkel der auch jeden Wertli zwischen 0 nnd rr haben kann. 

Die Zerlegung von p nuch normaler und taogeutialer Richtung zur 
Fläche IP liefert die Cuniitonenten 

a —j> ro.s (f und r — j> (f. 

Eratere heisst die Normalspannung im Punkte P der Fläclie 
P oder auch die Normalspan n uug im Paukte P nach der 
Richtnng PiV'; sie ist positiv oder negativ, absolut genommen eine 
Spannung im engeren Sinne oder eine Pressung, mnem g^enseitigen Zuge 
oder Drucke der diu-cli F geschiedenen Körpertheile entsprechend, je nach- 
dem (p 8pitz oder stumpf ist. Die an<lere Componente i hei.sst die 
Tangential- oder S c Ii u b s p a n n u n g im Punkte P <I e r 
Fläche 1''; sie ist absolut wie^, kaim aber in der Berührungsebcue 
von F in Componenten nach gewissen BIcbtiuigen serlegt werden, die 
dann poritiv oder negativ sind, jenachdoa diese Richtungen mit der 
Bichtang von t spitae oder stampfe Winkel bilden. 
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Werden durch den Punkt P msbesondere drei Ebenen 
YPZ ZPX XPY 
parallel den Coordinatenebenen gel^ so seien 

|>x Py iU 

die Spannungen im Punkte P jener Ebenen, der Ki( tittirif^ nncli liotrachtet 
r\nls Kräfte, die von den nach den Richtungen PA , 1* W PZ gelegenen 
^K«)ri)ertheilen auf die icnaeita der bezeichneten Kbcnen liegenden Körper- 
tbeilc ausgeübt werden ; p^^ lägst sich zerl^en in eine Nonnalspannung 
Ox und in eine Tangentialäpannang , die wiederom nach den Riehtungen 
P Y und PZ in die Componenten txg und zerlegt werden möge, und 
wenn ebenso mit py und verfaloen wird, ergeben sich folgende neun 
Spannungscomponentcn : 

Ebene YPZ\ j\ mit den Componenten t^j 

nach der Richtung PX PY PZ. 




% — Diese neun Spannungsoomponoiten sind mit Rficksicht auf das 
Gleichgewicht der Kralle an einem den Punkt P enthaltenden Körper- 

clfinente durch sechs Oleichuniren verbun- 
den. Denkt man nämlicli vom Punkte P 
als Eckpunkt aus ein unendlicli kleines 
I^mllelc])ipedum im Körper abgegronst 
(Fig. 1), dessen Kanten PA = P*Ä'ssdx, 
pn = P'B' = dy, PC = P'O = dz 

den ( 'onrdiiinfetmxen paniUel sind, fto sind 
die Kriil'te . mit deiuMi die du« ParaUel- 
epipcdum umgebende Kurpermasse aut die 
SeitenÜftchen BPCj CPA, ÄPB des- 
selben nach den Richtungen PXt PY, 
PZ wirkt, bei Vemachlfissignng unendlich kleiner Grr6ssen dritter 
Ordnung : 

CP A ; — i yx d ~ d.r — Oy dz dx — Zy^ dz dx 
APB\ — ttxd.rdy — t^ydxdy — a^dxdij 
nach der Richtung PX PY PZ. 

Die Vorzeichen eutüprechcn dem Umstände , diws die diese Kriil'te 
ausübenden Körpertlieile von den betreffenden FlHchen aus im Sinne der 
n^tiven Coordinatenaxen gelegen sind. Bezfiglicli der Kiftfte, die auf 

die Seitenflächen B'P'C, CP*A*, A'P^B' ausgeübt werden, verhftlt es 

ßicli in dieser Hinsicht umgekehrt, und es sind die algehraiscljcn Summen 
dieser Kräfte und jener inif die Soitcnfliic heii />/Y'. CI'A. A PIi aus- 
geübten bei Vernachlässigung unendlicli kleiner Grössen vierter Ordnung: 

BPCun^ B'P'c J^ dxdydM ^dxdydz ^ dxdydu^ 



CPA und GP*A*\ ^dydedx ^dydadx 



dx 



äydndx 
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ÄPB undÄ'P'S*;^dMdxdy -^dädxdy -^dgdxdy 

, nach der Richtung PX PT PZ. 

Endlich kann «of die ÜMse des Panllelepipedinn aelbet noch eine 
innere Kraft wirken (inabesondere s. B. die Schwerkraft)» deren Compo- 
nenten nach den Coordinatraazen seien : 

X dx (hj dz Y dx dy dz Z dx d>i >h, 
unter X, Y, Z somit die Cdinponenten dieser aul' die Volumeneinheit 
deb Körperb bezogenen Kraft verstanden. 

Dem Gl^gewicfat aller dieser KrSfte am ParaUelepipednm ent- 
sprechen die bdtannten sechs Gleichongen. Die drei ersten derselben^ 
ausdrückend) dass die aigebriilschen Summen der Kräfte nach den Richtungen 
der Coordinatenaxen = Null »indi geben nach IHvision mit dem gemmn^ 
ei:liaiUicbea Factor dxdydz: 

hx hff da 

dx ^ by bjs 

OX Oy 02 
Gemäss den drei übrigen Gleichgewichtabedingiingen ist die Momenten- 
summe der Kräfte tiir drei sich sehneidende und nicht in einer Ebene 
liegende Axen = Noll. Werden diese Axen M X\ MY'j MZ' durch 
den Mittdpimkt M des FaraUelepipednm parallel seinen Kanten ange- 
nommen, so sind z. B. für die Aze JfX' nnr diejenigen Kraftmomente 
unendlich klein dritter Ordnung, die von den Schubspannungen nach der 
Richtung VZ in den /u y senkrechten Seitenfl.ächon C PA und l" A\ 
sowie von den Schubspannungen nach (h-r Richtung P Y in den zu PZ 
senkrechten Seitenflüchen A P li und A' P' B' (in Fig. 1 durch Pfeile 
angedeutet) herrfihren. Die Riditungslinien aller anderen Krftfte gehen 
an MX* vorbei in kfiisesten Abstanden, die unendlich klein zweiter Ord- 
nung sind, so dass die entsprecjienden Momente fiir die Flnehenkräfte un- • 
endlich klein vierter Ordnung, für die Massenkräfte X d x dy dz, Ydxdydz. 
Zdxdydz unendlich klein fiinfter Ordnung werden, insoweit sie nicht 
(für die mit der Axe MX' purulleleu Kräfte nämlich) = Null sind. 
Bei Vemaciilissigung unendlich kleiner Grössen ▼lerter Ordnung (wobei 
dann auch die glrichartigen Spannungen in den gegenflber liegenden Sdten- 
flSchen hier einander gleich zu setsen smd), und wenn die Momente 
positiv oder negativ gesetzt werden , jenachdem sie dem Drehungssiune 
YZ oder ZY entsprechen I ist also die Momentengleichung für die Axe 
MX'; 

Ty, dB dx dy — dx dy dz = 0, 
und folgt danns sowie ans den anakgoi Gleichungen ftbr die Axen MY* • 
und M2Pi 

ty^^=Vgfi fnS=Vju» Tiy =^ 'jr« • • • • (!)• 
Wenn also diese Schubq>annungen in der Folge kfirier 

Tys ^ %gf mit Txt Yis T'ss Ulit Ty f Tsy ^ VfX Ullt V| 
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ln'zi'it liiu'l wrrdi'ii, öo sind tlio jt'tzt nur noch hi-cli« 'SpunnungKcomponenlen 
Ox , Oy ) Ot, Tx) f 11*'^ äuüberen Mut^tienkraft durcli diu folgen' 
den d](«i Gleichungen verbunden; 



bx hy ' hg 



(2>- 



3. — Durch die sechs GrOssen fr«« üyt 0»^ f«» Tyt ist der 
SpannungHxttstand im Punkte P des Körpers bestimmt^ 
nümlich die Spannung nach (Jriisso und Richtung (Winkel mit don 
Axen = X, /I, »•), die im Punkte P einer beliebigen durch ihn hindurch 
gehenden Fläche F stattfindet, deren Normale FJS die Winkel a, ßy y 
mit den Axen bilden mag. Schneidet man n&mlich Ton der durch die 
Ebenen YP^t ZPX, XPY begrenzten Icdrperlidien Ecke ein unendlich 
kleines Tetraeder ab durdi eine zu PN senkrechte, die Konten PX, PYf 
FZ in (U>n Punkten A, B, C schneidende Ebene, so nnd, wenn die 
Seitenebene AB — f ccsctzt wird, die drei übrigen : 
|. BPC= ftm a, PA = fcos ß, A P Ii = fos 

' \ und das Gleicligewicht der Kräfte an diesem Tetraeder führt zu den 
^"'drleichungen: ^ 

peo8fi = Tit eosa-\- Oyeo8ß-\-r^co8y\ . . (8). 

pcos yssTy cosa'j'Tx eoeß-\-üt eosy] 

Sie worden durch Divbion mit f aus den Glädiungen erhalten, welche 
ausdrucken, dass die algebraischen Summen der Kräfte nudi Richtung der 

Axen = Null sind. Die nuf die Masse des Tetraeih'is wirkende äussere 
Kraft kommt niclil darin \ or , weil .sie mit dem Vohuuen unen<lli('h klein 
dritter Ordnung ist , während die auf die Begrenzungstiächcn wirkenden 
SpannungskrSfte mit diesen Flächen unendlich klein «weiter Ordnung sind. 
Durch die Gleichungen (8) in Yerbhidnng mit 

sind die vier Gr<')8sen jt, ).. u. y bestimmt. 

Indem die rechten Seiten der (ilcichungen (3) gleich sind den Summen 
der nach der Richtung PN genommenen (d. h. mit den Cosinus der 
betreffenden Neigungswinkel miiltiplicirten) Compouenten der Spannungen 
P^f Jhf Ih (Nr. 1) hn Punkte P der su PX, PY, PZ senkrechten 
Ebenen, also auch gleicli den nach PN genommenen Spannungen 

. selbst , wäl)rend die linken Seiten bezielnmgswcisc gleich sind der 
nach PA', Py. PZ genonunenen Spanimng y; in der /u y*.Y Kenk- 
rechten Kbene, so liegt darin das (Jesctz, dass in jedem Punkte, 
von dem zwei beliebige Richtungen ausgehen, die nach 
der ersten Richtung genommene Spannung in der cur 
zweiten senkrechten Ebene b ist der nach «der zweiten 
Richtung genommenen Spannung in der zur erstensenk> 



Digitized by Google 



AUgemeine Theorie der CiUMticitit. 



9 



re eilten Ebene. Es ist die VerHllgemeiniTung (U's Gefeetzes , das liir 
zwei eich rechtwmklig Bchneidende Riclituugen durch die Gleichungen 
(1) HusgedrQiikt wurde. 

4. — Zur Veranschaulichung des Gesetzes, nacli dem sich die Grösse 
der Spannung p mit ihrer Richtung PP' (bedingt diircli die Richtung 
PN der betreffenden Flächennormale) ändert . werde auf jeder Kolchen 
Spaunungsrichtung vom Punkte P aus eine Strecke PP' —P abgetragen 
und die Fliehe beitimiiit, die der Ort der Bnilcte P* ist, hidem ihre 
Gkichuig entwickelt wiid fOr die RiehtongeUiiieii PP^, PPy, PP. der 
Spenniingen 2>x; iV> P* ^ 0"^ Allgemeinen schiefwinklige) Coordiaeten- 
azen. Zu dem Ende kaon man sunächst bemeiken, de», da - 
rr^, T,, Tj; Tg, Oyf T»; Ty, tt, e, 
die Ctimponenteii von p,, py p^ 

be/.iehung<^w(>i,4c nach den Axen der 8 sind, sich fUr die Cosinus 
der Richtungswinkel 

^) /<x> >'x» ^y» /*y» *'y> ^»i Uti »'»» 

• von I»» 
gegen die Azeu der X, ^, g folgende AusdrOcke ergeben: 



OOS it. = 


ZT* 


008 fix — 






Px 


COSly = 


TT*» 


1 








cos A« sss 




01» /l»»" 






2h 



Siiid nun .i', y\ z' die Coordiuaten des Punktes P' in Bezug auf 
die Azen PP,, PPy, ^> h. die Componenten von p nacli diesen 

Azri<ditungeny so ist die nach der d^Axe geno m mene Sjpannung j> ss der 
Summe ihrer nach derselben Axe genommenen Componenten: 

r' u* jr* 
cos X = a;' cos + öW Xy -j- ^ cos ^« ■=» t'x — f- f- *r — » 

Px Py Px 

worana durch Vergleichung mit der ersten Gleichung (8) folgt: 

X* «/ y 

Px Py P» 

Das ist die Mittelpunkt^leiehnng einee EUipioids in Bezug auf oon- 
iugute Halbmesser j)^, py , p^ als Axen. Hiernach und mit Rucksicht 

darauf, dass die Axen <Ier r, y, z beliebige zu einander senkreclite 
Richtungen sind . von denen der Spannungszustand im l*unkte P und so- 
mit die Fläche ( 5 ) unabhängig ist ^ ergiebt sich , d a s s die v o n d e in 
betreffenden Punkte aus auf ihren Richtungsliuieu als 
proportionale Strecken abgetragenen Spannungen die 
Halbmesser eines Ellipsoids sind, und dass je drei con- 
jugirte Halbmesser desselben nachGr&sse undRichtung 
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die Spannungeii für drei sich rechtw iukli|r s <• !i n c i d en d o 
Fliehen dartteUen. DieeeB EUipsoid lieiase das .Spauuuugs- 
ellipsoid. 

— I^ie Norinalspannung ü im Punkte P nuch der 
Richtung VN bildet mit der resultirenden Spannung p in der zu VN 
•enkreehten Fläche F einen Winkel der als Function der Richtung«- 
^ / von 9 und l, fdfPxm p bestimmt isl durch die Gleichung : 
cos fp = co8leo8a'^eo8neo8ß + eospeo8y. 
Hiemach und mit Rücksicht auf die Gleiebongen (3) ergiebt Adkt 
a =2^ cosg>==a^ cos« a + Oy cos* ß+a, cos« y -f- 

-\- 2t^ cos fi cos y -\- 2 1\ cos y cos a -\- 2Tt cos a cos ß . (6). 
Wenn man auf der Geraden VN von V aus eine Strecke PN = 

SB dem reciproken Wertlie der QuadrBtwiinel aus dem Absolot- 

y ±a 

werthe von <r abteSgt, so sind die Coordinaten des Endpunktes N dieser 
Strecke: 

— ß cosy 

und wenn man ebenso mit den Normalspannmigen im Punkte P nacb 

allen mr)glic)ien Richtungen verOihrt, SO ergiebt sieh die Gleichung des 
Orte« der Punkte aus Gleichung (6) durch Division mit + ff : 

+ 1 = -f Oy 1/^ -f (7, xr« } - 2t, 2Ty zx -f- 2 t, ri/. 

d. i. die MittelpunkJsgleicliung einer Fläche zweiten (Jrades. Eine solche 
hat drei zu einander senkrechte liuupuixen, für welclie als Coonlinaleu- 
axen die Glieder mit den Produeten der Coordinaten aus der Gleichung 
der FÜehe verseliwinden, fOr welehe also hier 

= ly = = 0 

ist. (Durch Transformation der Coordinaten auf ein anderes System recht- 
winkliger Axen, deren Lagon gegen die allen durch drei Winkel bestimmt 
sind, ergiebt sich die Gleiciiuug der Fläche in derselben Form, und können 
dann jene drei Winkel so bestimmt werden , da» ^ CToefleMiitsa der 
drei Glieder mit den Produeten der Coordinaten vecMbwinden.) Daraus 
folgt, dass es in jedem Punkte P des Körpers drei zu ein- 
ander senkrechte Ebenen giebty in denen die Schub- 
spannungen für diesen Punkt = Null und zu denen also 
die betreffenden Spannungen p senkrocht sind. Diese 
Spannungen, deren Biehtungen mit den Hauptazen der vorgenannlen FlSche 
sweiten Grades snsammenfUlen , heissen die Hauptspannungen Ar 
den betreffenden Punkt und seien algebraisch verstanden (d. h. als Kormal- 
spannungeui die positiv oder negativ sein können) mit 

(^t 

bezeichnet. Dieselben , absolut verstanden als solche Spannungen > die 
in drei skdi reditwinklig schneidenden Flächen stattfinden, sind conjugirte 
Halbmesser des Spannmigsellipeoids (Nr. 4) und «war, da sie selbst an 
einander senkrecht sind, diigeiiigen ooigugirten Halbmesser desselben, die 
mit seinen Hauptaxen zusammenfallen* Daraus folgt, dass absolut 
genommen eine der Hauptspannungen die grösste, eine 
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andere die kleinste aller S p h ii n u n g e n ist, diu i m i'u n k t e 
beliebiger Flächen stattfinden. 
Wenn die SchubspMinuDg in »ll«B FUMMn n Null wftre', wie 
es iMwaentlich bei ToHkonuMiieii PIlMgkeiteD ihran Begriffe suiblge der 
Fall iai, eo mtisstcn je drei zu einander nenkreehtc fSerade Hauptaxen 
des Spanniingsellipsoids , müsste dieses fulglich eine Kusel und somii die 
MonnaUpaimuiig nach aUen KiohtaDgea gleidi «ein.' V'^-^/^ 

6. Zur Bestimmung der IlauptispannungeQ nach 
GrOsae and Bichtang vennittels der sof beliebig gewählte reebt- 
wtnklige Axen der x, y% M besogenen Spannongen o^ t ^yt ^m» tyt 
dient die Erwägung, dtas in den Gleichungen (3) 

j) cos ). = fj ros a, p cos ii — <T cos p cos v~ a cos y 
181, wenn )t der Absolutwertli einer der liauptspannungen a, und nomit 
die Kiclitung Ä, fi, v entweder mit der lüclitung a, (i, y übereinütimmend 
oder ihr gerade «ntgegengesetrt ist. So erbilt man die Gtoiehongen: 

(Ox — o) OOSÖ + ^^ cos ß-{-ry OOS y =s= 0 

f.aw« + (<ry — a)cosß-{-txCosysssO • , . . (7). 

Tjeoea-\- txcosti -\- (a^ — a) cosy —O 

Die Kiiminatiori der ünbekannten eosa, eos oosy ergiebt die = Null 
gesetate^ aos den CoeflUcienten dieaer Unbekannten gebildete Determinante, 
idao die bezüglich auf <r cubiache Gleiclmng : 

(a«— a)(<r,— -aXcTg— a)--(<r,— a)ir,*— (<yy— a) Ty*~{(T,—a) t,* 

oder uacii i'otenzcn von a geordnet : 

— <r, (T, <r, + (Tx n"+ «Ty %y* + a, 2t, t, t, = 0 . (9), 
deren notbwendig reelle Woraein 

den Huiiptspannungen gleich sind. Zur Bestimmung der Hiditiingswinkel 
Of ßf y irgend einer von ilmen ergiebt sieh au« der Kombination der 
zweiten mit der dritten und dieser mit der ersten der G^ichungen (7) : 
csosa:cosiJ = (<yy — ff)(<F, — a)— fk*:*xTy — a) l 

= T»T, — T,(a, — iF):(<r,^a)(<F»— ff) — V J * ^* 

aowie ona der Combination der dritten mit der eraten ond dieaer mit derr 
zwttten der Gleichungen (7): 

' Cö»/?:awy=(<y. — — CT) — Ty«:rvT« — rx(<y» — ff) [ 

= TyT, — Tx(ffx — ff):('r.x — a)(ay — a)— T,* | • • v^a; 

ond danuiB mit den abgekürzten Bezeichnungen: 

A = (ffy — ff) (ff, — ff) — Tx* 
£ = (ff , — a) ( CFjj — ff ) — Ty « 

eo8*a:eo8*ß:eöß*y=siAiJJiC 



S=A+B+G 



cosa=^±p~i cosß^±y^i cosy==±j/^ . (12). 
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Jenuchdvin in dictten Ausdrücken a — (7j uiier =: oder = geseUt 
wird, erhSlt man die Riehtmigswinkel cr^, od«r o,, {i^, oder 

ßsf Y% ^ betreffenden dieser Hauptepammingen» Bei einer der 
drei WurzelgriiPNcn (12) kann das Vorzeichen beliebig genommen werden, 
wonach die Zeichen der beiden anderen durcia die Proportionen (10) und 
(11) bestimmt sind. 

In besonderen Fällen sind übrigens die Cosinus dieser Winkel a, y 
einfacher ond ebne Zw«dentigkdt von Voneichen unmittelbar aus ihrm 
durch swei der Gleichungen (7) bestimmten Proportionalweithen in Ver* 
bindnng mit der Gleiehung 

üos*« + cos* + «w* y =B 1 

zu erhalten. 

7. — Die den Spannungszustand in einem Punkte P betreffenden 
Gleiehungen werden verein&cht, indem die Riohtungslinien 
der Uauptspannungen 9^ Og» (Fg diesen Punktes als 
CoordinatenHxcn der x^y^g benutst werden. Die Gleichungra 

(3) gehen dadurch über in : 

|) cos A = (Tj^ cos a. j) ros fi — fj, WS- p cos r a., < (^,s y . . (1 3), 
woraus ^1^= a^ - ws* a-\- o^^ cos^ a^^ ms^ y . . . (11) 

folgt, die GIddiang (6) wird: 

asj] 009*0 -f- er, OOS*/? -1-17(009*/ ... (16). 
Bildet man diele Gleichungen (14) und (16) flir irgend drm in einem 
Punkte P sich rechtwinklig schneidende FUchen» so ergiebt sich ihnch 
Addition die Summe der drei Werthe von =^ -{- a^^ a^'^, dif 
Summe der <h*t'i AVerthe von a = ^ -\~ O, , weil die Summe der drei 
Werthe von coü^a, desgleichen die der drei AVerthe von eoa* (i und von 
oos*/=l ist. In jedem Punkte ist also die Summe der 
Quadrate der Spannungen fflr je drei sich rechtwinklig 
scb neidende Fliehen, desgleichen d i e (algobn^he) Summe 
der N o r m n 1 ? p a n n u n g e n tt n c h je drei sich rechtwinklig 
S eil n e i d e n d e n H i e Ii t u n g e n g l e i c h g r o s s. 

Die Richtungslinien der Hauptspanntmgen fallen nacli Nr. 5 mit den 
lluuptaxen des Kpannungsellipsoids zusammen, dessen Gleiclmng (5) in 
Bezug auf dieselben als Coordinatenaxen flbergeht in: 

jt* xr* 

—z H — i H — i = 1 (16)* 

Wfthrrad aber dieses Ellipsoid nur die Grösse einer Spannung p von 

gegebener Richtung bestimmt (durch die Lange des in diese Richtung 
fallenden Halbmessers), giebt es eine andere Fläclie, mit deren Hülfe die 
Kichtung einer Spannung }> >>e«timmt werden kann, die in dem hetroflenden 
Punkte F einer Flüche statttindet. deren Nonnale gegebene AVinkel a, ß, y 
mit den zu Coordinatenaxen gcnonmienen Richtungen der Uauptspannungen 
bildet, und welche deshalb die Bich tun gsflft che der Spannungen 
hassen möge. Ihre Gleichung ist: 

£l+»!. + il = + J.. ,17). 

unter k eine i>e]iebige Constante verstaudeu. Sind nämlich a, 2», c die 
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Richtungswinkel der Normnle dieser Fläche in dem Pnnlvfe .r, z, in 
dem sie von der RichtUDgslinie f4, v) der Spannung jt geschnitten 
wird, 80 verhält sich 

r X y M 

01 

eoaX €08u eo8v 
• * ' _____ 

a, ffj ffj 

odif Bdl Bfloksklit auf Gleichling (13) : 

cosatcoBhteoae^eoeaieoeßieMY. 
Daraus folgt, 6hm & BerflIiniDgsebeiie der Flüche (17) in ihrem Schnitt» 
ponltte mit der Riehtnngriinie der Spannung p parallel ist mit der Span- 
nungsebene, worauf sich p beneht (Berühningsebenc im Punkte P der 
Fläche, in der die Spannung p stattfindet), oder dnss umgekehrt die 

Spannung p nach dem dieser S p a n n u n g s e h e n o conjn- 

g i r t c n D u r eil m e s s e r j e n e r Fläche gerichtet ist. 

Sind die Hauptspannungen alle drei positiv oder alle negativ, so gilt 
in Gleichung (17) vor k* im ersten Falle nur das Zeichen -f-, im «weiten 
nnr das Zeichen — ; die Riebtongsfliiehe der Spannungen iat dann ein 
Eilipsoid, und es hat nach Gleichung (15) die Nonnalspannung nach jeder 
Richtung einerlei Zeichen mit den Hauptspannungen. Sind aber zwei der 
drei Hauptspannungen, z. B. dj und (Tj beide positiv oder negativ, während 
die dritte ^3 negativ resp. positiv ist, so gelten in Gleichung (17) beide 
Vorzeiuiien, und besteht dann diese Richtungsfläche der Spannungen OUS 
■wel dnroh tinsn gemeinsamen Asymptotenkegel 

9i 0» 09 

g etrenn ten Hy peiMo iden , einem einlachen , dessen Halbaxen proporUonal 
und f/^o^ sind, und einem zweifachen, dessen Halbaxe propor- 
tional ist- Je<Jer Berührungsebene des Aflymptotenkegcls entspricht 
die Berühnmgslinie selbst als conjugirter Durchmesser, somit als zugehörige 
Spannungsrichtung. Die Spannungen p im Punkte P von 
Flächen, die den Asymptotenkegel berühren, sind also 
blosse Schabspannungen, oder die Normalspannungen nach den 
Richtungen der Normalen des Asymptotenkegels sind ss Null. Der Ort 
dieser Nonaalen im Punkte P ist seH)st eine Kegelfläche , durch welche 
die Richtungen, nach denen a positiv ist, von den Biehtungen getrennt 
werden, nach denen a ni^gativ ist. 

8. — Für die Schubspannung v im Punkte P der Ebene, deren 
Nonnsle unter den Winkeln a, ß, y gegen die- Haaptspannnngsrichtungcn 
geneigt istt erhält man aus Gleichung (14) und (15): 

mit rt = (V)s«a, h = cm''ß, r = a)s-y ] • \ ß* 

und CS ist von Interesse , <lie Ebenen , also die Werthe von a, ßt V ^öSp. 
o, hf c zu bestimmen , fiir welche ein Maximum wird. Zu dem Ende muss 

— 2 (a «Tj + 6 ff, + c ir,) (<r j <f a + er, <I6 + ffj» <l c) = 0 
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aeiHf während da, dbj de an die Gleichung 

a-f-^ + c^l» alw (Irt + rf6 + dcaa«0 
gebunden sind. Wenn man diese letzte DifTerentialgleichang nteli ihrer 
Mnltiplieation mit einem unbestimmten Cocflßcienten k zur ersten addirt, 
fto kann X* so gewählt werden, dass die CoeCßcienten von düf dbf dc ein- 
zeln = Null worden, dass also 

k -\- — 2 («a, -{-ha^ -f" ) = 0 

h-\-o^*^2 (aif^ + frOg + er, KS 0 
ist y woraus durch Subtraction der zweiten und dritten , dritten nnd ersten, 

ecsten nnd zweiten Cil«>iohung folgt: 

(T, + ""csp. -\- (T, resp. (T, -|~ fj^ = 2 (tta^ ba^ -j- 
welche drei Gleichungen für beliebige Werthe von tf ^ , Og, nur erfüllt 
werden dnrch : 

a = 0, 5 = 0=4-, «Im a=90S /? = ±y = ±45S 

m 

/>=rO, c=ra=y, „ = 90», ^ = ± ± 45», 

Die S c h u b s p a n n u n g ist also ein Maximum f li r die 
sechs Kbenen, die durch die Bich tungslinien der Haupt- 
Spannungen gehen und die Winkel der je zwei anderen 
dieser Rieh tnngslinien halbiren« ond cwar ist sie gleich gross 

für die tx'idon «liirch die BichtungsUnie von <7j, ebenso fiir die beiden 
durch die Richtungslinie von und für die beiden durch die Richtungslinie 
von (7j gpliPtidcn dieser Khetien. Werden diese drei grössten .Srlmb- 
spunnungen, die mit Winkler*) die H a u p t 8 c h u b s p an n u n g e n 
genannt werden sollcu, bezielHingsweise mit l^, i^, beseichnet, so ist 
nach Gleichung (18): 

Dass diese Hanptschnbspannungen besiehnags- 
weise re c Ii ( w i n k Ii g gegen d i e H a ii p t s p n n n u n g e n o^, 
gerichtet sind, folgt daraus, dass nadi den Gleichungen (IS), 
wenn « =r 90" oder = 90" mler y = 90® ist, 
auch l = 90® resp. ^ = 90" resp. v = 90", 
d* h. die Spannung p nnd somit auch jede ihrer Gomponenten a, r senk- 
redift besidMingsweis« gegen (T,, ir,, ist, 

9. — Wenn mit Bezug auf beliebig angenonunene rechtwinklige 
Axen der y, z 

OxOyOt — Oxtx* — <yy«^y* — ff, T,' + 2 «^x l^y 3B 0 . (20) 

ist, 80 ist nach Gkichnng (9) eine Hanptspananng » Null, 

*) „Die i^bce von der EhuiUcitilt und Fe«Ugkeit'\ 1. TheU. S. 12. 
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etwa =: 0, während die beiden anderen a^, die Wurzeln der 
qiHdnttoelMii Olddumg 

a*— (<rx+ay+a,) <r+ay <r.+<F.(F,+<F« o, — c.«— »,•«0 (21) 
sind. Dieser Fall findet insbesondere dann statt, wenn Ton dep 

sechsSpannungscomponentcn «y, , (Ty, (T, , r, , Ty, r, irgend 
drei s o 1 c h e = N u 11 sind, d i e v «• r s c h i e d e n o I n d i c e 8 haben 
und weder alle Normalspannungen, nocli alle Schub- 
Spannungen sind, also z. B., wenn 

ffy = a. = fk=0 
isty'to dass nnd 0, die Wuiaeln der Gleichung 

— ff, tf — »y* — T,» = 0 . . . . (2la) 

werden, oder wenn 

ist, wodurch Gleichung (21) übergeht in: 

ü* — (ffy -\- Om) a Oy Ct — Tx« = 0 . . (21 b). 
Da mit er, = 0 mieh Oleiehnng (18) ancb eosp=0 ist nnab- 
hängig 7001 Winkel y, so folgt, dass die Richtungslinie der 
Spannung p für jode beliebige Flache in der Ebene der 
H a u p t s p II II 11 u II f II a, , liegt, die nicht = N u 1 1 s I n d. 
Das iSpaunuugseUipsuul (Nr. 4j und diu KichtungsHüche der Spannungen 
(Nr. 7) ledociren sidi aef begrenzte Ebenen , entere begrenzt durch eine 
Ellipse (SpJtnnnngsellipse), deren Halbaxen den Absolutwertben von 
0} nnd gleidi nnd, letztere begrenzt durch eine Linie iweiten Grades 
(RiohtungRCurve der Spannungen), deren Halbaxen den 
Quadratwuizehi der Absolutwerthe von und proportional sind, und 
welche in einer Ellipse oder in zwei Hyperbeln mit gemeinsamen Asym- 
ptoten besteht, jenachdem «r, nnd gleichen oder ungleichen Zeichens 
sind. Diese Spannongsellipse und Biditnngsonnre der Spannungen können 
jelst aber nur zur Darstellung von Grösse und Richtung solcher Spannungen 
p dienen . die in den dirrch die Kiclifungslinie der Hauptspnnnung (7., = 0 
gehenden Ebenen , also allgemein in Flächen statttinden , welche in dem 
betreffenden Punkte P von der Hauptspannungsrichtung = 0 berührt 
werden ; und sirar ist riiM solche Spannung j> geridilet naä dem Durch- 
messer jener Richtungscurre^ der dem Schnitt ilwer Ebene mit der betceffenden 
Spannungsebenc coigogirt ist, während der in diese Richtung fallende Halb- 
messer der Spannungsellipse die Gr5s8e von p darstellt. 

Bemerkenswerth ist noch der hierher gehörige Spccialfall, dass alle 
S pan n u n g s CO m p on en t e n rr^ , Oy, a, , , Ty, Ts ausser einer 
Schubspannung = Null sind, dass etwa 

(Jx = (Ty = a, = = r, = 0 
ist, wodurch Gleichung (21 b) übergeht in: 

a* — Tji*=0, also ai=sTx, a, sss — T, neben OgSsO . (21c) 
liefert. Was die Richtungen dieser beiden Hauptspannungen a^, be- 
trifft, so ist mit den Beesichnungen von Nr. 6 hier: 

1 * 

also cosa = Oj cos* ß — cos^y = — ^ 

w<»ans folgt, dass die Bicbtnngslinien von ir, nnd die Winkel der 
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Gemden halbiren, die vom Fnnkte P aus panlld mit d«r y-Axe und 
der M-Axt gesogen werden. Die Spannungsellipae iat in diesem Falle 
ein Kreis, während die Riclitnngscnrve der Spannungen ans swei gl«di- 
sotigen Hyperbeln besteht. — 

Wonn die auf beliebige rcohtwinkligo Axon der r, f/, ,7 bezogenen 
Spannungen c/x} Oj, a», Ts, fy, ausser der Gleichung (20j auch der 
Gleichung 

Oy a, + ff. -f ffx ffy — Tx" — Ty» — T,» =: 0 . (22) 
entsprechen, so sind iwei Hanptspannnngen = Nnll, etwa 
und 03 = Oy w&hrend nach Gleichung (21) dann 

= + ffy + <r. (23) 

ist. In diesem Falle, der insbesondere dann stattfindet, wenn die 
S p annungjcomponenten iTz, Oj, 0,, T^t ^> « aIIc = Null 
sin«! Htisser einer Normalspannung, die dnnn die Hanpt- 
spannnng ff, ist, folgt aus den Gleichungen (13): ms — cos v== 0, 
also cos >t = il; dieliichtungsliniejederSpanniingjj Hegt 
also in der Hauptspannu-ngsrichtung a^. Fttr jede Flädie, 
deren Normale den Winkel a mit der Richtung von Ci bildet, ist; 

psss-\- oleosa f as=ffiCos*a, j=';^^ a^sm2a (24), 

also r am grossten s + (Tj in allen Ebenen, die unter gegen die 
Richtung von geneigt sind. 



B. Oer OeformatiOBtzuttanil in einem Kdrperpuniite. 

10. — Ks sei wieder ]* irgend ein materieller Punkt eines Körpers, 
PP* irgend eine von P ans gezogene Richtung, unter den Winkeln a, ß, y 
geneigt gegen die im Kipper fixirten rechtvrinkligen Azen da Xf ff, st» 
Ist dann Q ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener materieller Kfirper- 
punkt in J*]^', da die Länge der Streikt- im ursprünglichen Zusliiiide 

des Körpers (d. h. vor seiner Defuniiatioii in Folge der Einwirkung 
äusserer KrüfteJ und Jds die mit der Deformation verbundene Längen- 
ftnderung der Strecke PQ, so heisst der Quotient 

die Dehnung (Ausdehnung) im Punkte P nach der Rich- 
tung P P' : sie ist positiv oder negativ, uhsolut genommen eine Aus- 
dehnung im engeren Sinne oder eine Zusannnenziehung , jenaclulem sie 
einer Verlängerung oder Verkürzung der Strecke PQ entspricht, und wird 
hier immer als ein sehr kleiner Bruch vorausgesetzt. 

Durch die Dehnungen e, die un Punkte P nach allen Richtungen 
stattfinden, ist olTenbar die Deformation jedes diesen Punkt enthaltenden 
Körperelemenfes . dessen sämmtliehe Dimensionen unendlich klein sind, 
d. Ii, der D c fo r m a t i o n s z u 8 1 a n d im Punkte P des K <) r p e r s 
bestimmt, analoger Weise wie die Spannungen jp im Punkte F ulier durch 
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ihn hindurch gehenden Ebenen den Spnnnvingszustand in diesem Funkte 
bestimmen. Ebenso über wie letzterer schon durch 3 von einander unnb- 
hängige Grössen vollständig charakterisirt wird, indem die ihn unmittelbar 
beitimmenden 6 Spannungen a^j Cy, a», %xi ^y» i^s dnreh die 8 Gl^ 
drangen (2) Terbonden sind, so aneh der DefomiAtionsnistand, und vrnx 
lassen sich solche 8 Grössen hier unmittelbar erkennen in den Aenderungon 
^> i> dienen die ursprünglichen Coordinnten .r, »/, z der materiellen 
Punkte in Folge der Deformation des Kcirper« unterworl'eu sind , ind<'m 
dadurch die Dehnung £ in dem beliebigen Punkte jp nach der beliebigen 
RichtoDg Pi" (er, y) ausgedrflckt werden kann. Sind nSmlich 

die ursprünglichen Coordinaten des oben mit Q bezeichneten materiellen 
Punktes, so sind ihre Aenderungen bei der Dei'ormntion des Körpers; 



und indem nnn die ProjeeftioDen der Stredce PQ anf die Coordinatanaxen, 

die anprtinglich = dx, dy, dz waren, sich beziehungsweise um — 
i^j — ly, — ^ geändert haben , während die Länge dieser Strecke selbst 

von in (h ( 1 -f- überging , ist 

Daraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichung 

ds* = dx^ \- dy^-\-dz^ 
bei Vemadilässigung kleiner Grössen zweiter Ordnung: 

^_ ^1 — ^ (l^ , »n — V d]l , 

ds dt> ds ds (Is ds 
und daraas dorch EinseCcung der Aosdrfldce von ^j, r^^, sowie mit 

dx dy - dä 

^=«,«, -^=eo»ß, ji'^co,, 

Ii <»»•«+ ««V + j;^ «M '>- + (^^-1- j^) «»/» «M)- 
+ {^ + §)'^rcosa+{^+Qco,«cosß . (86). 

11. — Nach Gleichung (25) ist e beziehungsweise == — , 

wenn «=0, ß=0 oder y—0 ist; diese partiellen Differentiiilfniotlenten 
von ^ nach x, von nuch // und von u nach - sind also die Dehnung e n 
im Punkte Pnach den Biclituugen der Coordinatenaxuu, 
die mit «x» £> ; beseichnet seien. 

Waa die CoefBcienIfln der CoBina»-Prodacte in derselben Gleichung 
betrifft y so seien im nrspröngtichen Zustande des Körpers von P ans die 

GrMhor, BlMttallit nad ElMtl|lMlt. 2 
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unendlich kleinen Geraden FA=^dx parallel der .r-Axe, PB=dy 
paranel der y-Axe, PC=sdg pariUel der g-Axb gezogen und Ä, B, C 
ab maleriette Pmikle m P Texstanden. Mil; der Defonnation iit dann 

(F ig« 2) eine Venchiebiing von C gmgtn P im Sinne 
der y-Axft: 

Od = 1^ 

* de 

und eine Verschiebung von B gegen P im Sinne der 

5-Axe : 

verbanden y also eine Veränderung des ursprünglicli reehten Winkels J3 PC 
am die kleine Winkdsimune: 

CPC^-\-BPB,=^+^^. 
* dg ^ Oy 

Das ist der Coefticient von cosßcof;y in frleioliung (25), der mit b©- 
zeiclinct sei, ebenso wie der Coefficient von ms/ ms« mit yy , der von 
Cosa cos ß mit y,; jenachdem die dadurcli ausgedrückten kleinen Aende« 
rungen der Winkd BPC9 CPA, APB Verkleineningen oder Vei^ 
grösserungen derselben entsprechen y sind y^, yy^ positiv oder negativ. 

Diese Grossen y^ , yy, /g ^d ebenso den Schobspaiiilinigen 9^ t 
Tjt analog wie die Dehnungen f ^ » f > • '^f*'! Normalspannungen (Tx » cTy? 0%- 
Sind nämlich (Fig. 2) B' und (" die Projectionen von Bi und 6| be- 
ziehungsweise uul PC'i und P Bij so heisse 

PB* PC*_ 

PBt""^"' PQ"^'' 
eisteres VerhSltaiss die Schiebong im Ptankte P dar mr j^Aze senkrechten 
Ebene (CPAy im Sinne der r-Aze, letzteres die Schiebung im Pnnkte P 
der zur *-Axe senkrcoliten Eheno (APB) im Sinne der ?/-Axe; beide 
.sind »'iimiidcr gleich und zwar, sofern sie sehr klein sind, bei Vemach- 
liiiSöigung kleiner Grössen zweiter Ordnung 

Winkel 1?, Pd = y„ 

analog wie nach Gleichung (1) die Sdrabspannnngen Ty« nnd Tgy einander 

gleich gefunden Nvurden , SO dass beide kfirser mit ir« bezeichnet werden 
konnten. TTchcrlmupt können nun J^, yy- J'/ Schiebungen 
o,irr (iloitu ngen bezeichnet werden, die in dem botreflenden Punkte 
beziehungsweise in den zur y- und jer-Axe senkrechten Ebenen im Sinne 
der M* resp. yvAxe, in den zur g- und zur d;-Axe soikreehten Ebenen 
im Sinne der X' resp. ir» Aze, nnd in den snr X' und zur y-AxB senk- 
rechten Ebenen im Sinne der //• resp. X'Am stattfinden. Mit den erklärten 
Beseichnongen : br , du 

. dl 

ds 



dx ' 

dl 
dä ' 



(26j 
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erhftk Glekhnng (2() die Form: 

e = «kOM* a -|- Cy cos*(i -|- cos* y + A cosßcosy 

-{-Yjeosyeosa-^-yteosaoMß . (27). 

12. — Denkt man sich im urgprOnglichen Zu8ti\ii<lo des K()rpcrg vom 
Punkte P als Eckpunkt aiis ein unendlich kleines pftmllolepipedisches 
Massenelement abg^renzt, dessen Kanten PA = äx, PB=dy, PC=de 
den Axen d«r x, g parallel sind (Fig. 1, Nr. 2); so geht danelbe bei 
der Deformatioii dee KSrpen in ein etwas aehiefWinkligeB Parallelepipedain 
nber, dessen Kantenlängen =s=(lx(\ + «x)« ''.'/C1 + *f)> <i*(l + ^) und 
dessen Winkel an diesen dreierlei Kirnten heziehmjgsweise nm y^? yy. y^ 
von rechten Winkeln verschieden sind, so dass s. B. die Winkel an den 

Kanten PA und P*Ä* = — y„ an den Kanten J?C' mdB'C^ ^ + y« 

werden n. e. f. Diese Art der Defcmation des Kdrpefelenientes, wobei es 
nach wie rar paraOelepipedisch b1eibt> chaiakterisirt also )len Deformations- 

sostand im Punkte P bei Yemftchlässigung kleiner Ghrüssen höherer Ord- 

nnnf; ; Iici Berficksichtigiing der Ictztcn-n könnten die gegenüber üc^onden 
Begrenzun*;i«rt:i('licn des Kr»rporeleinent<?s ausserdem gegenseitige Neigungen 
nnd Verdrehungen erluiiren und in krumme Fläciien übergehen. ^ 

Noch ansohanli<^er kann der Beformatioassnstaad im Ponkte P dar- 
gestellt werden dnreh die Deformation eines Maasenelementes, das im nr- 
sprfingHehen Zustande des Körpers von einer um P als Mittel{)unkt mit 
einem onendlicii kleinen Halbmesser ds beschriebenen Kugcltlächo begrenzt 
wird. Sind J'yi, J'Ji, PC die mit den Axen der .r, i/. Z pnrnllelcn 
Halbmesser dieser Kugel und dx, <l }f, d die ursprünglichen Coordinaten 
des Punktes Q der Kugelfläche in iieziuhung auf P^l, PB, PC als 
Azen, so sind {A, B, C, Q als mateiielle Punkte wie P verstanden) 

f/x^ = rfx (1 -f «x), dyi = rfy (1 -f £y) , dZt^ = ( 1 + £,) 
die durch die Deformation TeiSnderten Coordinaten des Pmiktes Q in Be- 
siehmg aof die Ter&nderten Halbmesser PAf PB, PC 9^ (im Allge- 
rn^en jetst etwas schiefwinklige) Axen. Ans der Gleichung 

folgt dann als Gleichung des gelinderten Ortes der Punkte Q, d. h. als 
Oleiclmng der deformirten Kugelflftche in Beziehung auf die neuen Axen 

PA, PB, PC: 

\ ds (1 -f «x) / V r/,s- (1 + f , ) / \ (1 H- ~ 

d. i. die Gleichung eines Kllipsoids in Bezug auf die conjugirten Halb- 
messer = rf« (1 4- e^), ^/s(i-j-Cy)^ ds{i-\-en) als Axen. Da die 
Axrichtongen der a;^ g beliebige su einander senkrechte Richtungen 
sind) so folgt also, dass ein unendlich kleines kugelförmiges 

Körperelement durch die Deformation in ein Ellipsoid 

n h 0 r g c h t . dessen je drei c o n j u g i r t e Durchmesser wr^ 
s p r ii n g l i <■ ii zu einander senkrecht waren; es heisse das 
Deformationsellipsoid. ^ 

2* 
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13. Der Ausdruck (27) von < bat in Besiehnng auf a, ßf y die- 
selbe Fonn wie der Auadruck (6) von ü, aus dem er durch Sabsütution 

▼OD 8 flir (T und von ~ / ßlr c erhidten werden kann. Er gestattet 

deshalb auch älmliciie Fulgeruugeu wie jener ; insbesondere ergiebt sich 
doieli eine Betrachtung , die der in Nr. 5 angesteUten gaaa analog ist, 
dass es in jedemPnnkte des Körpers 3 an einander senk- 
rechte Biehtungen giebt, ffir welche, wenn sie als Axen 

der X, p, z genommen werden, d i e S (; h i e b u n g e n ? Yz — 
Null sind, so dass also ein unendlich kleines parullelepipedisclies Kürper- 
cleiaent j dessen Kanten diese liichtnngen hüben , auch bei der Dei'or- 
mation rechtwinklig bleibt. Die Delinungea nach diesen Richtungen heiasen 
die Hauptdehnungen fOr den betreflSniden Punkt und seien mit 

^ h h 

befdchnet. Die coi^ogirten Dorohmeeser des Deformationsell^soids , mit 

denen sie nach Nr. 12 zusammenfallen, sind rechtwinklig gegen einander, 
also die Hauptnxon desselben , woraus weiter folgt , dass unter den 
H a u p t d e h n u n g e n sich die g r i i .s s t e und die kleinste 
Dehnung (algebraisch verstanden) befindet, die in dem be- 
treffenden Punkte nach irgend einer Biehtang statt- 
findet. 

Dieser Umstend, deraanfolge eine Hanptdehnnng als ein Maxiaial- 

oder Minimalwerth von e charakterisirt werden kanni somit als ^ne 

Doliniing, die unverändert bleibt, wenn die Richtung unendlich wenig 
geändert wird , dient zur B e s t i ni in \i u <^ v o n £j , £^ , n ach G r ö s s e 
und Kiciitung vermittels der uut beliebig gewählte rechtwinklige Axen 
der Xj b belogenen Dehnungen e^t nnd Schidmngen Yyt 

Setst man nfimlich in Gleichung (27) 

e(eo5*a + + OOS» y) fllr« 

und differennit die Gleichung nach Lander in Bodehung auf ewa, «08/9, 

COSfj 80 wird, wenn man dabei die Dehnung e als eine Constante behau- 
delt , dieselbe eben dadurch als eine Ilauptdclmung charakterisirt ^ fÜr 
welche so die folgenden Gleichungen erhalten werden: 

2(€, — c)co«« + yx«W/^4- yyoaffy= 0 j 
y,«w«+2(ey — e) cos/? +yx«»y=s=0 > . , (29). 

Sie unterscheiden sich von den Gleichungen (7) zur Bestimmung der 
Hauptspannungen ebenso wie sich Gleichung (27) von Glttchung (6) unter- 

scheidety nftmlich nur dadurch, dass s an die Stelle von <r und — /an 

die Stelle von t getreten ist ; durch dieselben Substitutionen erhält man 
deshalb auch aus Gleichung (8) die folgende cubische Gleichung in e: 

4 (€x — C) («y — «) (£, — £) — («x — «) — (Cy 

y.* I n yyy« = o . (80), 

deren Wurzeln = £3 sind, sowie aucli den dortigen entsprechende 

Ansdrflcke von cosa, eosß, cosy» — 
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Bei Bemitzuiig der UAapCdefamiiigsriehtiiqgeii' als Axriehtmigeii der 
X, p, M geht Gleichvng (27) Aber in! 

e 8Bs«| OOS* o-|-c^ MS* /?-}-<^eos'y . . . (81), 

und es folgt daraus» analog den Folgerangen ans den Gleichungen (14) und 
(15) in Nr. 7 bezüglich auf ji* und dass in jedem Punkte die 
Summe der DehnnTip^en nach je drei zn einander sonk- 
r echten Richtungen gleich gross ist. Zugleich Imt hier dlc-e 
unvcründerlicl)e Summe eine bemerkenswertlie liedeutung. Da nämlich d«tö 
Volumen des parallelcpipedisehen K5ipenlemente8 dx dif d§ nur durch 
die Aenderungen der Entfernungen , nicht durch die gegenseitigen Ver- 
schiebungen seiner ]»arHlle1en Seitenflächen sich ändert, so ist das geän- 
derte Volumen bei Vernachlässigung kleiner Oritssen höherer Ordnung: 

djf (1 + fx) (1 + «,)<l*(l + «.) = «i«dy d«(l + «.+ e,+ 

und hat also die Summe 

« = €«-i-ey + ^ = €i + «a + . . . (82) 

die Bedeutung der v e r h äl t n is s m ä s s i g en Vo lum en ä n dorung, 
des Volumenausdehnungscoeflficienten , in dem betreflenden Punkte. 

Analog der Kntwickelung in Nr. 8 lässt sich endlich nachweisen, 
dass die Schiebung ein Maximum wird in den 6 IC h e n e n , 
die durch die Richtungslinien der Hauptdehnungen 
gehen und die Winkel der je iwei anderen dieser Rich- 
tnngslinien halbiren, sowie dass diese paarweise gleichen Haupt- 
Schiebungen die Werthe haben: 

>',= + -^'^. V'' - /.= + ^'^ (33) 

und rechtwinklig beziehungsweise gegen e^, gerichtet sind. 

C. Beziehungen zwiechen dem Spannunge- und dem Defor- 
mationezuetande in einem Körperpunkte. 

i 14. — Es sei wieder P ein materieller Punkt des Körpers, von 
welchem atis die Gemde PP' unter den Richtungswinkeln a, y gegen 
die im Körper fixirten Axen der .r, //, r jjczo^'on ist ; d )ii sei ein bei 
in der Entfernung PP' = r von P bctindiiches Massenelemunt, dessen 
älnuntlu^e Dimensionen nnendfidi klein sind. Im Znsteade dw Bdastung 
und entsprechenden Deformation des Körpers« wobd die Delmung im 
Ptalktc P nacli der Richtung J*P' = e sei, übt das Massenelement dm 
auf ein im Punkte P /m PH' senkrechtes unendlich kleines Flnclicnelcmcnt 
pro Fläche?iciiilifit desselben nach der Richtung P P' eine gewisse Kraft 
aus, die ])roportinnal dm und ausserdem von r, a, ß, y und e abhängig, 
also SS F (r, yy t) dm su setzen ist. Sofern es sich hier aber nur 
um dei^enigen Tbeil der fraglichen Kraft handelt , der durch die Defor- 
mation bedingt wird, also mit e=0 Terschwindet, und femer gemäss der 
Erfahmng , dass jede in gewisser Weise linear gemessene Deformation 
eines Ktirpers den hchistciiilen Kräl'tcn und snmif ih-n ilirn-n ciit«:|»rcclicndcn 
betreä'enden Spannungen um so genauer proportional gesetzt werden kann, 
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je kleiner diese tiadf Iiinlänglicb genau jedenfalls dMUiy wenn, wie liior 

immer voruu«<gpsofzt wird , d'u' Drlurinfttion (insoweit sie messbar) eine 
nur vorübergehende, mit der Belastung wieder verschwindende ist, kann 
die Function 

iiih^)=^^f C**» «> Ä 7) 
und somit jene spedfisdie (d. h. auf die FlicheneinlMit belogene) 
Kimft sss ft dm gesetet werden , unter f eine fibrigens unbekannte FUMtioa 

von Vj a, ßy y \ erstanden , deren Wertb für messbare Ghrössen von r ver- 
schwindend klein ist , und die in eine blosse Function von r übergeht, 
wenn der Kiirper nicht nur. wie hier stets voriiusgeseLzt wird, homogen, 
d. h. in allen I'unkten gleich besehalFen , suudern auch isotrop, d. h. 
in jedem Punkte zugleich nach allen Richtungen gleich beschaffen isL 

Sind ^e Geraden "PA^ PBt VC parallel mit den Ax^n der o?, y, 
so werden die Ebenen BPCj CPAj APB von einem Cylinder, dessen 
eneengende Grerade parallel JPP' ist, in Flächen geschnitten, die in den 

Verhftitnissen , , ^ grösser, als der Cylinderqnerschnitt BÜkd, wenn 

zur Abkürzung 

a = cosa, b = cosßi c = cw»'y 
gesetct wird; somit sind 

feadmt fehdmt f^edm 
die spezifischen Kräile, mit denen das Massenelement dm nach der 
Richtung PP* auf die Ebenen BPC, (JP.\, A PB im Punkte 7' wirkt, 
und von denen jede in Componenten nach den liicjitunf»en der Coordinaten- 
iixen zerlegt werden kann , deren Ausdnicke uns obigen durch Multipli- 
cutiuu mit a, i», C erhalten werden. Aus diesen Componenien endlich 
ergeben rieh die Spannungscoinponunten Oxi r^y, txu im Funkte P der 
Ebene BPC, *jr«t <fyf fy» im Punkto P der Ebene CPA und t«, 
T,y, a,, im Punkte P der Ebene APB durch Summation der betreffenden 
Ausdrücke tiir die Kräfte, die von allen auf einer Seite der Ebene P PC, 
CPA, APn liegcii<|cn Massenelementi'U ihn licrnilin-ii . also durch 
mehrfache Integralion bezüglich auf /* und uuf die Winkel, welche die 
innerhalb je einer Halbkugel verSnderlicfae Richtung PP* cbarakterislren. 
So erhSIt man: 

Ox « yy e a^dm ; Ty« ^ T.y = = /f e hc dm 
Oy = / feb* dm ; t^x = Vx, — Ty — / f eendm 

a,_ = y f Bc* (Int : i\y ^ i,^ = i, = / ft ah diit. 

Dass die mebrlucben Integrale gleicher Forn» , die Ty,, und i ,y uus'h üi ken, 
einander gleich sind , obsehon sich das eine auf alle solche liicluungen 
besieht, die mit der i^-Axe, das andere auf alle solche, die mit der 
g'Axe spitae Winkel bilden, ist dadurch begrOndet, dass, wie anöh 
übrigens die Function f sich nut der Richtung ändern mag, sie doch für 
gerade entgegengesetzte Hichtungen denselben Werth hat; dieselbe Be- 
merkung hetrillt die Ausdrücke von T^^ ""fl ix, - r^y ""'1 «^y». 

Setzt mau in diesen Ausdrücken von tf^, Oy, Oa, Tx% Vy, %t nach 
Gleichung (27): 

« = »•«» + &*«y -I- c* €.+ y»+ ca '/y + ab 
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mid ImiiiphtKi nut 

i>\ j = Jf'a ^hd m ; 
Bx»= Jfa^ cdm; 



Ay = /ß* dm ; 



A, =ffc^dm 
Btx= Jfc^ndnt 
B^= Jfcndm 



(34) 



^/fc^a^dmi G,=/fan*dm 

M, = ^a*dc(im; = /fh^eadm; =^/fe*ahdm 

gewisse Coeffleimten , die von der materiellen BesdieffenheH des Körpers 
abhing^ und im Allgemeinen venchieden sind, so eigiebt sich: 

<F, s= ^, «, + Sy + ö, + Ä y. + B„ y, + Bxj y, 

Oj = ö,e, + Äj€j + (?,«, + J^y, + Hjf, + Bjx y, 

<r, = Gf,e, 4- e,^ + ^. + y« + B„yy + H.y, 

«.=if.«. -I- ^x.«r + + Ö.n 4- Äy, -h i/yy. 
«y = B««x + /G«, + BttSb + Äy« + ö,y, + IT.y. 
= -j- «j + Äe« 4- ^fyy« + J^xyy + ß.ya 

Die bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer 
Ordnung linearen Besiehungen swischen den 6 Grössen 

a, Tj die den Spannungszustand, und den G kleinen 

Grössen f . y , die den D e f o r m a t i o n s z u s t a n d in f i n c m 
K i> r p o r ji u n k t »• c h u r u k t o r i s i r o n . r n t Ii a 1 1 1' n somit im All- 
gemeinen 15 verschiedene Elabtieitätsconstauten. 



(35). 



I. KOffcr mit drei tat elnuider s^nkreehten ElastteltSteaxen. 

C 15. — Wenn der Körper in jedem Punkte drei zu einander 

s f n k r e (' Ii t f K 1 a s t i <• 1 1 ä t s a x e n liat| d. h. wenn sich von jedem 
Punkte P aus drei zu einander senkrechte Klclitungen FA, P Ji, «o 
zielieu Uifsen , dass die materielle Beseliaffenheit des Körpers in P und 
somit die Function /" l'ür je zwei Kielitungen PP' gleicli ist, die in lie- 
sttg auf eine der Ebenen BPC, CPA, AP^ symmetrisch liegen, deren 
Winkel mit PA^ PB lesp. PC sich folglich so 180« ergänzen, w&hiend 
ihre Winkel mit den je xwei anderen dieser Richtungen gl^ch sind , so 
<ind für diese Elasticitätsaxen PA, PB, PC als Ajtrichtungen der x, 
ij, z die Elementarbestandtheile der swhs Integrale B und der drei Inte- 
grale //, in denen die Kichtungscosinus a, h, C mit ungeraden Exp<.)ueuten 
vorkommen , paarweise entgegengesetzt gleich , so dass diese Constanten 
B, H verschwinden und die Gleichungen (35) übergehen in: 

tfy = fi^.«X -I- AyBy + G^xC; ty=Gyyy\ . . (86) 

0» s= Gy9ji -h (?«Cy + A«! ; = Cr.yi ] 

mit nnr nooh sechs Elasticititsconstanten. Dieser Fall 
kann z. B. als stattfindend angenommen werden bei Holz (eine Elastidtits- 

axe im Sinne der Fasern , die anderen dazu senkrechten t;m::ontial und 

radial beziifrlich auf" die Jahrexringe) . in geringerem ClradL- Itci in ge- 
wisser Weise bearbeiteten Metallen, z. B. bei gewalztem Blech (^Elasticitats- 
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9XBÜ entsprecheBd der Walzriditang oder Lftnge, der Brrite mid der 

Dicke des Blechs). 

Nacli ( Jlf'icliiiii;.' ('^(i) sind in l^oziig auf die Eliuslicitiitsaxfii <\\r 
Normiiispannungen nur v<»n den Dehnungen . <lie Sclmbspannungen nur 
von den Scliiebungen und umgekelirt abhängig , erstere aber vuu sämmt- 
lichen dieier drei Dehnungen, letalere nur Ton den gleichnamigen Sehiebungen. 
FOr die Dehniuigen nach den Elasticitftteaxen als Fnnctionen der be- 
treffenden NormsUpannungen eigiebt lieh dordi AnflOsnng der besflgüchen 
Gleiofattogen (86) nach e^y ^: 

7) f ^ Ä <7x 4- //z <7y (Jy Ol 

J) £j. = ff^ -U Oy Oy -f (j^ a, 

D£z= ih (h fjx Oy -\- (h O,. , 

unter D die aus den CoefHeienten jener Gleichungen /u bildende symme- 
trische Determinante und unter a^, (tyj o,ty (Jxj (Ja ti>c beziehungg- 
welee den Elementen Ayf A^, Gxy Gy^ derselbeii entsprechen- 
den Unterdetoraunaatfln venlaodeDy also 

A^ ö. Gj 



_j AxÄyAr+2G.GyG. \ 

''\^A^G,*--A,G,*^A,G,'\'^^'^ 



D=s Q,AjGx 
GfO^A^ 

(h = AjA^^G»*i % = 4i^ — öy»; = ö.« 
jf.«6,ß.~ulx(?>; 9r='GtGs'-ÄfGri gn^^GJ^^yA^G^ 
Mit den Beselohnnngen : 

D D ^ D 



AsAy—G,' 



(88) 



AyAn—Gs** ^''A^i.-Gy** 

^""öyG« — ^.G? ^^GrG^—AyGy' GMy — ÄAK 

crluiUcn die Ausdrücke der Delinuugcu und bchiebungen als Functionen 
der Spannungen die folgenden Formen : 



Die Constanten 
denen hiernach die Verhältnisse 



Ex 







«X 


CT* 




0, 




fy 


(\ ' 




(r. 















(89). 



y 
22. 



gleich sindf 



wenn die Spannungen luid , und , a^ und (jy = Null sind, 

heissen die Elasticitütsmodui nach den Richtungen PA, P B, P C 
der Elastidtitsaxen y wfihrend die Constanten (r«, Oy, die Sehnb- 
«lasticititsmodul besiehnngsweise naeh einer der Biehtongen PS 

und PC, PC und PAf PA und PB ftir die zur anderen senkrechten 
Ebene heissen. Allgemein wird unter dem Klastifitütsuiodid E nach 
irgend einer Richtung PP' das Verhältniss der Normalspanuung nnd 
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Dehnung im Punkte P nach dieser Richtung vorst^inden , wenn , falls 
leCiterar di« x-Ax9 parallel genoBunaii wird^ ay = er, = = ty = = 0 
und somit (Nr. 9) eine Hanpfepannong, jede der beiden anderen aber 
= Null ist; unter dem Sehnbelastlcität^modul G nach einer von vwm au 

einander senkrechten Richtungen PF', P P" ffir die zur anderen senk- 
rechte Ebene das Verliältniss der Sehubspunnung zur Schiebung , 
wenn, falls jene Richtungen zu den Axriclitungen der y und z genommen 
Warden, 0^ = (7, = Ty = = 0 ist, und somit (Nr. 9) die Richtungs- 
linien ron cwei Hauptspannungen die Winlcel der (jraaden PI", PP" 
lialbiren, w&hrend die dritte = Null ist. Durch die Winkel der betreffen- 
den Richtungen mit den Elasticitätsaxcn und die auf letztere bezüglichen 
f) Con'^tanten können jene Grössen K, G allgemein ausgodrik-kt werden. 
Duss unter Umständen die im Allgemeinen nöthigen Voraussetzungen 
CTy = (7, = = «Ty = = 0 resp. = <Jy = (T^ = %y =r = 0 
wouger eng gefluat werden können, lehren die Gleichungen (39), wonach, 
wenn die in Bede stehenden Bichtungen mit den Elaatidttttsazen ausammen- 
fallen , die Beziehung swischen (Tx nnd ^ Ton z\ . ty , unabhSn^, 
die Beziehung zwischen Tz mid fx sogar von allen übrigen Spannungen 
unabhängig ist. 

II. KOrper mit einer Elastteitätsaxe. 

16. — Wenn der Körper in jedem Punkte P nur cineElastici- 

tätsaxe PA hat. d. h. wenn seine T^csolmnenheit in P nach allen 
gegen diese Axe gleich geneigten Richtungen P P' gleich ist, so ist, wenn 
wieder PA, P B, PC parallel den Axen der x, y, S sind, P B mit 
PC beliebig vertauschbar nnd somit 

Ajs^Ati Oj^Gtf «dso auch Ey = Et, Cy—C^ 
Dieser Fall findet nahemngsweise bei Körpern von faseriger TtatSm statt 
(Holz, Schmiedeeisen etc.), sofern ihre Beschatoheit nach verschiedenen 
an den Fasern senkrechten Richtungen viel weniger verschieden ist, als 
nach einer solchen und nach der Faserrichtang selbst. 
Mit den Bezeichnnngen : 

Ay==A^=A,^, Gy = G»^Gn 
gelien die Gleichungen (36) und (37) über in: 

a^ — Axtx + GnBy + (rnC ; Tx =« 

O, = Gu €x + öx€y H- An ; = Gu Yz 

D = + 2 — JUÖ.* — 2A^G^^ 

sowie mit den Bezeichnungens 

die Gleicliungen (88) und (39) in: 



~ Gn* - An Gx ' " ~ (Ö. - An) Gn 
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CJi iJ'n Cx Gn I 



^ -~ "77" "4" "TT" "i" ' y«— -"7 



z 



(7n Cx -/-II 

Von <len Constanten J,, vl„, (r^ , 6r„, welche, du £"11« C», 
Functioneu derselben sind, nach Gleichung (40) und (11) die Be- 
dehungen swiBchen den Elementen des Spanntrogs- und des Defocmadons- 
znstandes bestimmen, sind Qbrigens nur 3 unabhäni^, wie die Ansdrfieke 

(84) jener Constanten erkennen lassen. Ist nämlicli PA' die Projection 
von PP* auf die Elicuf 7? PC (Fig. 1 . Nr. 2) und (p der Winkel 
ß P A% so ist die den rechtwinkligen körperlichen Dreiecken, deren Kanten 
PP'f PA'y PB und PP'y PA'j PC Bind, gemeinsame Seite P'Pyl' = 
90* — Of tntd somit 

hssicos (P* PB) = sin a cos q> =: a' cos y, 
e^coa iP*P C) = sinasm^^a/ smip, 
wenn zur AbkOrsnng am a s geseist wird , wihrend 009 a schon 
frflher mit a bezeichnet wurde. Ist femer fi die oonstante specifisdie 

Masse des (als homogen vorausgesetzten) Kc")rpers , so ist ein Massen- 
clemenf desselben, das begrenzt wird 1 ) von zwei eoncentrij*elicii Kugel- 
Hüclien inn P Mittelpunkt mit den liudien r und r -\- dr f 2) von 
zwei Kegelllächen mit dem Mittelpunkte P, deren Seiten die Winkel a 
und er -{- da mit ihrer gemeinsamen Axe PA bilden, 3) Ton zwei durcli 
P A gehenden , unter den Winkein g> und dif gegen die Ebene 
APB geneigten Ebenen: 

dm = II . (Ir . rda . r sin n d(f = a' dr da dfp. 
Wenlen diese Wort Im- von h, c und dm in den Ausdrücken (34) von 
-'Ix; = -^y i<-'sp. At, Gx und C^n = Oy tesp. 6r, substituirt , so »iud 
dieselben als dreifache Integrale zu schreiben, und zwar ist die Int^ration 

nach ^ auszut'üliren von U bis die nach a von 0 bis während 

die Integration nach r von 0 bis zu irgend einem solchen Werthe zu ge- 
sclielien hat, der die AVirkung^grfnzo der Molektdarkräfte überschreitet. 
Indrjii aber die übrigens unbekannte Function / hier nur von r und er, 
nicht von (f> abhängt, kann die Integration nach g) ausgeführt werden, 
und ecgiebt sich so w^gen 

J dif = 2 /t ; iin^ (f ws- (f d(p = 7C 
0 0 

Jsin* (p d(p -= fms^ (f dtp sss ft 
0 b 

9i tn 
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wenn noch zu weiterer Abkürzung Ii = (.ir'f gesetzt wird, unter K 
ebenso wie unter f eine unbekannte Function von r nnd a ▼ecsteadent 

ss/(fR a* a' dr äa d(f 2n JJR a* a* dr da 

a,«= fJjRaf^8m*<peo8*9drdttdg>^^fr JjRaf^drda 

JJfjifi*a''(^^/^)firdadgf^n ffRa*af*drda, 

Hiernach ist ^„ = 3 (42) 

und somit D = 8 (V^» — = it/x (2 — (r,.«) 



(43). 



17. — Von den durch die 5 Gleichungen (42) um! (43) ver- 
bundenen 8 Coefficienten .4^, A^, (?,, (r„ . Cx» ( « der 
Gl«M<'lningpn (40) und (41) können die beiden Hlasticitätsrnodul /s\ und 
En »ni unmittelbarsten empirisch bestimmt werden, l>eziehungswebc 

sss-^ IQr a, = «Tg B 0 und = ^ (Or ^ 0 , durch Messung 

der Veilingerung = Jl^ die «n prismatiBoher Stab (Länge = {, Quer- 
schnitt =E F)y dessen Liagsaaw die Biditang der Elasticititaaxe resp. 
eine dam senkredite Biehtung hat, durch eme bekannte Zugkraft P er- 

V Jl 
Indet, indem dann tJx resp. — j, und resp. f ^ = ^ ist. Mit 

d«'r \'»'iiängeruug des Stahes ist zugleich i'ine Verkürzung seiner Quer- 
ächuiitädimensiunen verbunden, und zwar eine gleiche verhültuissmiissige 
VerkQrzung aller QuersehnittsdinMnnonen, wenn die Längsaze des Stabes 
die Richtung der Elasticitfitsaxe hat; wird diese verhSltnissm&ssige Ver- 

kCirzung s — , aUo die algebraisch verstandene Dehnung nach jeder 
zur ElasticitStsaxe senkrechten Richtung ss — ~ ^* gesetst} so ist die 

verhältnissmissige Volumenanderung e ^^^t dureh Messung 

von J{E[) bestimmbar ist, nach Gleichung (82): 

2\ 2 . c 2£. 
0 =s I 1 ] Cxi woraus — »1 : msss 

\ w / m Cx €x — e 

folgt. Indem nun aus der Gleichung (41) mit CjSsCtSsQ folgt: 

tj — *a — ~C~ ** ' 
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so ei|^ebk sieb, da diese Dehnungen tj und ^ auch = ^ ^ gesetst 

w 

worden, die Gleichung Ca=^-^inExi wodmrdi m Verinndtuig mit den 
5 Gleichungen (42) und (43) die 6 Constanten A^f Au* Oxt Ctf 
Cn ilurch die drei Constanten Ext En und m bestimmt sind; und 
swar findet man: 

^ _ 3m Ex En ^ m 



Aa^^G.i A^^E,+ ^Gn 
4 In 

C,=^-mE^i 6; = — 2m« ^" 



mjßi — 2Ö« ) 



(44). 



Aus der Gleichsetsung des Ausdrucks (43) von mit — in ^ folgt 
nämlich «machst t 

(?x - ö.» =: -| E, ; G, = ~ G„ (y E. + 6?„) , 

dann durch Einsetsnng dieses Ausdmclces von A^Gs, in die Gleicbong 

(48) iUr ^ die Besiehnng: Gx = ^ G„; damit weiter G^ ans der 

4 

Gleichung (43) für A',, ; yl„ aus Olcidmng (42); yl^ aus der obigen 
Gleichung lür AxGj^ und endlich X^'^ ^cm beUuü'uudcn Auüdrucke (43)< 

18» — * Der EluKticitätomodul E liir eine unter dem 
Winkel o gegen die Elatticitätsaze PA (die x*Ax») ge- 
neigte Bichtnng PP' ergiebt sieh als Function von Ext Ent tUt ö 

durcli folgende Betrachtung. E» 9A a eine in P nach dieser Richtung 
PP' stattfindende Hauptspannung, während dio beiden anderen Ilaupt- 
spannungen = Null sind ; nach Nr. 9 ist dann <lit> Sj^uinung j) im Punkte 
P jeder Ebene nach PP' gerichtet und = a multiphcirt mit dem Cusiuus 
des Winkels, den die Konnale der SpasnnngBebene mit PP' bildet. Wird 
also (unbeschadet der Allgemeinbeit) die Bichtnng PP' in der Ebene 
APB (parallel der :cy- Ebene) angenommen, so ergeben sich folgende 
Ausdrücke der Spanntingen . ;7, , /),. im PunlUe P der Ebenen BPCj 
CPAi A P Ii mit ihren Coniponeuteu 

nach den Richtungen PA PB PC'. 

= o cos a mit Cx = o cos^ a , t^= a si)i « cos a f ty — 0 
jiy = a sin a jf f « = asiHacosüf Oy = a sin^ o , Tx = 0 
j;^ =r 0 „ x-y =a 0 = 0 rr^ = 0 

Ilinen entspreclien nach Gleichung (41) die folgenden Deluiuiigen 

imd iSchiebungen : 

/ COS' a . siii^a\ 
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deren EiaflUinnig in Gkiehnng (27) > Kr. 11, ergiebt: -^s-^ 

/cos-a , sin^ a \ . , / cos^ a . s{n-a\ , . , sin^acos'-a 

oder necli Gleichung (44) mit 

1 2 _ 2 m^K — Eg 2 2 

G, C„ 3 /;„ m ii; ~ /y« \ K a; / 

19. — WSre gemäes einer Annahme de Saint-Vdnant's 

1 , j 

ö« c„ 8« Vje; r- ' 

also n.^^3ny^^,^^{.n + y^i.n^^y^^0 
und lomity d» m eine poeitive Zalil ist, 

80 wäre die rechte Seite von Gleidinng (45) ein Tollstttndiges Quadrat nnd 

— s — =- : — - .... C4o), 

iTe y£. VK 

4 — 

also y£^ dem in die betreffende Richtung FT' fallenden Radius der 
ElUpae nun Mitteli)uukte P, deren in Pul und FB fallende Ualbaxen 

benehmigsweise s |/]^ and sind. 

Die Coefticicnteu der auf die Elasticitütaaxe als iC-Axe bozügliclien 
Gleichnugen (10) und (41) erhielte man ans den Gleichungen (44) und (47) 
als Fonolumen der aHttn vnabhängig bleibenden Conetanten Ex n^d JS^: 



Für Höker sind durch VerBoche bestimmt insbesondere die Con- 
stanten JS^i Em und letztere ist der Schubelasticitätsmodul nacli der 
Bichtnog der Fasern fttr eine mit ihnen parallele Ebene , oder senkreclit 
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zu den Fasern für eine zxi ihnen senkreclite Eheno. Diese Constanten« 
unter E„ einen Mittelwerth der (freilicli oft sehr verschiedenen) Elasticitfit»- 
niodul nach tangentialer und rmlialer Richtung bezüglich auf die Jahres- 
ringe verstanden, mCissten näherungsweise in der Beziehung 

stehen, wenn obige Olnehttngen (47) bis (49) fllr Hols huüftnglich 
satreffeiid eein sollten. ThatsSehlich wird aber jene Benehmig nnr sehr 

unbefriedigend erflUlty wie es hei der diseootiimiiliehen Beschaffenheit 

des Holze.« . die es ^nr nicht ;\h homogenen Kfirper erscheinen lässt. 
kaum iimlerH zu erwiirlcn ist. Die olgontliclien Hülzra.«ern .«ind von 
wesentlich anderer Beschaftenheit , wie die sie verbindenden Gewebetheile, 
womit et enoh snssmmenhängt , dass die vorwiegend von der Besehaffen- 
hdt der Fasern selbst abhängige Constaate Ex filr vMschiedene Hdlxer 
viel weniger verschieden und vom Feuchtigkcitsxnstande des Holies 
viel weniger abhängig? ist . als die Constanten E,^ und G„ , die vor- 
wiegend oder wcKcntlicli mit dmcli den Zusammenhang der Fasern bedingt 
werden. Unter diesen Umständen kann das Holz als Cunstructionsmaterial 
Oberhaupt kaom Gegenstand von allge m e i neren Untersnehungen sein, 
können viebnehr bei smnen verschiedenartigen Verwendungen den be> 
treffbnden Rechnungen mit Sicherheit nnr soh lic Erfahnmgswerthe ra Grunde 
gelegt werden, die aus Vcrsnclien unter Umstünden abgeleitet wurden, die 
denen des betretlenden Kaller der Anwendung ganz analog sind ; und da 
andere Constnictionsmaterialien , insbesondere Metalle , mit meistens ge- 
nügender Annäherung als isotrop gelten können, so sind Ul>erhaupt die 
allgemeineren Untersnehungen der Elastiditttslehie im Wesentliehen nnr 
fUr isotrope KSrper von technischem Interesse. 



in. Isotrope KVrper. 

20. — Wenn der Körper isotrop, d. h. in allen Punkten nach 
allen Richtungen gleich beschatren ist , so ist 

= Oy =Cr,= G, A^ = Ay = A, = Ay 

somit nach Gleichung (38) auch 

Jjx -«■'y J-iz t'f ' \ ' y ^■'z ' ? 

und sind überhaupt die ElasticitätsconstAuten für alle Richtungen resp. für 
alle Ebenen gleich. Na<^ Gleichung (44) ist dann 

m = 4, Ö = -?-£, ^ = 8(?, r'=-4JB . (50), 
ö 

und gehen damit die Gleichungen (86) und (3f)) ftir beliebige ni einander 
senkrechte Azrichtungen der Xi y, M über in: 

a,— Ö(«.+ 8«,-|-s,); ry=ßyy; -B«,=a,---^i^t£iL Wöl). 
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Indem dor "Worth in = 4 in üebereinstimmnng ist mit Gleiohung 
(47), kann er als Stütze der dieser Gleichung zu Grunde liegenden An- 
nahme gelten. 

Da gemäss den betreffenden Gleichungen (51) die besonderen Werthe 

= 0 , Ty = 0 , = 0 
und ^x = 0, yy = 0, y, = 0 
' ^ch gegenseitig bedingen, 80 folgt sehliesslich noch, dass bei iso- 
tropen K&rpern die Riehtnngen der Haaptspannnngen 

immer mit denen der HftQ p td e h n u n ge n z ti s a m ni o n fn 11 e n. 
Bei anderen Kiirpern kann dns jremäps riloiclmii^' ('i'») iiidit hehanptet 
werden; bei Körpern mit drei zu einander senkrechten l'^la-iticitiitsaxen 
mich Gleichung (3G) nur dann, wenn die Ilauptspannungs- oder die 
Hauptdehuuugsiiebtangen mit dismi ElaitidtStMaeB Ittr den betrefflmden 
Punkt nuammen&Uen ; bei Kdrpem mit einer ElastieitStsaxe nach Gleichung 
(40) nur dann, wenn mit ihr eine der HanptBpannungs - oder der Hanpt- 
delinungsrichtnngen rauMunmenflUlt. 

21. — Versuche zur ]ie>timmunp; der Coiis (unten Uf 
haben <lieselbe meistens < 4 und mit der Ki»rpenirt wechselnd ergehen ; 
nicht geringer sind freilich die Verschiedenheiten , die verschiedene Beob- 
achter fttr nahe gldchartige Körper geftinden haben. So ftnden*) im 
Mittel 

für Glas : "We r t h e i m m — S, P <> r n u nahe m = 4 ; 

für Messing: Werth cim = 3.17, Kirchlioff m = 2,58, 
wobei aber letzteren Falles zugegeben wird, dnsH das angewandte hart 
gezogene Messing nach der Zugrichtung eine merklich andere Elasticitüt, 
wie senkredit daim haben modite; 

Kirchboff fiir ^harten Stahl msrs8»40, Okatow fBr verschiedene 

und auf verschiedene Weise helumddte Stahlarten m = 3,05 bis 3,64, 
Schneelieli für weichen Stahl w — 8,30. <^ir federliarten tu = 3,38. 

Die Abweichung dieser Zahlen von dem theoretischen ^^'crthe m = 4 
ktuin thcils von der Schwierigkeit , den unvermeidlichen Beobachtungs- 
fdilem und Nebennmstinden der Terrochey tbdls davon herrObren, daes 
die verwendeten Körper nicht wirkHdi isotrop waren, oder daw lie 
wenigstens, wenn sie c>s auch ursprfinglich sein mochten, doch in Folge 
des einseitigen Zuges bei den Versuchen selbst es zu sein aufh«>rten. 
Welches auch di<' Ursachen sein mögen , so ist es rathsam , einstweilen 
als Thatsache gelttMi zu lassen , dass die Constante m für verschiedene, 
wenn ancb im Udn^en als isotrop an betrachtende Körper einen ver- 
schiedenen Werth haben kann, und dann anch in den betreffenden Formebi 
über diesen Coefficientcn vorerst nicht in bestimmter Weise zahlennissig 
zu verfügen, sondern ihn .vis .'dlgemeine Buchstabengrösse einzuführen vor- 
behaltlich des derselben jeweils beizulegenden Zahlenwerthes. Dann kann 
aber von den Gleichungen (36) bis (39) überhaupt nicht mehr aus- 
gegangen werden, wdl sie eben für isotrope Körper onvermeidtidi so 



•j Dr. Ad. Wüllner, Lehrbuch der Experimentalphjaik, Bd. I, 3. Autt., 
I 51. 
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m = i fuhren ; indesseu sind danu die Beziehungen zwischen dem 
Spaunuugs- und dem Defonuationszuataude durch folgende Betrachtung zu 
erhalten. 

22. — > Wenn anf den isotiopen KSrper nur nach einer Richtung 
an ioseerer Zug (algebraisch verstanden , so data der Absolutwerth eines 
negativen Zuges einen Druck bedeutet) ausgeübt winl, so ist die dadurch 
nach diej^er Richtung, etwa nach der Riclitung der x-Axe, liervurgerufene 
Numuiläpanuung eine liauptäpaunung = und zwar = t äol'em 
die StSrke des Zuges dne solche Grenze nicht überschreitet > dasa das 
Verhiltniss der Spannung snr entsprechenden Dehnung ^ dem Elaati* 
dtfitsmodtil E gleich gesetat werden darf; aogleieh ist damit nach jeder 

mr Zngrichtirag senkrechten Richtong eine Dehnnng s veriranden. 

Ebenso ist für einen nur nach der Kiclitung der y-Axc ausgeübten Zug: 
ag=E£y und nach jeder dazu »enkreciiten Kichtuug die Dehnung = 

= — ^1 sowie Air einen nur nach der Bichtang der ji-Axe ansgeflblen 

Zog: iF^=sEsa and nach jeder daau soilarecbten Richtong die Deh- 

nung ssss , 

fff 

Fbdett die genannten drei Züge gleichseitig statt, so bleiben 
^e Spannungen c^f o^, Hauptspannongen , die Uanptdehnungen aber 
werdoi: 



vorausgesetzt , dass m» die nach den Riohtongen der Hauptspannungen 
stattfindenden Dehnungen sind, woraus zur Bestimmung dcrHaupt- 
dehuungen durch die Uaup tspannungen die Gleichungen 

folgeu : 

£^=^_5!l±^. £ii=,^_£i±£i; £^_<,,_£!Jif! . 

Zur umgekehrten Bestimmung der II aap tspannungen durcii 
die Hauptdehnungen sind diese Gleichungen nach « a^t a.^ anf- 
anlasen. Dnich Addition detselben folgt lunfichst: 

(i — ^) K +0»+ <^s) = + + ^) =^«> 

nnter e die Terhftltnissm&ssige Yolnmenansdehnnng Terstanden, dann durch 
Addition der hieraus und aus der ersten von obigen drei Glmcfaungen 
folgenden 



«'i + ^yi + cyj — jj^:^ 

und mCx — — =smEei 



Ee 



1 w 

oder mit der Beseiciinnng : Cr = -- t—iE (52) 
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sowie mit Rücksicht auf die Sjrmmetrie der Gleichungen bezüglich e^, 0|, 
und C| , e^i 

Diese Gleichungen gelten aber nicht nur für die Richtungen (Um* 
Hauptspannungen, sondern ftir beliebige drei zu einander senk- 
rechte Richtungen; denn für eine beliebige Richtung, <]ie mit denen 
der Hauptspannungen die Winkel a, fi , y bildet , bt ihnen zufolge : 
C=CiC08*a-^Ofeo8*ß-\-üieo8*y nach Gleichung (15), Nr. 7, 

= 26r ^«1 cos*a-\-e^ cos^ß-^e^ cos* / -j- ^ ^ ^ 

= 2 Cr U-\ —\ nach Gleichung (31), Nr, 13 ; 

\ III — ~ 2/ 

insbesondere also auch flfar beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen ; 

Die Gleichongen fDr » % t sind die Auflösungen der Gleichungen 
ftlr tfs ^ (Ty , (7/. nach » <y t ^ * Hit ffy =b <rs's 0 folgt daraus : 

IM 

Die Bedeutung der Constanten (r endlich, die bei dieser Entwickelung 
zunächst nur als einfache Bezeiclinung oiner gewissen F'unction von E und m 
erscheint , ergiebt sich daraus , (hiss die Nonnalspannung a nacii einer 
Richtung , die mit den beliebigen Coordinatenaxen der Xj s die 
Wmkel Oiy ß, f bildet, 

a = 2G +^—-2) Gleichung (27) , Nr. 11 auch 

= 2C?[sK0M*o -|-€y cas^ ß et eo8^ y ^ cos ß cos y -\- yy cos y cos a 

+ynC08aeosß-y~' — ^{cos^a'\-cas*ß + oos*yy} 

W Tb 

isty wShrend nach Glddiung (6), Nr. 6: 

c^axeo8*a-\-ayCOs*ß-^-ü,eos*y-^ 2txCos ß cosy 
2tj cosycosa-{-2ta eosaeoeß 
ist. Ans der Veigleachung beider Ansdrack« roo a crgiebt sieh mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (68) : 

(öy, — Ss) 008/9 009/ -|- ((? /y — Ty) 009^ eos a 4- (G^9^i — MS ff eosß = 0 

Orft*h«f, BlMUdlit nnd FMÜgMt. S 
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fBr jede Bichtung a, tiao 



G = ^^^=^-^ (54), 



•/ V 



wodurch (r als (l«»r .Scluibolasticitätsmodul und zugleicli nuflitriiglich erkannt ' 
wird, dass die durch ^\ = ;\ = '/,. = 0 charakterisirten Ilauptdehnungen 
in der Tliat nach denselben Kichtungcn stattfinden wie die durch %^ = 
= =s fr. = 0 charakterisirteu Hauptäpannungen. — 

Hit m = 4 stimmen die Oleiehimgeii (52) — (54) mit, den Gleichnngen 
(60) und (61) ttberein. 



D. Allgemeine Bestimmung der Hauptdehnungen für jeden Punkt 

eines in gegebener Weise gestützten und beiasteten isotropen 

Kdrpere. 

23. — In <ier Kinleitung wunle es als die Hauptaufgabe der teeh- 
nisohen £lastioit;itä- und Festigkeitslehre be/eiclinet, gewisse Dimensionen 
oder belaatende Kräfte eines Körpers so su bestimmen, dass der Defor- 
mationsnistand desselben in Iceinem Ponicte eine gewisse erfahnuigsmSssig 

als liiichstens zulässig erachtet« Grenze überschreite, eine Forderung, welche, 
da der I)eforniHli<>n?Jzustanil in einem K<)rperpunkte (Nr. 10) durcli die 
Delinungt'u e be-tiiiiint ist, die in demselben nach den verschietlenen 
Richtungen stattlinden , darauf hinuuskuninit , dass , wenn i' eine positive, 
c" den Absolntworth einer negativen Dehnung liedentet, diese Orösaen tf 
und e" in jedem Punkte des Körpers höchstens gewissen Werthen gleieh 
sein sollen, die bei isotropen Körpern von der Riclitung unabhängig sind, 
unter sich ulier versehicden sein kimnen. Indem aber ferner (Nr. 13) 
unter den Haujitdebinmgen sicli die griisstc und die klein-:tc Dehnung 
(algebraisch vei-ätandenj butindct, die in dem betreircndeu Punkte nach 
irgend einer Richtung stattfindet » imtnr den Absolntwwthen der Hanpt- 
dehnungen also der grösste Werth von e' und von sofern Oberhaupt 
diese zweierlei Dehnungen in dem betreffenden Punkte vorkommen, so 
erffmlerf die allgemeine l^iv^nng jener HauptAufgabe vor Allem die Be- 
Stimnuuig der Ilauptdehnungen für jeden Punkt /* eiii(>< in gegebener 
Weise gestützten und beiasteten Körpers , die bei isotroper lieschaflenheit 
desselb«! auf folgende Weise geschehen kann. 

Sind Xf M die ursprünglichen rechtwinkligen Coordinaten des 
Punktes 7^, und t^, ^ ihre Aendcrungen durch die Bdastung und ent- 
sprechende Deformation des Körpersi so ist nach Gleichung (53), (54) und (26) : 
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Diese Ansdrficke der Spannnngsooiiipone&fteii 0» fTy, f.» ty, f« sind 
in die Gleichnngen (2): 

ix^ dy ^ hz 



bx öy d 

d.r ^ dif ^ dg ^ 
e'mziifiihren, welclie dailurcli drei simultane imrticUf DiflVrcntialgleiclmngen 
zweiter Ordnung tiir die Functionen ^ . , L, der unnbliiingij^ Viirinblen 
X, y, g werden. Durch die Integration dieser Gleichungen werden Con- 
Btante oder vielmehr im Allgemeinen Functionen eingeführt, die nur in 
Besiehnng aof diejenige Veiilnderliche oonstant sind, d. h. diqenige Yer- 
iimlerliche nicht enthalten, nnch welcher eben integrirfc wirdy und diese 
Functionen sind durch die Obcrfl<äclienbedingnngen bestimmty 
nämlich tbeila dadurch) doss die Spannungscomponenten 

pcoslf peosfi, pcosv 

in den Gleichungen (3) : 

2} ms l — (Tx Cö.<? a -{- ^/ ^'>'* ß -j- Ty im y 
p rj)s // — Tt, cos et Oy fos ß -\- Tx, cos y 
j) ros 1' — fv ros (s -f cns ,i -\- Ot cos y 

für die Punkte dt i KrupcrolxTHäche gegebene (durch die Belastung un- 
mittelbar bestimmte) Werthe haben, thcils dadurcii , das» »y, >^ selbst 
för gewine Ponkte gegeben , insbesondexe = NttU gegeben sind (feste 
Unterstfltmng^unkte) oder aneh ra den betrrffonden Preisongen in ge- 
wiesen Bezidtuingen stehen (nachgiebige, elastisclie Unterlagen). 

Wenn ^. tf, ^ als Functionen von x, y, 0 gefunden sind, findet 
man entweder 

a, (jj tx Ty T? 
nach (55). dcinn die H.uiptspunnungen als Wurzeln der (llcicliung (8): 
(a» — o) (jy — a) (a, — aj — {tu — a)T^^ — (ffy — a) — — a) t,* 

-f 2 Tx = 0 
und endlich die Hanptdehnimgen nach Gleichung (53) : 

ni m jn 

oder auch die Dehnungen und Schiebungen 

€< ^ yy y^ 

nuttels der Gleiehongen (26): 



8* 
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und dann die Hauptdehnungen ale Wurzeln der Gleichung (30) : 
4(fi«— «)(«, — «)(«,— «)—(€. — e)yx« — — — («b--e)y«* 

+ y.v /'z = 0 . 

So einfach im Princip übrigens dieses Verfahren aurh or^cliplnt . so 
schwierig kann es in dor Ansfühning sein bezüglich der lntefj;ri\tion jener 
simultuueu partiellen Differentialgleichungen , die nur in speciellen Fällen, 
samal in maet fdr die technisclieii Anwendungen geeigneten Fonn, gelingt. 
Unter diesen ünutttnden ist es- mthsam , mit den einfaehstai SpedelfiUlen 
zu beginnen und mit Bomit/ung der dafür gewonnenen Resultate zu weniger 
einfachen Fällen fortzuschreiten. Statt einer allgemeineji Inte^rration jener 
partiellen Differentialgleicliungen muss man sieh dabei in der Regel be- 
gnügen, denselben durch geeignete Annahmen versuchsweise Genüge 
•n Iriaten. 
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24. — Donk"t man sich <li«? Form vhu« Körpers entstanden durch 
Bewegung einer ebenen Fläehc längs einer ("urve auf solche Weise, diiss 
die bei dieser Bewegung im Allgemeinen vehuulerliche ebene Fläche be> 
stiadig in ihrtm Scbwerpunkte reohtwinklig Ton der Cnrve geschnitten 
wird, so lidflie letstere die Mittellinie und jeder «i ihr senkrechte 
ebene Schnitt (der erzeugenden Fläche in ihren Terschiedenen Lagen ent- 
sprechend) ein ( > II (M-s c h n i tt des K<"»rpers. Kin Köriier. der auf Koh-lie 
Weise entstanden gfiiucht wird. miU ein s t a h l'ii r ni i g e r K<irj»er im 
weiteren Sinne genannt werden, und zwar ein gerader s ta b t'ö r m iger 
Körper, wenn die Mittdiinie, die dann anoh die Axe des Körpers 
heisst, eine gemde Linie ist. 

Im weiteren Sinne kann hiernacli zwar jeder Körper als stahn>rnii<; 
aufgefasst . Anrh «oll im F*d<;enden diese Anrtiissung auf solche Fälle hc- 
scliränkt Averden . in denen zugleich die Behistung von solcher Art ist, 
da«s in jedem Punkte 1* irgend eines Querschnitts mit Bezug auf recht- 
winklige Azen der o:, y, g, von denen die d^Aze senkrecht su diesem 
Querschnitte ist, die Spannungsoomponenten Ojf Ot und tx ohne wesent» 
liehen Fehler = Null gesetzt werden können , so dass die Untersuchung 
sich anf Spannungen in den verschiedenen Punkten eines Querschnitts 
beschränkt . die theils Normalspnnnnngen , tlieils Schuhspannungen Ty 
und T« beziehungsweise im Sinne der z-Axq und der j/-Axe sind, und 
denen bekanntlich ebenso grosse Schubspanumigen im Sinne der a:-Axe 
in den rar jv-Axe und rar jf- Aze senkrechten Ebenen entsprechen. Nach 
Nr. 9 ist dann eine Hauptqiaoiinng = 0 und und die beiden anderen 
die Wnrseln der Gleichung (21, a) : 

a* — <r»tf — Tf* — T,*=0 . . . (21» a), 

ist also, unter T = |/Ty* -|- t," die resoltirende Schubspannung in dem 
betreffenden Punkte des Querschnitts ventandeni 

; a,= ^ .(66). 
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Was die Uiclitungen d'wfiin- Hauptspauuungea betrifil, so folgt mxs 
den beiden ersten der Gfoiehungen (7), Nr. 6, mit = a. — ix =0: 

cose: cos ß : cos y = 



Ty (ffy — a) 



n (ffx — O) : ((Fx — a) (ffy — ff) — T,* 



= iTv ff : : ff * — ffx ff — f / , 



und ff, gültige Gleiciiung (21, a), 



alBo mit Rflcksicht auf die ßir ff, 
ferner mit ff, = 0 , und wenn , , resp. , , y^ resp. , 
ßs t bMiehungBweise die Kchlmigewinkei von 0^, ü^y bedeoten, 

et» «1 : OOS /^i : cos /i = ff 1 : f^i : Ty 

009 : Cff9 /9| : cos = ffi : 7« : Ty 

cos : cos cos s 0 : Ty : — 



cos = — cos /?! = 

ff, - 

008 0^ = ^ , COS Ii» = 

^ Kff,^4-ir- 



Kff^^ + T» 
Kff^+T 



, » cosy,= 



cosy, = — - 



(57). 



rif. «. 



Diese Werthe von cos (t^ , fos , ''osy^ lassen «'ikonnen , diiss «lie 
Biditungslinie der Uauptspannuug a., = U iu der Quei-scluiiitsebene Y P Z 

(Fig. 3j Benkreciit zur rut>ultireudeu 
Schnbipannung t gerichtet ist, das» 
somit die Kclittttgalinien der Haupt- 
Spannungfii und in der Ebene 
liegen, die in der Kiclitiingslinio von 
T die (-^uersrlinitlsflietit' rerlitwinklig 
»clmeidet; in diebt-r Ebene sind sie durch 
die Winkel er, und bestimmt. 

Für die iluuptdehnungen f,. 
nacli den Richtungen von ffj , a^f ff, 
engeben sich mit ff, = 0 und mit den 
Werthen (66) von ff| und bei Vor- 
aussetzung eines isotropen Körpers nach 
Gleichung (63) die Ansdrüd^e: 




Ety = ff| 



m 
2m 



, ; 1?«, = «2 ~ — ff, ; 



£H — — — io,i^o^) 



m 



*2.'). — Wenn dir Mittellinie t'iiu's «tablViriuigen Körpers als Ort der 
im ursprünglioiii'u Zustande darin liegenden luatoriellen Tunkte aui'getasst 
wird, so soll dies dadurch ausgedrückt werden, dass sie als materielle 
Mittellinie besrichnet wird, resp. als materielle Aze bm «nem 
im ursprünglichen Zustande geraden stabformigen Körper. Ebenso ist 
unter einem materiellen (Querschnitte ein solcher verstanden, der 
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ab Ort der im ursprünglichen Zustande darin liegenden materiellen Punkte 
aofgebMt wird* Durch die Bebatong des Körpen erfahren Mine materielle 
Mittellinie und seine materiellen Qaerschnitte gewisse Deformattonen, können 

inabesoiulere die letzteren -m krummen FlädlMl irerdeny Qttd ea ein«) selbst- 
versti»ndli< !i iHo in a 1 1> r i c 1 1 1* Mittellini«' rp.«p. <1i<' m «i t o r i e 1 I n <^iier- 
Hfhnitte gi'nii'iiil, wenn von <U'r d c i'o r ni i r t c n M i l t c 1 1 i n i <• re-p. von 
den deturmirtuu (^uurticiinitteu des belasteten stabtbrmigeu Kür- 
pers die Bede sein wird. 

Um die Wirkungen za untersuchen » die in einem Quersehnitte F 
eines stabförmigen Körpers durch dessen }k>lastung hervorgerufen werden, 
ist es einerlei , ob man den einen oder den anderen der beiden durch 
diesen «^uer'^clinitt T' getrennten Tlieilc ,1 , /? des Kiirpers mit den au 
ihnen angruitendeu äusseren Kräften in Betracht zieht; beide 8j:>tume von 
Kräften sind mit dnander im Gleichgewiebte durch Yermittelung der 
{^eichen und en^f^iengesetst geriditeten inneren Krfifte in den Flfichen- 
elementen von Das gerade in Betracht gezogene dieser beiden Systeme 
von Krii l'ten üoH das S y s t o m d e r ä u s s e r e u K r ä f t e für d e n (Quer- 
schnitt /'genannt werden; i.>«t es dasjenige, welches an (h'ni Körper- 
theile U angreilY, so werden die S(iannuugen im Quersciinitte J*^ ver- 
standen im Sinne von Krallen, die vun dem Körpertheile B auf den 
Körperth^ A ansgeObi werden. 

Die äusseren Kräfte lassen sich ersetzen durdi eine im Schwerpunkte 
0 des Querschnitts /' angreifende resultirende Kraft Ii und ein resul- 
tu-cndes Kräftfpaar .1/. Die Kesultaute Jl werde in zwei zu emamlcr 
scnkreelite Couiponenten J{^ und 11^ zerlegt , von denen erstere senkrecht 
zu jF gerichtet ist und pusitiv oder negativ gesetzt werde, jenachdem sie 
die Richtung von A gegen £ oder Ton S gegen A hat. Ebenso werde 
das resultirende Paar M in zwei Componentenpaare Jf, und J/, zerlegt, 
von deren zu einander senkrechten Azen die des ersten senkrecht zu F 
ist, (Die Axe eines Kräftepaares ist eine zu dessen Ebene senkrechte 
(jerade, aul' der in bestimmtem Sinne eine dem Moment des Krüftepaarcs 
proportionale Strecke abgetragen wird, so dass sie das Kräftepaar bezüg- 
lich auf die Richtung smner Ebene , den Smn seiner Drelmng und die 
Grösse seines Momentes darstellt.) Ist nun F em dem materiellen Quer- 
schnitte I'^ unendlicli nal)e benachbarter des Körpertheil- J <' ha])on die 
Kräfte 7^^ f und Kräftepaare , Jf, einzeln die folgenden Wir- 
kungen. 

Die Krall ii'j vermsacht, jenachdem sie positiv oder negativ ist, posi- 
tive oder negative Normalspannungen in den Fttchenelementen von F, 
die der Grösse nach so vertheilt sind, dass ihre Resultante durch 0 geht 

und = Bi ist. Die entsprechenden posiUven oder negativen Dehnungen 
haben eine Zunalnne oder Abiiahnic der gegenseitigen Entfernung der map 
terielleu (^ucrsi Imitte 7*' und zur Folge. 

Das Kraltepaar verursacht Normalspannungen, die in den i' iachen.- 
demeoten von F der Grösse nach so vertheilt sind, dass sie sich anf ein 
dem Paare Jlf, gleichwerthiges Kr&ftepaar rednoiren lassen. Die ent- 
sprechenden , theils positiven , tlieils negativen Dehnungen haben eme 
Aendening der gegenseitigen Neigung von F und zur Folge. 

Die Kraft li^ verursacht äebubspannungen in den Flächenelementen 
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von Fl die der Richtung und Grösse nach so verthcilt sind, dass sie eine 
durch 0 gehende, nmch Richtung und GiQsse mit übereinntimmeDde 
Rendtanto bAben. Die entsprechenden Schiebangeii haben «ne gigei^ 
SMtige Verschidbnng von F und F* zur Folge. 

Das Kräftepaar verursaclit Schubspannungen, die in den Fläclien- 
el(Miienten von p der Kichtung und Grösse n.icli so \ crtheilt sind , diiss 
sie sich auf ein dem Pnnre 3/, gleiehwertliiges Kraf'te|)K<ir redueiren lassen. 
Die entsprechenden Schiebungen haben eine gegenseitige Verdreliung vuu 
F vni^ F* tat Folge. 

Wfthrend so die angefiihrten Haaptwiricmigen , bestehend in Aende- 
rungen der Entfernung oder der Neigung , in einer gegenseitigen Ver- 
scliiebting oder Venlrelning der materiellen Querschnitte 7'', 7*" , durch 
die Art der in diesen stattfindenden Dehnungen und Scliiebungen bedingt 
werden, ist die gleichzeitig erfolgende Krümmung der Querschnitte von 
den Gesetzen nbhingig, nach denen sich die Dehnungen und Sefaiebungen 
von Punkt sä Punkt in JF*, sowie von den Punkten des Qnersehiütts F 
ra den entsprschenden Punkten toh F* indem. 

20. — Bei (im ursprünglichen Zustande) geraden Stab förmigen 
Körpern, von denen allein in diesem Abschnitte weiterhin die Rede 
sein soll , ist die Belastungsweise oft von solcher Art , dass im Vergleich 
mit der Wirkung einer der Kr&fte , 72, oder eines der Krftft^puure 
Jtf| , die Einflösse der übrigen dieser Grössen anf den Spannungs- 
und den Defoimationszustand in den Querschnitten des Stabes und anf 
die Deformation seiner Mittellinie ohne wesentlichen Fehler vemaebläfsigt 
werden können, dass also in Betreff der Art und Weise, wie die Elasti- 
cität des Stabes sich äussert, einer der folgenden vier einfachen Fälle vor- 
ausgesetst werden kann, deren Kennseiebnung sich anf den ursprünglichen 
Znstand des Körpers besiebt, in dem seine materiellen Querschnitte 
eben sind. 

1) Zug- oder Druck-Elasticität. Die äusseren Kräfte lassen 
sioli iTir jeden Qtiersehnitt des betrnclitelen Stabes oder Stabtheils durch 
eine Kesultunte ( //, nach der Bezeichnung in Nr. 25) ersetzen . deren 
llichtungslinie in die Stabaxe lallt; jenachdem sie ziehend auswärts oder 
drMend einiHirts wirkt, wird dadurch der Körper verlängert und event. 
serrksen oder verkfirst und event. aerdr&ckt. 

2) Biegungselasticitftt. Die äusseren Kräfte lassen sich fftr 
jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräflepaar (M^ nach der Be- 
zeichnung in Nr. 2r>) ersetzen, dessen Ebene den Querschnitt recht- 
winklig schneidet; der Körper wird dadurch verbogen und event. ser- 

brochen. 

3) S c h u b e 1 a s t i c i t ä i. Die äusseren Kräfte lassen siel» f ür jeden 
Querschnitt durch eine Itesultante (7^^ nach der Bezeichnung in Nr. 25) 
eraetien, deren Biehtungslinie in den Quersehnitt fallt und duroh dessen 
Schwerpunkt geht; der Körper wird in sich veischoben und event. in 
dnem Querschnitte abgeschoben. 

4) Drc h u n g s e 1 a sticität. Die äusseren Kräfte lassen sich für 
jeden Qnerschniti dnrch ein resultirendes Kräftepaar (lf| nach der Be- 
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zeichuuiig in Nr. 25) urscuea, dcäöcu El>eue dem Quersclinitte parallel 
ist; der KSrper wird um Mine Axe verdrelii und event. abgedrelit 

Bei dem ersten und zweiten der obigen «nfochen FftUe und bei den 
ifaver Combination entspreclicmden Spedalf allen handelt es sicli nur um 
NormalHimnnringcn a und Dehnungen e im Sinne der Stabaxe, di«» dann 
Hauptspaunungou rosp. Ilauptdi-liriungon (und zwar als solche allein nicht 
= Null) und , sofern sie hinlänglicli klein sind , mit Rücksicht auf die 
Abstiaction ¥on NonnalBpannungen senkrecht zur Axe in der Beziehung 
stehen: ü=s'E9, unter E den ElMtidt&tsmodol des homogenen Materials 
im Sinne der Stnbaice ▼ersttuiden; ab isotrop braucht dabei dieses nidit, 
sondern nur vorausgesetzt zu werden, duss es nach der Richtung 
der Stuhaxe in allen Punk ton gleich beschaffen ist. Die 
Forderung, dass t' und e" (Nr. 2:3) gewisse Wcrthe niclit überschreiten 
sollen, kann dann ersetzt werden durch die Forderung, daäs, wenn eine 
podtive Spannung «r (eine Spannung im engeren Sinne), den 
Absolntwerth einer negativen Spannung «r (dne Pressung) bedeutet, 
diese Grössen a' und a" höchstens gewisse erfuhniiigsmässig zulässige 
Werthc haben sollen, die in der Folge mit /' resp. k" bezeichnet werden 
oder auch einfach mit k, falls ]c' = k" gesetzt wird oder eine Unter- 
scheidung der vorkommenden Spannungen in Beziehung auf ihren Charakter 
als Spannungen im engeren Sinne oder Pressungen Aet Natur der be- 
treflMen Aufgabe gemSss nicht in Betracht kommt 

Bei dem dritten und vierten der obigen einfachen Fälle und bei d«'n 
durch Comhiiuition derselben hcrvorgelienden Specialtallen kommen als 
Spannungen nur dio Scliubspannungeu r in den verschiedenen Punkten der 
Querschnitte in iktracht , die zu den betretenden Sclüebungeu y iu der 
Besiehnng t=Gy stehen, unter 6r den Schubelastidlitsmodul fttr die 
Querschnitte verstanden; damit derselbe nach allen Richtungen in diesen 
gleich sei, muss vorausgesetet werden, dass das Material des Stabes, wenn 
auch nicht isotrop, so doch homogen mit e i n e r E 1 a s t i c i t ä t s a x e im 
Sinne der Stabaxe sei. In -solchen F&Uen sind nach Nr. Ü, 
Gleichung (21, c) die Hauptspanuungen : 

Ol = T , o.^ — — r , (jj = 0 , 
somit auch die Mauptdehnungen nur von r abliängig, insbesondere bei 
isotropem Materiale nach Gleichung (53): 

VI -\- 1 T _ «* + 1 r 

m 

so dass die Forderung, betr. die NichtÜberschreitung gewisser Werthe vou 
«' und e", hier dadurch erftlllt werden kann, daiw man die Schub- 
spannung T hödistens einen gewissen erfahmngnnissig zulSsdgen Werth 
annehmen lässt. 

In allen anderen Fällen, also immer dann, wenn ztigleicli Nonnal- 
und Scliubspannungeu in den Querschnitten vorkommen . wird der K<)r[ier 
als isotrop vorausgesetzt. In solchen Fällen ist es wesentlicli , daran 
festenhalten, dass principiell nicht sowohl a', a" und t, sondern die 
Ausd^ungen und Znsammenxiehungen und s" gewisse Werthe nicht 
fiberschreiten sollen ; weil aber einmal die oben mit // and kf* bezeich- 
neten Werthe in der technischen ElasticttXtslehre sich eingebfligert haben, 



H = ^g, ^-0 . (69), 
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BO nöge dar den zasainmengesetEteren Aufgaben zu Grunde xu lugeuden 
Forderung ancli die Fassung gegeben werden, dass die Produkte 

Etf und Elf* in allen Punkten des Körpers höchstens ge- 
wissen Werthen h' resp. k" gleich sein sollen; diese sind 
(lieselhcu wie die oben bemerkten zulässigen Grenzwerthe von a' und a" 
einer ^Sormalüpttunung oder Pressung , wenn sie als allein von Null ver- 
Sdbiedene Uauptäpunuung in dem isotropen Körper vorkommt. 



A. EinfSieho Fftlle der ElastIcHlt gerader etabflteiiilger K5rper. 
I. Zug- oder Draek-Elastleltit. 

27. — Indem dieser Fall erfordert, dass die Resultante der äusseren 
Kjräfte illr jeden Quersohnitt in der Stabaze liegt, mfisaen diese &ftAs 
thdls selbst In Punkten der Aze angreifend Utogs dersdben gerichtet sein, 

theils für jedes zwischen zwei unendlich nahe benachbarten Quericlmitten 
enthaltene Pclioil)enf;'»rniig(' Ki'irperelement eine in die Axt* füllende Kcsiil- 
tante haben , wie es insbesondere dann der Fall ist , wenn der Stab an 
den Enden von zAvei gleichen und längs der Axe entgegengesetzt wirken- 
den Keiften angegriffen wird, wihrend die Sehwerkrifte der K&fpwekmente 
nur dann jener Forderung entsprachen, wenn die Stabaace vertioal ist, 
widrigenfalls von den zur Axe senkrechten Componenten' dieser Schwer- 
krjUle abstrafiirt werden müsste. 

Wenn die Spannung a in Krnninj^ehinir geiiiigendor Anhaltspunkte 
liir eine anderweitige Bestimmung ihres V'ertheilung.sgesetzes als gleitdi für 
alle Punkte eines Querschnitts vorausgesetst wird (was um so zutreffender 
sein wird, je wmter der Querschnitt von den SlalMnden. Oberhaupt von 
den AngriiSäpunkten endlich grosser Kräfte entfernt ist), so ist sie för den 
Qnersehnitt ss Fy iUr den die Besultante der äusseren Kräfte ss ü is^ 

assa-p-^ und ist Ä; = «MM?y^ , j . . . (60) 

die Bedhjgungsgleiehung dafür , dass a höchstens = k sein soll. Iht j- 
die Entfernung irgend eines Querschnittes F von einem Ende des Stabes, 
und E der Ebsticitatsmodnl nach der Azrichtnng desselben, so ist die 
Längmändernng der (nach wie vor geraden) Stabaze, deren nrsprOngliche 
Länge «ss { sei, 

0 0 0 

In^iiesondere für den Fall eines prismatischen Stabes 

{]f = Const.), der nur an den I'^nden von entgegengesetzt gleichen, längs 

seiner Axe wirkenden Kräften P (B = Const. s=s P) angegriffen wird, ist 

P PI 
a=^-^ und Jl = -^-p .... (62). 

2S. — Die=p letzte Gleichung kann zur experimentellen Be- 
sümmung des Elasticitätsmodul 
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difueu ; indem diu Verlüugcruugeu J l gemessen werden , die ciu aus dem 
betre^nden Material bestehender prnmatiBeber Stab ▼on bekannt» Länge l 
und bekaontem Qaenchnitte F (belogen «of den nrsprilnglidien Zustand) 
dwch ziehend winkende Beinstungen P erialirt . die so lange vergrössert 
werden, als die entsprechenden Wertfie von K noch keine A!)Ii:ingigkeit 
von P deutlich erkennen lassen ; indem dann die Unterschiede die?or auf- 
einander folgend gefundenen Wertlie den unvermeidlichen Beobachtungs« 
fehlem und zufalligen Nebennmständen zuzuschreiben sind, ut ihr arith- 
metiflches Mittel mit um so grosserer Wahrscheinlichkeit als der wahre 
Werth von E zu betrachten, je zahlreicher und je weniger Im Resultat 
Tcrschieden die einzelnen Versuche sind. Damit Letzteres in liinlänglichem 
Orade erwartet werden kJtiine . müssen die Stäbe möglichst lang genommen 
werden, indem «hmn einem gewissen absoluten Beobaclituugsfehler xun J l 
ein möglichst kleiner verliältnissmüssiger Felder dieäor Grösse und somit von 
E entspricht. Ans diesem Gmnde sind Compienlonsveriadie (drtlekend 
wirkenden Belastongen P nnd negativai Werthen von sotspceehend) 
weniger geeignet wegen der Schwierigkeit, dabei die Biegung eines 
längeren Stabes ohne Einführung anderweitiger störender Einflttsse zu 
verhindern. 

Ist insbesondere P' die ziehend wirkende Belastung, durch die der 
prismatische Stab semssen, P" die drflokeod wiri^ende, dnreh die er 
sardrfickt wird, so heissen 

p/ pa 

K' = -^ und A- = -p-, 

unter ^ immer die ur?prfingli(he Orösse des Querschnitts verstunden, 
l)ezie}iungsweise die Zugfestigkeit imd die D r ti c k f e s tigkeit des 
betretfenden Materials luieh der Liingenrichtung des Stabes. 

Zur Bestimmung von K' brauchen die Stäbe nicht sehr lang zu sein, 
nnd irt nur hauptsächlich Soige zu tragen, dass die Ricli^tungslinien der 
belastenden Kr^fl am dnen und der Widerstandskraft am aadwen Ende 
mdglichst genau mit der Axe des Stabes zasamrnenfallen ; auch ist es 
zweckmässig, diese Enden etwas zu verstärken, damit der Riss an 'einer 
solchen mittleren Stelle erf(dgt , wo eine gleichf<*>rmige Vcrtheilung der 
Spannung im Querschnitte mit genügender Siclierheit vorausgesetzt 
werden darf. 

Bei den Versuciien zur Bestimmung von K" wurden die Körper 
meistens in Form von Wttrfeln- oder niedrigen Cyiindem (Höhe wenig 
verschieden vom Dorehmesser) angewendet, wobd dann besondere Soig- 

Alt und geeignete Hülfsmittel (weichere Zwischenlagen etc.) nöthig sind, 
um eine hinlänglich gleicbförmige Vertheilung des Druckes in den Quer- 
schnitten zu erzielen. Trotzdem bleiben aber die \'ersu(lisw»'rthe von 
K" un2<icherer und schwankender, als die von K't tiieils wegen des 
8t9renden Einflosses der Beibnng an den gedrOckten Endflächen des Ter* 
suchskOrpers, die s^er seitlichen Ausdehnung entgq;enwirkt, theils wegen 
des vcr8chie<lenen und eigenthümlichen VerhaltMiS verschiedener Körper 
beim Zerdrücken; wäiurend einige, wie namentlich weichere Metalle» sich 
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bloB auMDinendrficken lassen, ohne in Stttcke m serftllen^-wevta anderei 
wie Guaseisen, HSlser, Steine^ gindich seitrfiinmerty zeigen aber gewöhn- 
lich schon hinge vorher Spränge und Risse , so dass ch im einen wie im 
anderen Falle gar keine bestimmt augebhare ( ireiuse giebty bei welcher der 
Körper als eben zerdrQckt zu bezeichnen wäre. 

29* — Befindet sich ein p r i s ma tisoher stabförmigerKörper 
in Terticaler Lage, so kann es bd grosser LSnge l desselben nöthig 
smn, die eigene Schwere sss (7 als äussere Kraft mit zu beifldcsichtigen. 

Wird dann der hängende Stab unten durch die ziehende, oder der stehende 

oben duich die drückende Kraft P angegriffen , die also in beiden Fällen 

abwärts gerichtet ist wie die Schwere, so nimmt die Resultante der äusseren 

Kriiltc von dem durch P augegriü'eucn nach dem anderen iStabende hin 

von P bis P+ 6^ ni, ist also iiiaji;l{ = P-f CiF und 

, P+ö 
max a=:ks= — — . 

Ist femer x die Entfernung eines Querschnitts F von dem durch Pange- 
grifienen Ende des Stabes, so ist nach Gleichung (61): 

^*=^.^7(^'-T")^*^ 1^ — 

0 

Von dem in der Entfernung x zu dem in der Entfernung x -\- dx 
vom angegriffenen Ende liegenden Querschnitte ändert isicli die (lesammt- 
Spannung um das Oewiclit des zwischen beiden liegenden scheibenförmigen 
Körpcrelemeuts , also um 

(l{Fa) = sFtlr, 

wenn 8 das specifische Gewicht der Körpersubstanz bedeutet. Soll nun 
die Spannung 0 in allen Querschnitten gleich =: h sein, 
so muss F dne Function von so s«n , bestimmt durch die Gleichung t 

.s r ' ' - 

woraus In F = Consu -f- ; F = Consu e ^ 

K 

folgt, unter e die Basis der natflrlichen Logarithmen verstanden. Indem 

P 

aber dann die xsssO entsprechende Endflftche b — sein muss , ergiebt 

sidi schliessücli 

F=-r-e^ (tJ3). 

Je 

Diese Gleichung könnte u. A. zur Formgebung lang e r S »■ h a c Ii t - 
gcstänge Anwendung finden, wenn niclit die .siefige Vciünderlichkeit 
des Querscliuitts itierbei praktisch unausführbar wäre. Nuheruugswcise 
lässt sich aber der Zweck erreichen, indem man übb Gestftnge aus vw- 
sehiedenen fnismatischen Stfldcen, von unten an gerechnet etwa mit den 
Längen lif Ift 1^ • • * zusammensetzt und deren Querselinitte F^, F^, 
. . . so wäldt . dass in den obersten Quer.«cfinittcn aller Stücke die 
Spannung a = k ist. Dieser Forderung entspricht allgemein die Gleichung : 
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worin nur fiir n = l dio am Ende angreifende Kraft P statt kF» zu 
setzen isL So crgiebt sich 

PF 

Insbesondere mit s= ^ = ^ . . . =2 wird 



K — Von hierher gehörigen specielleren Beiq»ielai teohnisehen 
InterMses niltge xonichst die Zugfestigkeit gezogener (diireh 

Ziehen hergestellter) Drähte erwähnt werden, die insofern ein d|gen- 
thiimliches Verh.ilten iltirbietet, als durch diis Ziolien eine vorzugsweise 
oberflächliche Verdiclitiing d«"<i ^fctalls verursacht wird , und somit der 
Dratit kein homogener stabibnuiger Körper, sondern aU aus einem Kern 
mit einer härteren Kroste bestehend sn betrachten ist. Ist dann der 
Qnerschnitt, der Elasticit&tsmodnl des Kerns, JF*, der Qnenchnitt und 
£f der ElasdcitStsmodol der Kruste, so sbd auch die durch eine Zug- 
kraft P hervorgerufenen Spannungen tr, und beider Theilo verschiedeUi 
indem sie, da die Delmungen gleich sind, in der Beziehung stehen 



Daraus und aus der Gleichung : jF^ 4- a, = jP * r ^* 

_ E,P ''J 

Da die Kruste weniger dehnbar ist, als der Kern, so wird bei 
zunehmender Belastung und entsprechender Dehnung das Zerreissen des 
Drahtes in der Weise stattfinden , dass zuerst die Kruste reisst und dann 
der nun durch die ganze Belastung angespannte Kern nachfolgt. Indem 
es somit ein gewisser Grenzwerth von a^^ ist, der als maassgebend 
flbr die Zugfestigkeit des Drahtes betrachtet weiden mnss, ist cUe den 
Draht serreissende Kraft P', ialls obige Benehnngon als nnbeschiinkt 
gOltig betrachtet werden, 

oder, wenn (/ der Durchmesser des Drahtes und d die Dicke der Kruste, 
diese aber klein genug ist , um d' gegni d* Temaohlässigen sn dürfen, mit 



Ft = -7- ((/ — J)2 = (d* — 2 öd) 
4 4 
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Ist auch diese EntAvickelung ungenau , weil die zu Grunde Hoffende 
Proportionalität von Spannung und Dehnung nicht bis zum Bruch streng 
gültig bleibt, und weU 68 anch keine Bcharfe Grenze zwischen Kern und 
Knute giebfc, in der That vielmehr eine stetige Aboabme der Verdichtung 
von der Oberfläche gegen das Inncrc hin stattfinden wirdy so bestätigt 
doch die Erfahrung , dass die Zugfestigkeit gezogener Drihte 

gesetzt wurden kann , unter A und Jj Coetlicienlen verstanden . die durch 
das AnsglOhen der Drähte kleiner werden « und zwar ß in hölicreni Grade, 
ab X So ist z. B. aus Versucboi von Karmarsch, wenn in 
Kilogrammen , d in MiUinietem ansgedrückt ist, 

Dir Stahldraht: j1= 50, 2t; geglfiht: ^aeiö, J? = 8, 
besten Eisendraht! X= 50, ß== 12,5; „ Ä=s2G, B—'S, 
gew&hnUchen „ .4 .36. If = 18; „ ^ — 22,0,/^== 5 
zu folgern. Dass dtiroh da> Aii^^gliihen B in höherem Grade abnimmt, 
als A, ist in rcboreinstimmniig mit obiger Formel, sofern 7'.^ dadurch ab- 
nimmt, über kaum verändert wini ; duss auch A kleiner wird, deutet 
dMaaf hin, daas Terliftltttissmlssig mehr abnimmt y ab E^. 

Wollte man (s. B. mit Win kl er: „Die Lehi« Ton der ElastkntSt 
und Festigkeit^'. § 55) einen gewissen Qrenxwerth iTg von als maasB- 
gebend iiir die Zugfestigkeit des Drahtes annehmen, so erhielte man 

P' = ^ U^. l'\ + /s, I\) = l ^ iE, ./« -f- 2 (J (£, - is\ ) i^ ; 

es wäre dann aber die beträch tliclie Abiiulimn de=5 Cooffirienten A durch 
das Ausgliilien kaum erklärlich, da Ki nur wenig dadurch verändert 
werden kauu. 



IT 



31. — Der Draht einer oberirdischen Telegraphenleitung 
werde getragen von Stangen in den Entfernungen AAi^2a (Fig. 4); 

zwischen ihnen bildet er flache 
Bögen A 0 .1, , deren Pfeilhiilie h 
von der Lufttemperatur abliängt. 
Mit abnehmender Temperatur nimmt 
die Länge des Drahtes, damit aucli 
h ab und die Spannung an» und 
es iat die Aufgabe, btt der Anlage 
der Drahtleitung den einzelnen 
Drahtbögen diejenige Pfeilhöhe zu geben , welche zur Folge hat . dass 
erst dann, wenn die Temperatur bis zur kleinsten orfahrungsmiissigcn Luft- 
temperatur des betreflenden Ortes abnimmt, die Spannung den mit Rück- 
ticfat auf die Festigkeit des Drahtes xnlissigen grdssten Werth erteidit. 

Ist 0 der Scheitelpunkt, B irgend ein anderer Punkt der Drabt- 
mittellinie mit den CoonÜnaten ar« y in Besiehnng auf die horiaontale Axe 




k 
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OX und vcrticale Axc OY, (f ilir Noi^jungfjwinkel im Punkte 7? gegen 
die .x'-Axc, ^> das Gewicht der Langenciulieit deä Drahtes, 1* die totale 
Dralitspannuug im Querschnitte bei 0» iS dieidbe im Qnenehnitte bei B, 
•o mtopredien mit Bilckaicht danuif, dMS der Drmhtbogon flaeh genug ist, 
mn das Gewicht der Streelte 03 desselben ohne in Betracht kommenden 
Fehler dem Gewiclite einer seiner HorizonUilprojeetion x gleichen Draht- 
länge gh icli setzen zu können . dem Gleichgewicht der Kräfte ti und 
px an der Drahtatreckc OB die Gleichungen: 

Scos(p = Pi Ssinq) — p:i, ^ 
wonoB folgt: ^9^^dx~^ 

2P ' *~ 2P ' x*~ a^' 

Mit jener AniKihcrnn<; bildet also der Drahtbogen eine Parabel y dessen 
halbe Bogenlänge mit entsprechender Näherung: 



0 



gesetst werden kann. Ist P die höchstens ral&frige Scbeitelspannung, 

cntjiprechend der Pl'eilliuhu ii^ =r '^-p- und der Maximabpamiung 

S=VP*-\-(j>ay bei .1 und yl, , die nur wenig > P ist, so muSB, 
wenn die Anlage der Leitung bei einer Temperatur geschieht, die um 
/ Grad hiWier. als die niedrigste vorkommende Wintertemperatur ist, die 
den DralUbögen zu gebende Pieilliöhe Ii von solcher Grösse sein , doss 
die entsprechende halbe Bogenlänge s derjenigen gleich ist, zu welcher 
sich die der Pfeilhöhe entsprechende halbe Bogenlänge dnreh eine 
Temperataramahme um t Grad vei^grössert ; es moss also, wenn a der 
LSngenansdehnnngscoefßcient des Drahtes ist, k der Glmchung entsprechen : 

woraus bei Vemachllssignng icleiner Grossen höherer Ordnung folgt: 

2 2 V^„, 



8 a* 8 a> 

h = K /»• ' -f 17^ a- = a + ' ^•^J' 

Hienindt liest sieh eine Tabelle «isammengefaOriger Werthe von t und h 
berechnen, nach der man sich htA dem Ausspannen und Befestigen des 
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Drahtes an den Stangen je nach der gerade horrf^chenden Temperatur zu 
richten hat, indtn der Draht ^ nachdem er bei befee^gt ist, vor seiner 
Befestigung bei Ä insomt angezogen wird, Ina die Stredce, die roa ihm 
und von der Visirlinie AAi auf einem in der i/-Axe TOCical gestellten 
MMSBtabe abgeeehnitlen wird, dem betreffenden Werthe ▼on h gleich ist. 

82. — Wie bei der vorigen Aufgabe können auch in anderen Fällen 
gekn'immto <ta!)P)rTnige Kr»rpcr ebenso wio gerade auf Zug - oder Dnu k- 
elasticität hereolinet werden , wenn die Krüinmungsradien ihrer Mittellinie 
gross im Vergleich uüt den Dimensionen ihrer Querschnitte sind, z. B. 
auch bei der folgenden Aufgabe. 

Ein Locumutivrad sei lierzustellen aus einem diu'ch 2n schmied- 
eiseme Speichen (mttdeier Queisdmitt = 8, L&nge = 5) mit der Nabe 
verbundenen scfamiedeiBeraen Badkranae (Qoenehnitt s JR), anf den ein 
stählerner Badreif (Quersclinitt = Ti^ ) in glühend heissem Zustande so 
nufgetriebon werden soll . du.«.« die Deimling des wieder erkalteten Stahl- 
reifs — fj ist. Zu dem Hude muss. wenn vorher der äussere Halbmes.'^er 
des Radkrun/.es — r war, der innere Halbmesser des noch kalten Keit's 
etwas < etira=:r(l — ^) sein, und ee handelt sich um die jener 
Forderang entsprechende Bestimmung des kleinen Bmdis q sowie der 
S[ie<-ifi.selien Zusatnmendrfickung , die der Radkranz und die Speichen dorch 
das Aufxiehen des Beifs nach dessen Erkaltung mrleiden. 

Ist der Elasticitntsraodul des Schmiedeisens =: E, des Stahls 
und £ die specitischc Zusammendriickung der Speichen, so ist, abgesehen 
von der geringen Deformation der Nabe, die spedfische Zusammendrückung 

des Badknnses ss-^«; mit Bfieksieht darauf, dsss b« dem fwtigenBade 

r 

der innere Halbmesser des Reifs dem äusseren des Kranzes gleich ist, 
muss also 

r(l-(?)(l + 0 = Kl-y«) 
oder bei VemaehlSssigung kleiner GiQssen höherer Ordnung 

T T 

sein. Wenn uuu das fertige Rad durch einen axialen Schnitt halbirt 
gedacht wird , und rar Herstdlung des Gldchgewichtes bei unveiftndertem 
Defcmnationssustande an den swei diametral gegen&ber liegenden Schnitt^ 
flttehen des Beifs «ner Badhftlfte die iuneren normalen Zujkrftfle E^B^B^f 

an den Sehnittflftehen des Kranzes die Druckkräfte ER — e angebracht, 

r 

die n Speichen dieser RadhSlfle aber durcli die radial au.swiirts auf den 
Radkranz wirkenden n Kräfte ESs ersetzt und diese (mit um so kleinerem 
Fehler, je gröeser n ist) so in Rechnung gebracht werden, als ob sie b& 
derselben Gesammtgrösse b nESB gldchförmig und stetig längs des 
inneren Umfangs vcrtheilt wären, so entspricht dem Glmchgewicht der 
Kräfte an der fraglichen Badhftlfte die Gleichung: 
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und lulgt daraus : 



r ' n 



(66). 



Ist a der lineare Wänne-Ausdeiinungöcneliicicnt dts StnhK . <o ist die 
Temperatur , zxx welcher der StahlreÜ* erhitzt werden imib;i , um auf den 

kalten Kadkram aofgeschoben 'werden sa kdnnen, "^-^ GnuL 



— Eine massive c ^ 1 i n d r i 8 i *h e W a 1 / e von der 
Länge { und vom Halbmesser a liege mit horisontaler 
Aze aaf einer horisontalen ebenen Platte von gleich- 
förmiger Dicke r/,, die ihrerseits auf einer festen horizontalen Ebene 
ruht; I\l sei (h^r Druck, den die Walz«' in Folge ihres Gewichts und 
sonstiger Belastung tx\\\' die Unterhige au^iilit. ^Vegen der Eliisticität des 
Materials findet die Berührung nicht iu einer Linie , sondern in einer 
schmalen Fliehe statt, in der die Ftressong a von ihren parallelen Bändern 
nach ihrer Ifittdlinie hin stetig Yon Noll bis su mner gewissen Grösse h 
snnimmt , und es sei die Aufgahe, die Be/ii hting /wischen Pj, d , und 
h zu finden y wenn der filasticitätsmodul der Walxe =Ei der Platte 
= isu 

flg^ ft. In Figur 5 , 'lic einen zur 

Walzenaxe senkrechten Durchschnitt 
darstellt y ist Jf der Bfittelpuakt des 
Querschnitts der Waise , ÄA^ die 
(übertrieben gross gezeichnete) Breite 
der Berühnmgsfläeho, und es sei der 
Winkel AMAi = 2«. Die Durch- 
schnittslinie der BerülirungsHäcIie ist 
ein gewiss«: flacher Bogen AA^, 
enthalten swischen der geraden Linie 
AAi und dem Kreisbogen AAy vom 
Halbmesser a ; 0 sei der Mittelpunkt , B ein beliebiger Punkt dieses 
Kreisbogens, entsprechend dem Winkel OMli = ff. Zieht man durch B 
eine Lothrechte CB(\ uml liezeiclmet mit x das Stück derselben, das 
swischen dem Kreisbogen AA^, mit das Stück derselben, das zwischen 
(kr Greraden AA^ nnd dem ^erselinitte AA^ der Berflhrangsfläche ent- 
halten ist, so sind x und die Zusammendrückungen besiehinigswdse der 
Wibe und der Unteclagsplatte an der Stelle and wenn man annimmt, 

X 

dsss sich db Wu-kung von x ab specifische Zasammendrflckung b 

ar«ihof, BiMtkaXt uud Fe«ti||koil. 4 
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gleiclimässig bis nur Mitte der Walze bei C, die Wirktmg von ^r, ib 
qp«cifiscbe ZiuainmeiidrQckiing s — gleichmissig bis mr nnleren Fliksbe 
der Platte bei (\ entnckt, so ist die Pnssimg a bei 

OsstE — sssJS'. — oder a = cx = eiXi 
o Ol 

mit den abgekürzten Bezeichnungen : e = — und e| ae — ^ . 

Nun Ist mit Rucksicht darauf, dass die (in Bogemnaass ansgedrOdcten) 
Winkel a und «jp klein genug sind, um 

eosff^l 5- ond cos^»! — ^ 

setzen zu können^ 

• £ 

, , ^ + ^1 — 

also mit x,^x — : x — !— ^»a- — 
«1 2 



c + r, 2 ' c+Ci 2 

filr OS 0. Indem aber = dem Dnick in der ganaen BerOhmogiflftcbe 
pro Lftngeneinlieit der Walze 

ist, so folgt 

Ve + Ci 2/ \2 ce^ / \32 e+ej/ a 

und mit Bttcksicht auf die Bedeutungen von e und : 

P.' = f*'<.(^+J) .... (67). 

Im Falle einer massiven Kugel vom Ilalbmosser die 
nnf der Platte von der Dicke Oi liegt, ist bei analoger Be> 

dcutung der Buclistaben wie oben: 



c + ei 2 c+Ci 2 

aber wenn jetzt P den gaacen Draok twisohen der Kogel md der Platte 
bedeutet, so ist 

« « ^ 
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somit Ä*=l — P — ) =- — ■ — - = r-i 

Die dieser Bechnnng y.\i Grumlo lle^'Piidon Annahmen sind übrigens 
insofern niclit ganz «utrcirend , a\n der in der Bt!rül»ningsfl;i(;lie sUitlfindende 
Dnick sich bei seiner Fortpflanzung cinersoit.*' bis zur nnicren Fläche der 
Platte, andererseits bis zur hürizontalcn Mittelebenc der Walze oder Kugel 
nach und nach auf immer grössere Flächen vertheilt, indem die verticale 
ZnaammendrOckiing sogleich mit horisontaler Dehnnng und mit Sdüebnngen 
▼erbonden ist, die luKscrhalb längs dem Rande der Berfihmngsflfiche 
wnlstformige Erliebung der oberen Plattenfläche und Krümmungsverstärkung 
der Walze resp. Kugel zur Jb^olge lial)en. In Folge dessen werden dann 
auch die Zusammendrückungon x und .r^ sich nicht als glcichmüssigc, 
sondern als abnehmende specifisclic Zusammendrückungen in die beiden 
Körper hin^n erstrecken , so dass in den Glaehnngen (67) nnd (68) 
unter E und CoefBcienten verstanden werden mOssen, die nicht ohne 
Weiteres den bekannten Elasticitätsconstanten gleicli gesetst werden dürfeny 
sondern einer besonderen erfahrungsmässigon Bestimmung iHvlilrfen , »»der 
dass , indem d = t'.t" = r, .r, gesetzt wurde, unter c und ( "oellicienten 
zu verstehen sind, die den Khisticitätsconstanten E und Ei höchstens 
proportional sein mögen, übrigens aber beafigUeh ihrer anch von den 
Dimensionen a nnd % abhängigen Werthc nur durofa Edkhnmg zuverlässig 
so bestimmen sind* Diese letztere Auflassungswoise ist besonders auch 
dann am Platze , wenn die Walze resp. Kugel nicht massiv ist, und f=oinit 
ztigleldi ilire grössere oder kleinere Wanddicke das Resultat wescntlicli 
beeinHusscn kann , olme dass dieser EinHuss mit hinlänglicher Einfachheit 
und Sicherheit theoretisch zu veranschlagen wftre. In solchen Fällen mag 
(gemäss den Gldchnngen, die den obigen Gldchongen (67) nnd (68) 
wnmittelhar vorhogehen) 

£ _ 

ftir die W>lze: Pi^C^h^ ^a, für die Kugel : P= CA;-« . (69) 
gesetzt werden vorbehaltlieh erfohmngsmässiger Bestimmung der Constanten 

in besonderen Fällen. 

34. — Behufs Vcrallgeincincrung der Gleichungen (09) mit Rücksicht 
auf solche Fälle, in de neu beide sich berührende Kitrper 
Kf und zwar beliebig gekrümmt sind, seien im ursprüng- 
lichen ZnslBiide derselben h und die Hanptkrümmungshalbmesser 
beziehungsweise von K und Ittr den Pnnlct Oy in dem die Richtungs- 
linie des Drucks P die Oberfläche der Körper trifft, und auf den sich ihre 
Berührung beschränken wünh» . wenn sie absolut starr wären ; dabei sei 
die gegenseitige Lage der Körper eine solche, dass die Ebenen der 
Krümmungshalbmesser a und a^, folglich aucii die dazu 
senkrechten de» Krfimmuugs halbmesser h nnd hx zu- 
sammenfallen. 
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Ist IfOXi die gemeinsame Normale^ E die gemeinsame Berührunga- 
ebene der OberHäeheu beider K»»rper im Punkte 0, so lange die Be- 
rülirung nur in diesem Punkte suitüindet, und sind 2?, solche correspon- 
dirende Punkte dieser OberHäeheu, die in eiucr mit der Clerudeu NN^ in 
der sehr Ueinen Entfemang r paraUeleii Geraden liegen, forner ^ und 
die KrOmmungshalbraeflser tür den Pimkt 0 der Normalschnitle NOBf 
NiOBit deren gemeinschaMiohe Ebene den Winkd ^ mit der Ebene der 

Haaptkrflmmnngen und tnlde, so ist i»eicanntlich 

und können die Entfernungen Mf Mi der Punlcte Bf Bg von der Ebene 
£ gesetzt werden: 

Wemi nun die Körper durch den Druck P so deibrmirt werden, dass 
sie sich in einer kleinen Fläche rings um 0 berühren, und x, ihre 
parallel mit ^T^^i gemessenen linearen Znsammendrficknngen in den jetzt 
zusammenfallenden Punkten B, B^ bedeuten , so ist die speeifische Pressung 
in diesen Punkten 

a = c x = i\ i\ 

zu setzen , wo e und Coefticienten sind , die von den Beschutl'cuheiten 
und Formen beider Körper abhängen. Dabei ist, unter c die Summe 
x-^-x^ der Zttsammendracknngen lUr r^O, d. h. bei 0 yerstanden, und 
sofern z, positiv geseilt werden, fSiUs B und B^ auf entgegengesetzten 
Seiten der Ebene E liegen, 

:r 4- -' i ='C — + '-i ) 
und folgt daraus in Verbindung mit der Proportion xix^^e^'.e 

also auch (r = Jfe— .1^^=*— ^- (— + — ) . (a). 

Die dem Bande der Berlihrungsflftche angehörigen Mazimalwcrthe B 
von r entsprechen cTssO, also der Gl^hnng: 



oder mit Rflcksicht anf obige Ausdrficke von und nad mit den 

Q 9t 

BezcivUuuDgen ^—11 cos tf , tj = R sin q> 

der Gleichung : (i- + i-^ |« 4. (-i. + i ^ 1;«= 2ks , 

welche lehrt , d a s s die B e r ü h r u n g s f l ä c Ii e (eigentlich ihre Pro- 
jection auf die zur Dmdcrichtung senkrechte Ebene E) eine Ellipse 
ist mit den Halbazen 
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Mit Hiicksicht auf die Gleichuagtii (a) und (JB) eijg^bi sich nmi der 

Gesammtdruck : 



2?r R 



0 0 0 0 V VI 

r>der. da dH<< übrig gebliebene Integral = dem Inhalte der als i2)lli|ite er- 
kannten Berührungsfläche, also = nAß ist, 

P^—. mit C^fts^n (y+ -) (70). 



I'nter übrigens gleichen Umständen i<?t hiemach allgemein die Maximal- 
pr essung k der Quadratwurzel des Drucks P propor- 
tional. 

Im Falle einer Kogel auf ebener Unterlage ist a =^hf 
O, = = 00 , folglich 

in üebermnstimmnng mit Gleiehmig (69). 

Im Falle von zwei Cylinderu mit rechtwinklig ge- 
krencten Azen oder aDgemeiny wenn von den HauptkrOnunungshalb- 
meiaem jedes Körpers doije^lige unendlich gross ist, der mit dem Hanpt- 
krümmungshalbmesser endlicher Grösse des anderen in derselben Ebene 
li^;ty also etwa Oi ass(=r oo , ist 

P=»C**K«^r (71). 

Dieser Gleichung entspriclit z. B. der Drude mncs Locomotivmdes 
auf die Soliicne . w^enn der Krümmungshalbmesser des Srhlenenjirofils 
an der Benilmingsstelle und n der Halbmesser dci Rjidos ist (eifjentlich 
die Länge der bis zur Radaxe gerechneten Normale der etwas conisclien 
Radoberfliche), und swar bezieht sich die Gleichung auf dm ungOnstigsten 
Fall, dass das Rad sich gerade über «ner UnterstQlsnngsstelle der Schiene 
befindet, durch deren Biegung anderen Falls die Ben'ihningsoberfläche etwas 
veiyCe ser t, also der spvcifische Mazimaldruck verkleinert wird. 

Bei zwei Cy lindern mit parallelen Axen gilt Gleichung 

(70) niclit ; die (Beichlingen (a) und {Ii) gelten aber für die zur Axe 
8enkrocliten (^uers( linitte , und ist also, wenn a und die betreffenden 
Krümmungshalbmesser sind, 

, = ll.(i + l) = 2t,. 
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Mit RQcksiclit liiemuf ist dann der Druck P| pro Längeneinheit der 
«chmalen BerflhniDgsfläcbe von der Breite 2R 
ft 



2ÄS 



^ + ^ 

a % 



Hier ist also dicMaximalpressiiug k der dritten Wurzel 
den Quadrats des Druckes /\ proportional. Für die Waise 
auf ebener Unterlage «rhfilt man mit cti = oo die beCrefi^de 
Gleidinng (69) wieder. 



II. Bieguogselastlcität, 

85. — Von den äusseren Kräften, die tlicilä gegeben^ theils Wider- 
stniidskräftc von Stutzen des geraden stabiormigen Körpers sind, wird 
voiiiusgc^ietzt, d a s s ihre R i c Ii t n n g s 1 i n i e n die S t a b h x c recht- 
winklig schneiden; die »Schwerkräfte der scheibenförmigen Kürper- 
eiemente zwischen den auf einander folgenden Querschnitten entsprechen 
dieser Voranssetsung bei horizontaler Lage der Stabaxe, anderen Falle 
nur bezüglich ihrer zur Axe senkrechten Componentm , die dann allein 
hier berücksichtigt werden. Das System solcher Susseren Kräfte für einen 
Quersclinitt F (Nr. 25) lässt sicli durch ein resuhirendes Kräftepanr 3/, 
dessen Ebene durcli die Suibaxe geht . im Allgemeinen zwar niclit allein, 
sondern nur in Verbindueg mit einer resultirenden Kraft Ii ersetzen, deren 
Rlchtongslinie die Stabaxe im Schwerpunkte 0 von F rechtwmkUg 
schneidet; doch soll von der Wirkung dieser Kraft R hier einstweilen 
abgesehen werden, was (wie später näher gcpriifl werden wird) mit um 
so kleinerem Fehler i:escholien kann, je grösser die Länge tD Veigleich 
mit den C^uersclinitlÄ(limcn.<ionen des Stabes ist. 

Während jene Voraussetzungen iiinsichtlich der Belastungsweise des 
Körpers sich auf den ursprünglichen Zustand beziehen, in dem seine mar 
terielle Axe gerade ist, geht diese durch die Belastung in mne krumme 
Linie Ober, die hier die elastische Linie heissen soll. Der Ort aller 
Tangenten der elastischen Linie heissc die B i eg u n er f 1 ii c h e . jede 
Normale der Hicgungsfläche in einem Punkte der clustischen Litiie eine 
Biegungsaxe, der Ort aller iiiegungsaxen die vIhs tische Flüche. 
Die elastische Fläche wird also ron der Biegungsflache in der elastischen 
Linie, von den Querschnitten des gebogenen Stabes in derm Biegungs- 
axcn recht winkUg geschnitten , wobei unter einem Querschnitte des ge- 
bogenen Stabes ein zur elastischen Linie senkrechter ebener Schnitt desselben 
verstanden wird im Gegensätze zu den materiellen t^uerschnitten (Nr, 2')). 
von deren Untersuchung liier einstweilen abgesehen wird. Jedenfalls sind 
letztere nur sehr wenig gekrOmmt, wenn die KrOmmung der elasti- 
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sehen Linio sehr gering ist; diese wird hier stets als so kli-in 
vorausgesetzt, dass, wenn (p den Winkel bedeutet, den irgend eine Tangente 
der elastischen Linie mit der ursprüugliuheu Stabaxe oder mit einer an- 
dtren Tangenia bildet , ohm m Betmofat kommenden Fehler cosg)=lt 
smqt = tgfpssq> gesetst werden kenn. 

36. — L)as Gesetz, nac!i dem sieh die Delinungen c und Nomial- 
spannungen a = Ke (unter K den Elastizitätsmodul nucli der Axrichtung 
verstanden) von Punkt zu Punkt eines (Querschnitts F des belasteten und 
gebogenen Stabes ändern, mag zwar streng genommen von der Kriimmang 
der Querachnitte mit abhängig eein; mit derselben Amdihening indessen, 
mit welcher zwm unendlich nahe benachbarte materielle Querschnitte als 
gleich gekrümmt und als gleich gelegen gegen die elastische Linie be- 
trachtet werden kimncn , ist jenes Aendciungggesptz dasselbe, als oh die 
ebenen Quei-scl mitte des gebogenen .Stabes materielle Querschnitte 
waren. Nun schneiden sich zwei unendlich nahe benachbarte solche ebene 
QaMichnitte JF, F' als Konnalebenen der elastischen Linie für swei an- 
endlich nahe benachbarte Punkte 0, 0' derselben in der sogenannten 
Krfimmongsaxe für den Punkt 0 der elastischen Linie , die senkrecht zu 
ihren Tangenten OT, (Y 1^ und somit [)arallel mit der Biogungsaxe O Ji 
des (Querschnitte? /•' ist in einer Entfernung = dem Krümmungslialhmesser q 
iiir den Punkt 0 der elastischen Linie. Um diese Krümmungsaxe werde 
mit dem Halbmesser q 4 \ Cylinderfläche beschrieben , diese durch 
ttne aar Krfimmungsaze senkrechte Ebene in einem Kreisbogen geschnitten^ 
und es seien dann P, P' die Schnittpunkte des letzteren mit den Quer- 
schnitten F , F'. Ist nun ds die ursprfingliche Entfernung der materiellen 
Punkte 0 und (y , P und P* , ferner Eq die Dehnung im Punkte 0 , 
e dieselbe im Punkte P des Querschnitts F, so ist im gebogeneu Stabe: 

0 (y = ds ( 1 -|- €,) , VF' = (U (l + f) , 

nnd da diese Bc^enelementc als zu demselben Mittelpunktswinkel gehörig 
aidi wie die befeneflRnden Halbmesser Terhalten, so folgt: 

1 -i- : 1 -I- € == ^ : ^ + = 1 : 1 -f- 

« = (H-€i,)(l + -^)-l=«o-f aH-*e)^ • (73) 

odoTi da nnd-^ sehr kleine Brüche sind, bei Vemachlässigui^ kleiner 
Grössen hdherer Ordnung: 

«»e^-j--^; o — Ee (74). 

Da e and ü sich hiernach im Querschnitte F nur mit der Ent- 
fernung ri von der Biegungsaxe ändern (welche, wenn q positiv genommen 
wird, positiv oder negativ zu setzen ist, jenachdem der betrellen»le Punkt P 
auf' der convexen oder der concaven Seite der elastischen Fläclie liegt), 
SO sind dieDehnungen nnd Span nungen in allen Punkten 
einer mit der Biegungsaxe parallelen Geraden gleich 
gross. Insbesondera ist auch der Ort aller Punkte eines Quersehnitts, 
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in denen r uiitl a — Null sind, eine mit der Biegungsaxe parallele Gerede 
desselben : seine sogenannte neutrale Axe. 

37. — Nach Oldchatig (74) erfordert die Beatioimang der Noimal- 
spannung 

.=^(^ + 5.) 

in irgf'iid einem runktc eines Querschnittes F die Kenntniss 1) der 
EnlftTTuing dit'iS('< l*tmk(o>* \*)n der "Riegtmgsaxe 07/, also der Lage 
von Oi> im (Querschnitte. 2) der Dehnung in den Punkten der Biegungs- 
axe, 3) des Krümmungshalbmessers q itir den Punkt 0 der elastischen 
Linie. Zar Vermittelung dieser Kenntnisa dienen die Gleichungen, welche 
ausdnieken, dft.«s das System der Spannungen = odF Mr alle miendlich 
kleinen Fläehenelementc zweiter Ordnung des Querschnitts (diese S])annungen 
\er.sfjinden in dem in Nr. 25 angcgehenon Sinne) dem resultironden Paare M 
der äusseren Kräfte äquivalent ist. Die \om Pimkto () aus gezogene Axe dieses 
^ Paares habe die Richtung OÄ (Fig. 6), verstanden 

in dem Sinne, dass fttr den Anblick von A gegen 0 
das Paar in seiner mAO senkrechten Ebene rechts 
herum (im Sinne der Uhrzeigerbew^;ung) zu drehen 
strebt; ffX. OY, 0 Z «eion die positiven Theile 
rechtwinkliger Coordinatenaxen, von denen OY 
und OZ im Querschnitte so angenommen sind, 
dass fär den ijiblick von der positiven Axe OJt 
aus eine rechtlanfige Drehong von 90* die Ach- 
tung 0}^ in die Richtung OZ bringt, wäh- 
rend OX gelbst gegen den Theil des «talifVirmigen Körpers hin gerlclitet 
(«ein <oll (in der Figur narli vorn gegen den Beschauer liin), an welchem 
daä >S^-£item der äusseren Krittle l'iir den betreflenden Querschnitt angrcilend 
gedadit wird. Indem dann das Paar M (dargestdlt an denken dondi eine 
auf seiner Axe OA abgetragene Streike = seinem Momente Jtf) in awti 
Seitenpaare in den Ebenen ZX und XF zerl^ weiden kann, deren 
Axen also in O )' und OZ fallen und beziehungsweise — M ro<t a imd 
J/.s/wa .^ind . unter (( den Winkel YOA verstandeji , wird ilie Aetjui- 
valenz des Paares M und der Spannungen = adF in den Flächenelementen 
des Qaerschnitts ansgedrSckt durch die Gleichungen: 

f adF= 0 ; I zady= M ros « : f ifodF— — Mi^in et . 
wenn y, z die Coordinaten des Punktes F (des Flächcnelementcs dF) 
sind und berficksiehtigl wird , dass «r im Snne OX positiv ist , bei pori- 
tiven Werthen von y, g folglich das Moment ModF rechtsdrehend om 
OY . du- Moment yodF aber link. '^drehend om OZ ist. 

Ijst ferner 07) (Fig. (i) die Biegungsaxe des (Querschnitts, von 0 
aus in solchem Sinne gezogen, dass fiir den Anblick von Ji gegen O die" 
Richtung UX um OO** rechtläutig gedreht werden muss, um in die Rich- 
tung des Krümmungshalbmessers ff an fidlen, und ß der Winkel YOBf 
so ist der Abstand ij des Punktes P von OB (positiv , wenn P anf der 
entgegengesetzten Seite von OB Uegt, wie der Krfimmungsmittdpankt der 
elastischen Linie): 
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ijssMcasß—ysmßf C 

wuuacii 

Boosß — ysmß' 



zu seiner J^cstimimmg dio Im mitlrlving von , (i \m(\ q <m loi dort. Zu 
dem Ende ergicbt sich zunächst durch Einset;?ung dieses Ausdrucks vuu 
<r in di« ml» der obigen drei Bcetimmungsgleichungen mit Rflduicht 
dannfi du8 0 der Schirerponkt von Ff also 

/'ydF = /edF=0 

EiJ'(1F=Ei,,F==0 , also f„ = 0. 
woraus folgt , duss die Biegungsaxe mit der ucutralen Axe 
des Quersehnltts xusanmenf&llt Die Einsetoung von 

E 

in die beiden anderen Gleichungen liefert dann: ^ 

mit den Beseiehnungen : 

A'^fysdF, ]i=fzhlF, C=/if'(lF, 
von welchen Grössen 2/ und (' die T r ä g h i- i » s iiio m e n t e des <^ut'r- 
Schnitts t>eziehung8weise für die Axcn Ol' und OZ genannt werden. 

38. — Die beiden letzten, zur Bestimmung von ß und q dicncmleu 
Gleicbnqgen Icdnnen durch passende Wahl der Coordinaftenaxen vereinfacht 
werden gemiss der folgenden allgemeinen Bemeiknngs 

Ist 0 (Elg. 6) ein beliebiger Pmikt in emer ebenen Fliehe F, an- 
genommen als Anfangspunkt rechtwinkliger Coordinatenaxen OY, OZ, 

und eitio »intor dem Winkel ß gegen 0 1" genpie:fo Hcrade in dieser 

Fläche Ff so ist diis Träglieit^moment der letzteren für die Gerade OJii 

Jss J\i*dF'=' j\z cos ß — y »in ß) dF 

= B co^ ""ß+C sin ^ß—2J' ros ß sin ß 
mit den obigen HiMlcutungon dfr Buchstaben Ji, C, A!» Auf der Geraden 
OB werde von 0 aus die Strecke 

abgetragen, und es seien 

^cos ß sin ß 

die Coordinaten des Ptmktes ]\. YerAhrt man ebenso mit allen Geraden» 
die durch 0 in der ebenen FUehe gesogen werden können, so ergiebt sich 
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die Gleichung des OrU» ulier so erlialtenea Funkte J3i aus obiger Gleichung 
für J : 

Das ist diu MtUelpuaktsgleichung eiuur ElUpse. Durch Drcituug der 
CoordiimtenaTen bo, dass sie mit den Haoptax«! diasor ElUpea sasainmcii- 
falloi, verschwindet ans ihrer Gleichling das Glied mit , wird alao 
A'=0, und da von ihren Halbaxen h, c die eine der grösste, die an- 
dere der kleinste Ualbmesser ist, so ist von den entsprechenden Trägheits- 
momenten B^^— und C=s\ das eine ein Minimum , das andera ein 
Maximum. 

Durch jwleu Punkt einer ebenen Fläche kimnen also immer zwei 
zu einander senkrechte Gerade in dersdben su gebogen werden , dass das 
Trägheitsmoment von F iHr die eine kleiner, für die andere grooser, ab 
fät irgend eine andere durch jenen Punkt gehende Gerade in der Ebene 
18^ Diese Geraden, die auch die Eigenschaft haben, dass in Bezug aof 
sie als Axen der jr das über die gim^o Fl&che ausgedehnte Int^^l 

ist, heissen die II a ti p tt r:i g h e i t s a x < n mIit kürzer die Ilauptaxen 
der Fläche für den (raglulion Punkt (K »Ii»* liffn-lUMKlon Trägheitsmonn-nto 
Ii, der F'läche ihre II a u p 1 1 r ä g Ii e i t s m o m i* n t e lur diesen Punkt, 
ihr Trägheitsmomeut für eine in ihrer Ebene durch 0 geltende Gerade, 
die mit der Axe des Haupttrigheitsmomentes B den Winkel ß bildet » ist 

J=Bco8*ß+Csm^(i (75). 

« 

89. — Werden nun also die Hauptaxen fttr den Schwerpunkt 0 des 
Qoerschnitts als Axen der p nnd js angenommen , so gehen die zu Ende 
voti Nr. 37 erhaltenen Gleichungen aur Bestimmung von ß und ff wegen 
A' = Q über in: 

Meosassi^^eosß, Msmass^^smß, 

wonma folgt: B . 

t9ß=^ Q^S^ (76j 



oder auch 



1 M]/cos*a , aiii'a ..... 
I i,cosli-.ysinß)==M{^^^ (78) 

l- '( ir |/«W*« , «l»*« ,701 



Tpt B>6'uud o ein spitzer Winkel, so ist nach Gleicliung (76) 
ß ein grosserer spitser Winkd; die Biegungsaxe liegt also in 
dem spitxen Winkel Bwisehen der Axe des Kraftmomentes 
M und der Hauptaxe des kleinsten Trägheitsmomentes 
des Querschnitts. Hat dieser eine sehr länglicbe Form, so kdnnen 
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ß und C so »ehr versuhiedeu äeiu, dass ß nalio = 00", obgleich a 
nahe = 0 ist. 

Ist aber u — O, so ist, einerlei ob li^Ct 

ß=0=a; -=YTV '—V- ' • 

e s l ä 1 1 1 <1 ti n n u 1 s u d i c B i e g u n g s ti x c mit d e r A x e d o s P a a r o s 
M z u s a m m e n. Dasselbe iät der Fall, uiid gelten dieselben Gleicliungen 
(80) für Q und a, wenn B=C ist; die Ellipse, mit deren Uauptaxen 
die HaupttriigheitSBzen ztiBammenfallen , wird dann ein Kreis, und haben 
alle Sehwwpmiktsaxen in der Qnenehnittaebene den der Gleicliong 

enteprechenden Charakter von Hauptazen, fOr die dann nach 
Gleichang (76) die Trftgheitsnomente alle gleich gross 
sind. 

m 

40. — Im Folgenden wird vuraiuigusctzt, dass die UichtungS« 
linien aller iusseren Kr&fte in einer Ebene liegen, die 
alle Querschnitte des stabförmigen Körpers in Haupt- 
azen für ihre Schwerpunkte schneidet, wie es inshcsondere 
dann <l«*r Fall ist, wenn a 11 c S c h w i> r p »i n k t s a x o n der u er- 
geh n i 1 1 t' <^ 1 e i c Ii w 0 r t Ii i g *' H a u |) t a x e n { l lanptaxen gleichen Triig- 
heits^muiaenteü) sind, oder wenn die Ebene der Kräfte eine 
Symmetrieebene des Körpers» ihr Schnitt mit jedem Querschnitte 
folglich eine Symmetrieaxe des letsteren ist ; fDr jeden Funkt der Symmetrie» 
aze (somit auch för den darin liegenden Schwerpunkt 0), wenn sie als 
eine der Axeii OY, OZ , z. B. als Axe der s angenommen wird, ist 
nämlich das über den ganzen Querschnitt ausgedehnte Integral 

weil gleichen Fläehenelementen dF paarweise entgegengesetzte Toordi- 
naten y bei gleiclien C'oordinaten z zukommen , und somit die Elementar- 
bestandtheile jenes Integrals sich paarweise aufheben. 

Unter diesen Umstlnden fidlen nach Tiwiger Nummer alle Segungs- 
azen mit den Azen der betreffenden Krftftqiaare M susammen , die ihrer* 
seits alle parallel, nämlich senkrecht SUT Ebene der KrftAe sind. Die 
elastische Linie ist also eine C u r v e von einfacher 
Krümmung, d i e B i e g u n g s f 1 ä cli e e i n c B i e g u n g s e l> e n e , die 
mit der Ebene der Kräfte zusammenfällt, die elastische 
Fläche eine dazu senkrechte cylindrische Fläche. Wird 
dann das Tfeigbeitsmoment eines Querschnitts Uhr die Bi^guiigsase , die 
sugleich neutrale Aze ist, mit «T bcMichnet, so Ist nach Gkichung (80): 

c^^: ^=M (81). 

KJ 

Die Grösse — — = dem Mouient des Kräfte piuircs, auf welches das System 

der Spannungen in den Fläehenelementen eines Quersclmitts reducirt werden 
kann; und welches erhalten wird in der Momentensumme dieser Spannungen 
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i'ür die Biegungsuxc (udur eine damit piirallele Axc) , soll hinfort das 
Spaturnngsmomenl des Querschnitts genannt werden. Die 
icweite der Gleichungen (81) » die somit ansdrfickt, dass l&r jeden Qaer- 

schnitt das Spannungsmoment dem Moment der äusseren Kräfte gleich ist 
und deshalb kurz als M o m e n t e n g 1 e i c h u ii hezoiclmof werden Poll, 
dient zur Bestininnmp; der elasfisclieii Linie. Wird nämlich diese aufrecht- 
winklige Coordinatenaxcn der u: und y in iiircr Ebene bezogen, so iat 
bekanntUdi 



[•+(^f)T' 



wobei, da ^ absolut verstanden wird, im Nenner das obere oder untere 

Vorseichen gilt, jtaaehdem -j-^ positiv oder negativ , die elastisehe Linie 

also an der bctrcU'enden Stelle con<'av im Sinne der positiven oder der 
negativen /y-Axe gekrümmt ist. Wegen der Voraussetzung über die 
Greringfügigkeit diesnr Krflmmung (Nr. 86) ist aber, falls die A>Axe in 
der orsprOnglichoi Stabaxe oder parallel mit irgend einer Tangente der 

/ (1 f \ ^ 

elastischen Linie angenommen wird, \^^J ^ vernachlässigen, 

,omii ■^ = ±P, und +EJp, = Af . . . (M) 

als Moin(Milen^d<'i<'liunfr zn setzen, welche, wührend im Allgemeinen Af 
und J Functionen von ./' .sind . durch zweimalige Integration die an- 
genäherte Gleichung der elastischen Linie liefert. 

41. — Ist für irgend einen Querschnitt 
€f der grösste Werth eines positiven, tf* der grösste Absolutwerth eines 
negativen iy, 

o'der grösste Werth eines positiven, a*' der grösste Absolutwerth eines 

negativen a. 
SO ist nach Gleichung (ßi): 

Heide Wertho iindcni sidi im Allgemeinen \'>n cinom zum anderen 
(Querschnitte, und der Forderung (Nr. 26^, dass dabei a' höchstens = A:', 
&* höchstens sei, wird entaprochen durch eine solche Wahl der 
VerfaältDisse, wodurch der grössere der beiden Quotienten 

moa: & . max a** 
__ und-p- 

= 1 wird; der Quersclmitt, in dem es der Fall ist, heisst der Bruch- 
qucrschnitt. üm sowold die Zug-, als die Druckfestigkdt des Ma- 
terials his zum zulässigen Maximalbetrage k' resp. zu verwerthen, sind 
die Verhältnisse so zu wählen, dass gleichzeitig 
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max a* nm.r &* 

wird, was in zwei vcrHoliie<U>tien Quersclinitten der Fall sein kann^ die 
dann beide BruclKiuerschnitte sind. 

Die Zug- und die Druckfestigkeit des Materials werden in allen 
Quersohuitten in gleichem Vertiültniä:<e ijeniitzi, wenn für uUe 

ist, was durch eine der Bedingung 

r' : k' ^ f" : k" 

eutäprecliende (^uerschniltsfonu bewirkt werden kann. Duun wird auch 
in demselben Querschnitte , der demnach alleiniger Brachquerschnitt ist, 
nigteich 

max & mmx a" 

Immerhin aber würde es im Allgemeinen nur dieser einsige Quer* 
schnitt sein, in welchem die Widerstandsfähigkeit des Materials gegen Zag 
und gegen Druck TnögHehst vollständi',' ausgenutzt wird; damit es in 
allen der Fall sei und dadun h ein sogeniinnter K i> r p o r von gleiche ni 
Widerstande Jiervorgehe , müshte noch der Querschnitt entsprechend 
der Verlfaiderliclikek dm Kiaftmoineiites ü/ eelbet so verinderiich genmcht 
werden, deee in jedem Qnerschnitte 

- ü^' ^-h^' J .... 

ist. Selbst dann wird nur in den Inssersten , von der Biegnngsue ent- 
ferntesten Punkten aller Querschnitte die Widerstandsfähigkeit des Msp 

terials in zulässiger Vollständigkeit verwertliet , in den übrigen aber um 
so weniger, je näber sie iler Biegungsaxe liegen. Da.s ist ein unvenneid- 
licher Mangel bei einem uut Biegung in Anäprucli genommeneu einlachen 
stabförmigen Körper, und es ISsst äeh die dodoich bedingte Heterial- 
Teischwendang nor bis su gewissem Grade vermindern, indem die Masse 
des Körpers in möglichst grosser Elntfemung von der elastischen Fläche 
beiderseits angehäuft wird. Bei einem aus einzelnen stabfomiigen Theilen 
z U S am ni e 11 g e e t z t e n Träger indessen lässt es sicli erreichen, und 
es ist das ebeu der Zweck einer solchen, Ireilich nur bei grösseren Dirnen- 
rionen (z. B. bei Mckenträgern) sieh lohnend«! CSonttmedon , dass aHe 
Thmle fiut nur gezogen oder gedrückt werden, dass also in den Quer- 
sclinitten der einzelnen Theile die Spannungen oder Pressungen fast gleich- 
förmig vertheilt sind , und somit die AViderstandsl"ähigkeit des Materials 
gegen Zug resp. Druck hei angemessener (inisse der einzelnen Querschnitte 
fast überall bis zum zulässigen Maximulbetrage verwerthet wird. 

42. — Die Anwendung der in den vorigen Nummern enthaltenen 
allgemeinen Gleiehongen der Bi^ngselasticitftt auf spedelle Aufgaben 
erfordert die Kenntaiss der betreflTenden Trägheitsmomente J", die deshalb 
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fttr einige der am häufigsten vorkommenden Querschnitteformen hier ent- 
wickelt werden nnifjon. Dabei ist es oft am einfachsten, dieses Träglieits- 
munient J für die durcli den Schwerpunkt des Quersclmitts vom Flächen- 
inhalte F gebende Aze nicht anmitt^b«r m berechnen, sondern aas dem 
andenrdtig bekannten oder leichter sn berechnenden Trftgheiteniomente 
fOr dne in einem gewissen Abstände n mit jener parallele Aze in 
Ebene von 7'' abzuleiten. Ist nämlleli dF ein in der I^ntfernung .r von 
der Schwerpimktsaxe mit derselben paralleler Fliiclienstroit'en von i*', so 
ist, wenn x positiv oder ncgtitiv gesetzt wird , jeuachdem dl^^ auf der ent- 
gegengesetsten oder anf derselben Seite der Schwerponktsaze wie jene an- 
dere Aze gelegen ist, das Ttigheitsmoment fOr lelstere: 

Ji=^/(a-\-x)*dF^a*/dF'\-2a/xdF+ /x^dF 

^Fa* + J (84) 

wegen JxdF^sO, Aach kann die Bestimmung von J resp. oft da- 
durch «leichtert werden, dass die Flache JF'als algebraische Smnme von 
BestandtheUen betraelitet wird, deren betreffende Trägheitsmomente bdcannt 
und dann nur gleichfalls algebraisch summirt zu werden brauchen, tim tT 
resp. ,7, zu finden. (Jeradlinig begrenzte F'lächen k<mnen insbesondere 
als algebraische Summen von Rechtecken und Dreiecken dargestellt werden, 
und sind sa dem Ende die Ausdrucke der Trägheitsmomente c7| dieser 
Elementarflgnren f9r ihre Gnmdlinien a fr bei gegebenen HOhen s an 
bemeiken. Dureli Zerlegung in mit der Grundlinie parallele Flächen- 
Rtreifeni von denen irgend einer den Abstand .r von der ' Grundlinie nnd 
die Breite dx habe, ergiebt sich für das Rechteck 

0 

und für das Dreieck , bei dem die I<änge eines solchen Flächenstreifens 

— *~ 

/ , ''—X,, th> W W 

0 



48« — Von solchen Qnerschnittsformen, dieinBesiehnng 
anfdieBiegnngsaxe symmetri.seb sind, und fiir welche die 

dann gleichen Oritssen r', t" (Nr. 41) mit e bezeichnet 
seien, ist das Rechteck die einfachste; dafür (Fig. 7, 
worin, wie in den folgenden Figuren, mit J die Axe 
beattchnet is^ anf die sich das ebenso beimdinete Träg- 
hritsmoment besieht) e^iebt ddi ans voriger Nonuner: 





12» 

Bd g^benem Inhalte F=hh eines solchen recht- 

Me 

eckigen Querschnitts ist a' = a" = y- um so kleiner, je grösser 
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J _ bh» ^ Fh 

"^6 6 ' 

also je grösser h ist. Um über durch die mit der Vergrr)8sening von h 

F 

▼erbimdene Verkleinenmg von & as die nötliige Widentaadafiiiugkeit 

gegen die «iflUlige Einwirkung von SeitenkrtAen nieht flbennSedg sa ver- 
mindern , sind oft die folgenden vom Rechteck ebgdeiteten Qoendmitte- 
fbnnen Tomutdien : 



Fi«, s. 



Flg. 9. 




Flg. 10. 



Die Ausdrücke vou J l'iir dieselben ergeben sich leicht mit liücivsicht 
Nr. 42» nnd swer ist flir den kr euxförmigen Querschnitt (Fig. 8): 

j_ j3 , e=-^, 

i&r den doppe It-T-förmigen und den hohlen rechteckigen 
Querschnitt (Fig. 9): 



12 » 



Ar den doppelt-rechteckigen Querschnitt (Fig. 10)t wobei 
eine Verbindung beider Tlieile durch Verstrebung vorausgesetzt ist, deren 
geringer Einfluss auf das Txighutsmoment des resultirenden Querschnitts 
vernachlässigt wird: 

, 2?(//»-Ä») H 
12 ' '^-2' 

Bei einem recht eckigen Balken von Holz, der aus 
einem runden Stamme geschlagen werden soll, ist das 

erreidibare Ifuimam der Function — ein durch jene Bedingung be* 



sduftnktes, und kommt die Aufgabe daranf hinsns, in einem Kreise vom 
Durchmesser d du Beditedc so sn anchnent dass, unter h die kleinere 
seiner Seiten 5, h verstanden, die Function hh^^hiß!^ — h*) ein Maiimum 
wird; die Lösung ist: 



tf«-86»=0; h^dY\. 



Aas h 



=1/7. 



8 



folgt, dass die Projection der Seite b auf den von 



einem ihrer Endpunkte aasgehenden Dontoeiser des Krrises = ist. 



Digitized by Google 



64 



Gerade stabfitemige Körper. 



Wenu man also einen Durchmesser in drei gleiche Theile theilt und in 
deu Theilpuukten auf cutgt^ungesetzteu Seiten Senkrechte zu ihm errichtet, 
so sind ihre Schnit^nokte mit der Peripherie det Krmaes nebtt den End- 
punkten jenes Dnrehmeiwrs die yiw EdEpunkte eines der Aufgabe enl- 
spredienden Sechtedcs. 

44. — Um dua Tni^^lioit.'^iiioint nt ,/ eines regulären Polygons, 
dessen Seiltnizuhl = u und Seitfiiliinge = s sei , tur irgend eine durch 
Beinen Mittelpunkt 0 in seiner Ebene gehende Gerade OX zu finden, 
kann es dnreh die Verbmdongsgeraden des inttelpmikts mit den Eckpunkten 
in 91 congmente glmehschenklige Dreiedce getholt werden, deren Trig- 

heitsmomente für OX dann zu sum^ 
miren sind. Ist A 0 Ii (Fig. 1 1 ) eins 
dieser Dreiecke, OC—(i das Perpen- 
dikel von () auf Aß = s, (f der 
Winkel XOC, und betnMsktet man 
dieses Dreiedc als Diflferenx der Dreiecke 
AOD, BOD mit den Höhen 

AA*ssa8m(p-\' cos ff 
BS*s=a8mg> — —cosqf 



Fig. II. 




und der gemeinsamen Grundlinie ODi 

momeni lür OX nach Nr. 42: 



, so ist sein Trägheit«- 



oder, wenn mit ?/ = CC = a sin (f , / = CC" = acosq> die Koordinaten 
des Punktes C in Beziehung auf OX und die dam senkrechte Axe 
OYf mit 

s'=tA*B* = 8sin(p, s" = A" B" s cos (p 
die Projectionen von AB = S auf OX und OY bezeichnet werden, 

= 12 ('•''"' + T'*")- 

Durch Summirung der gleich gebildeten Ausdrücke liir die Trägheits- 
momente J^f tff * • » Ja aller n congruenten gleichsclieiikligeu Dreiecive, 
die das Polygon snsammensetsen , ergiebt sich das Trägheitsmoment des 
letsteren: 



Das Prodttct ys" ist, jenachdem der Punkt D ausserhalb der Stivcke AB 

oder in derselben Hegt, der Inhalt den Trapezes A'ABB' oder die 
Difierenx der Iniialte der Dreiecke A'AD, DBB'j und die Summe dieser 
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Producte ist offenbar der Inhalt det ganflen Pol^gWIS b F, DMSdiM 
gilt von 2xs", und folgt somit 

wenn r s |/a* + ^ der BadioB des umbesehriebenen Kreises ist Ans 

dem Umstände f doss weder (f noch von (p abhängige Grössen in diesem 
Ansdmoke yerlcommen, folgt die Gleichheit der Trägheits- 
momente für alle in der Ebene des regnlftren Polygons 
durch seinen M i 1 1 e Ip ankt gehe n d e Geraden. 

Der Kreis ist als Grenze eines regulären Polygons zu betrachten bei 
wachsender Seitenzahl und »«ntsprecb ender Abnahme d<T Seitenlänge. Mit 
5=0 erhält man also das Trägheitsmoment eines Kreises vom Kadins 
r flir jeden Durchmesser = d : 

4 ' 4 64 

Daraus ergicbt sich wMter das Trägheitsmoment emor Ellipse mit 
den Halbaxen d Air die Hanptaxe 2a: 

Wird nSmlidi (Iber der Haiq>laxe 2a als Durchmesser ein Kreis be- 
schrieben , 80 haben von den (als Rechtecke zu betrachtenden) unendlich 
schmal(>n Fläcbenstreifen , in welche die Ellipse und der Kreis durch eine 
Schaar von senkrechten Geraden zu jener Axe getheilt werden können, je 

swei zwischen denselben Senkrechten enthaltene das Lftngenverhlltniss 
ihre Trägheitsmomente folglich das Verhältniss • 



45. — Unter den in Benehnng auf die 6i^;ongsaze nicht symme- 
trischen Querschnitten (bn vorhandener Symmetrie bezfiglich der snr 
Bi^gnngsaxe senkrechten Schwerponktsaze als Durchschnittslinie nut der 

Biegnngsebene) l«t der allgemeine doppelt T-förmige Quer- 
schnitt der gewöhnlichste, wenigstens als Grundform anderer, durch 
Speciidisiruug uder Zusammensetzung abgeleiteter Furmen ähnlichen Charakters. 

Bei demselben ist mit Rücksicht auf Fig. 12 die 
Lage der Kqpmgsaxe besthnmt durch: 

1 tt^«-|-(5^a)fltt4.(6^^g)<i,(2ft~.(^) 

2 oA-h(6— a)d-|-(6i — a)di 
= der durch ihre Inhaltssnmme dividirten Momenten* 
summe (Somme der Producte aus Inhalt und Schwer- 
pnnktsabetand von der Grundlinie b) der Flächen- 
theile, als welche die aus don niio'lt'rn des Nenners 
obigen Ausdruckes erkennbareu Uechtecke angenommen 




smd* 



Orathof, BluMtlt nid PMUi^tlt. 
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ergiebt sicli dann ferner gciiiiiss Nr. 42 l)ci der Auffassung des Querschnitts 
als algebraische Summe von Rechtecken auf der Biegungsaxe als gemein- 
samer Gmndliiue! 

/ = -1 [6 e » + 6, - (6 - a) /* ? - (6, ~ a) /i »] . 



Fig. 13. 




Mit />j=a erhält miin hieraus für den T- för- 
migen Quersehniit (Fig. 13): 

1 aM+ 



1 



2 aÄ + (6— o)rf 



K — * i 



^ Ibe*^ ae^ » — (i»-a)/"»] ; 

sowie mit a = 0 für den allgemeinen doppelt- 
rechteckigen Querschnitt: 

2 hd-\~h^d, 

Ist ein solcher Querschnitt durch n Elemente bestimmt , so kann man 
im Allgemeinen n — 2 Verhältnisse zwischen ihnen annehmen und ein 
weiteres gemSsB der Focdenmg beetimnieii , dais 

a':Jfc'=cr":*", abo «':*'=«":*" (Nr. 41) 
Bein soll; hiernach sind alle Elemente durch eins derselben bestimmtt 

a" 

welches davon abhängt , dass -rr == *£|7 ün Bruchquerschnitte (oder bei 

einem Ediper von gleichem Widerstände in allen Querschnitten) sb 1 
sein soll. 

Nimmt man z. B. bei dem durch die vier Elemente bt df h be- 
stimmten T- förmigen Querschnitte (Fig. 13) 

dsssüf h=i2a, b=xa, 
a 144 + a;— 1 a 143 -{-a; 
2" 124-a:--l ~ 2 11 + ^' 
und wenn bei solcher Lage des betr^enden, z. B. gusseisemen Triger% 
bei welcher e=e'i «1 = «^' ist. 



so ist 



e':0"»Jfc':jb"r=l:2, also «'»-i-ib: 

3 



4a 



sein soll| so folgt 



55 



148 + d;=8(U+a;); x^~, d. i. 6 nahe 



8a. 



46* — Wenn der Querschnitt von einer weniger ein- 
fach definirten oder gar nur empirisch gegebenen Linie 
begrenst wird, wie a. B. der Qaorschnitt einer Eisenbahnschiene , so 
kann die Bestimmung von J mittels euwr der flblichen Nihemngsfoimdn 
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xar Berechnung eines bestimmten Integrals geschehen. Insbesondtw 
dazn die bekannte Simpson'sche Fonnei geeignet, derzufolge 

Xii 

ff(x) dx = ^^^^^[fix^) + 4 fix,) + 2nx^) + 4/ Cx,; + . . . 



ist 



mit Xi — Xq^x^ — arjMÄ^— aij 



«■ — ^0 



= «a — O^B— 1"' 



gesetzt 



wird, unter n eine gerade Zahl Tentanden; sind 

yo Vi ft ' ' 



die den Ahpcissen r. 



X, 



Fl(. IL 



entsprechenden (Jrdiniiten der Curve y = f (./ ) , so liefert sie das Integral 
mit derjenigen Anniilicrung, mit welciier diit> zwischen und liegende 
Stfick dieser Cmre dnreh eine Parabel eraetit werden kann , deren Hanpt- 
axe panUel der y-Axe ist und die dnreh die Punkte x^y^f ^^i? 
geht, das Curvenstfi<^ swisehen und durcli eine solche Parabel, die 
durch die Punkte X^y^t ^y%t ^«y« n. s. f. 

Behufs der Anwendung dieser Formel 
zur Berechnung des Trägheitsmomentes J 
für die Biogungsaxe wird die Höhe // des 
Querschnitts, d. i. die Entfernung der ihn 
berührend swisehen sich fassenden mit 
derBiegungsaze paralleleo Geraden, in dne 

gerade Anzahl n gleicher Theile a = — h 

~A getheilt , und werden die Breiten (die mit 
der Biegungsaxe parallelen Sehnen) des 

Querschnitts 

Vi Vi 3/8 •• • yn 

a 2a ... na 




in den Abständen 0 



Vi 3/8 • • 
2a 8a . . 

▼on der Grundlinie OY (Fig. 14) y nämlich von einer jener beiden paral- 

Iden Berflhrungs- resp. Begrcnznngslinien des Qnefsehnitts gemessen. Ist 

dann y die Breite in der beliebigen Entfernung X Ton dieser Grundlinie, 

so ist nach obiger Formel unnüttelbar 
h 

V Ö/o+ + 2y, + 4i/8 -f 2 H- . . . + 4i/„_i + y«). 

üm ferner die Entfernung e des Sehweiponktes und somit der 
Biegongsue von der Grundlinie: 



ta finden, ist xy statt y als die Fnnetion fix) an betrachten, deren 

x=0 a 2a . . . nn 
entsprechende Werthe => 0 ayi 2ay^ . . . nay^ 
rind, so dass sich ergiebt: 

«= ^,(^^1 +2 . 2y,-f4 . 3y,+ 2 . iy^H (« - 
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Ferner ist das Trägheitoiuoiuent iiir die Grundlinie OY, nämlich 

h 

Ji = J'x'ij dx udt f (x) = x^y : 

0 

lind ergiebt sich dann endlicli mit den Werthen TOn Ff 6 und nAch 
Nr. 42 das Trägheitemoment Air die Biognngsaze: 

47. — Bei den im Folgenden niihcr betrachteten Spccialiiillen wird 
die in Nr. 40 gemachte VoraoBBetzung noch weiter eingeschrlnkt dureb 
die AnnahmAM^ass die gegebenen äusseren Kr&fte alle in 

gleichem m^y-S^w i r k e n , wie es z. B. der Fidl ist, wenn sie bei 
horizontaler Lage der Stabjixc Sehwcrkrnllfc sind. Von den beiden Coordi- 
nntennxen , auf wolclie die «dastisi-he Linie bezogen wird, soll diimi immer 
die eine uls Ordinatenaxe parallel mit diesen Kräiteu und positiv im Sinne 
derselben angenommen werden, während die andere als Absdüenaxe m 
der arsprOnglieben Stabaxe liegt. 

Wenn femer als äussere Kräfte fiir einen Querschnitt dessen 
Absciase (Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinuten) = x ist, die- 
jenigen Kräfte angenommen werden , die an dem von diesem (iuersclinitte 
aus im Sinne der negativen x-Axc gelegenen Theil des Stabes angreifen, 
80 soll die Resultante dieser Kräfte, deren Absolutwerth im Vorher- 
gehenden mit R beseichnet wurde , algebraiseh verstanden mit X beseichnet 
und podtiT oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie die Richtung der 
negativen oder der positiven Ordinatenaxe hat. Desgleichen wird die 
Momentensnmme der änüseron Kräfte ffir diesen ^Querschnitt, deren Absolut- 
werth = 3f ist , iilgebniirieli vcr^^taiuleii mit (A ) bezeichnet (gelesen : 
Itfoment X im Gegensatz zu : Kraft X oder Querschnitt X) und positiv 
oder negativ gesetzt, jenachdem die dastisohe Linie an der betreffenden 
Stelle im Sinne der negativen oder der positiven OrtfUnalenaze eoncav 
gebogen ist. Indem dann also, fidls die Ordinatenaace als |f*Axe be- 

zeichnet wird, (X) nnd -y-*; unter entgegengesetzten Umständen positiv 

oder negativ sind, wird die Momentengleicliuug (^2) : 

— EJ^,=iX) (86). 

Flg. 15. 

Zwischen den Grössen X und (X) 

5 besteht eine einfache Besiehung. Sind 
_^ nämlich F und F' (Fig. 15) «wei Quer- 
schnitte mit den Ab^cissen x und ./ -|~ '^-^'t 
so muss an dem dazwischen liegenden 
scheibenförmigen Kiirperelenient (ileich- 
^X^d.V gewicht stattfinden zwischen den Kräften 

y X und X + (/X, die in F und F* im 

Sinne der in Fig. 16 beigesetzten Pfale wirkend angebracht werden, femer 
den Kräftepaaren (X) nnd (X) + d (X), im Sinne der beigesetzten krummen 



4, 



I 
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Pfeile auf Drehung wirkend, uml der gegebenen Belastung =p(Jj- des 
ätabelcmcnlcä unter j) die specUiächc Belastung (Belastung pro 

ÜtogeneuihMt) an der betreffenden Stelle ventanden. Dem Gleichgewicht 
dieser KAfio und EF&ftepaiure entsprechen die Gleichungen: 

(X) + d (X) = (X) + X (ir - i> di; ^ , 

woraus bei YenuMAlIsaigung des unendlieh kleinen Gliedes sweiter Ord- 
nung folgt: 

sr-'^' 'd^-ik — ^ ■ ■ ■ 

Hiernacli ist für solche Querschnitte, ffir welche 
X = 0 (also J{ = 0) ist, (X) ein Maximum, also auch Mein 
Maximum, falls (X) positiv, d. Ii. die eluj-tisclie Linie concav im 
h>iime der negativen Ordinatenaxe (im entgegcn^eüetztcn Sinne der gegebenen 
KrilAe) gekrümmt ist ; anderen Falls würde X = 0 zwar auch einem 
Maximum von (X), aber «nem Minimum von M entsprechen. 

48. — Wenn eine liilasfende Knift P läng? einer sehr kleinen 
Strecke der Stabläiige vortliedt angreift . so wird .sie der Einfachheit wegen 
so in Kechnung gestellt, als ob sie in einem Punkte (Querschuittej con- 
centrirt angriffe. Die beiastenden KiSfte werden also unterschieden «Is 
dergldchen örtlich concentrirt angreifende Krftfte P und 
als stetig längs grösseren Stabstrecken vertheilt an- 
greifende Belastungen; letztere werden pro Längeneinlieit mit 2* 
bezeichnet. Dabei kann ^; con-itant , einer gleichförmig v er t heilten 
Belastung entsprechend , oder eine Function der Abscisse , dic-^u 
Function auch an gewissen Stellen unstetig sdn, einer plötzlichen Aende- 
rung von p um eine endliche Grosse jip entsprechend. 

Stetigkeitsunterbrechungen der elastischen Linie 
können hiernach verursaclit vrerden entweder durch eine plötzliche Aende- 
ning des Querschnitts F, oder durch eine örtlich concentrirt angreifende 
Krail J\ oder durch ei?ie unstetige Aenderung von p, imd zwar sind diese 
dreierlei Arten vf»n Stctigkeitsunterltrechuugen beziehungsweise von der 
zweiten , dritten oder vierten Ordnung , wenn ihre Ordnung n durch die- 

jenige des Differentialquotienten charakterisirt wird, der an der be- 

treffenden Stelle sich um Endliches indert, während die Differential- 
quotienten niederer Ordnung unendlidi kleine Aendeningen bei der Aen- 
dennig von x um ((.r erfahren. Aendert sich nämlich J*^ und damit ,/ 
um eine endliche Grösse | so gilt dasselbe nach der Momeutengleichung 

(86) von ist also die Stetigkeitsunterbrechung der elastischen Linie 

ton zweiter Ordnung. An der Angrilfsstelle einer Kraft P ändert sich 

dag^n X ~ ^^^^ um F, nach Gleichung (85) folglich erst um eine 

endliche Grösse. Eine unstetige Aenderung von p endlich entspricht nach 
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Gleiebiiiig (86) «ner solchen Ton — , also nach GHeiehnng (85) eist 

ax* 

d*y 

einer solchoi von 



Von welcher Art und Ordnung übrigens auch die Stedgkeitsunter- 
breehnngen aem mögen, die der elMtischen Linie in gewissen Punkten 
zukommen, so wird sie dnrch dieselben in Strecken abgetheilt, denen ver- 
schiedene Gleichungen entsprechen; denn in den Momenteng^chungen 

durch deren zweimalige Integration jene Gleidiongen erhalten werden} 
sind die Fnnctionen / (j;) für die yerschiedenen jener Strecken verschieden. 

Die Widerstandskräfte von Stützen des Stabes» die als 

secundäre von den gegebenen als primären Kräften ubhängon , werden 
aucli als in Punkton (Quersdinittcn) concentrirt angreifend betrachtet , so 
dass dadurcii eine Stetigkuitsuuturbrochung dritter Ordnung der elastischen 
Linie bedingt wird. Wenn swd solche Stfltseiiy Ton entgegengesetsten 
Seitm her den Körper stQtsendy einander sehr nahe nnd (Fig. 16)« so 
^ kann von ihrer Entfernung gan?. abgesehen werden^ 

^ wenn nur berücksichtigt wird , dass sie zusammen 

" ^ — ^""^M;^ nicht nur, wie eine einzelne Stütze , der betreffenden 

Ordinate der elastischen Linie eine bestimmte Grüsse, 
sondern auch ihrer Tangente eine bestimmte Richtung anweisen. Der 
Sinb soll in dieson Falle als eingeklemmt an der betretfiniden Stelle 
bezeichnet werden im G^egensatse zu suner Bezeichnung als gestützt 
im Falle einer einzelnen Stütze. Immer wird dabei hier vorläufig der 
Stab als reil>uiigsloä gleitbar längs den Stützen gedacht, weil die Er- 
schwerung dieses (ileitens durch Reibung oder seine Verhinderung durch 
Befestigung (statt blosser Einklemmung) des Stabes eine Längenspannung 
dessdben yerursachen würde , welche seine Laanspruchnahme als ComU- 
nation von Zug- oder DruckelaBdcitftt mit BiegungselastidtSt eradieinen 
iesscy wie sie erst spftter in Betracht gesogen mden soll. 

Hiasichllidi der Stfitzungs weise eines auf Biegung in 
Anspruch gen ommenen'Stabes werden hiemach folgende Fälle 
unterschieden werden : 

1) Einklemmung au einem Ende des übrigens Ireien Stabes, 

2) Stützung oder Einklemmung an jedem Ende, 

8) Stfitnmg sogleich an mittleren Stollen des abtigens an den Enden 
gestfltsten oder angeklemmten Stabes. 

Der zweite Fall umfasst drei Specialfalle, jenachdem der Stab an 
beiden Enden gestfUzt . an beiden eingeklemmt, oder am einen gestützt und 
am anderen eingeklemmt ist. Dieselljcn Specialtalle ktinnen auch bei dem 
dritten iiauptfalle uuterscliieden werden ; ausserdem aber nocli Einzellalle 
je nach der Zahl der mittleren Stützen. Der Ersatz einer solchen mittleren 
StiltM durch «n Stfltsenpaar (Einklemmung) wfirde nicht an emer weiteren 
Verallgemeinerung fiiluen , weil die beiderseits von dieser Stolle liq^den 
Stobtheile unabhäng^ von einander an untersuchen wftren. 
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a. Prismatiäoher stabförmiger Körper. 

49. — Weon der Körper prismatisch ist, alle Quersclinitto ahn con- 
gruent und gegen «lif I^iegungsebene gleich liegend sind, so ist J eine 
Constantc , und w tmn zugleich die olastisclie Linie überall in gleichem 
Sinne gebogen ist, so haben uucU e' und e" (Nr. 41 j für alle Querschnitte 
gleiche Werthe; sind also 

*^=-r — j- 

in dem Querschnitte (als Bnichquerschnitt) am grössten , für welchen M 
•m grtesten ist Der Fordeningi dass & liöchBtens = Jf , o" höchstens 
= 'kf' sei, wird dann dadurch entsproeheny das« maxM der kleineren der 
beiden Gröesen 

und k"^, 

gleich gesetzt wird, die das Wi d e r s t a ndsmoment des Stabes für 
den betreffenden Sinn der Biegung genannt and mit IT be- 
zeichnet werde. 

Ist k' = k' = h oder (f = ef'=e, so ist 

e 

unter c im ersten Fallo den gr;)S9t'nm der Werthe c' und e" , unter k 
im zweiten Falk' <lon kleineren der Werthe k' und Je" verstanden. 

Ist der Forderung entsprochen , dass die Zug- und die Druckfestig- 
keit des Materials in allen (Querschnitten in gleichem Verhältnisse in An- 
spruch genommen werden, so ist das Widerstandsmoment 

H^=*'~ = r ^rr 

er e ' 

Hat aber die elastist^he Linie Wendepunkte, so tauschen c' und 
f&r die entgegengesetzt gebogenen Stabstredien ihre Werthe tuki und ist 
deshalb das Widerstandsmomentes >P Hir die im einen Sinne gebogenen 
Stabtheile im Allgemeinen von demjenigen = W* für die im anderen 

Sinne gebogenen Stabtlieilo vcrscliieden ; ist dann mn.r J/' der grösste 
Werth von A/ für die er.steron , )iuu: A[" der grösste Werth von AI für 
die letzteren Stabstrecken, so wird der Forderung, dass & höclistens = k\ 
&* höchstens sAi^ sein soll, dadurch entsprochen, dass der grtsssre der 
beiden Quotienten 

-w- '^-w^ 

s 1 gesetst wird; der betreffende Querschnitt, wo dieser Masimalwerth 
a 1 stattfindet, ist der Bmchquerschnitt. 

Ist in diesem Falle kf=iV=^k oder 0'=e"8Be, so ist 

|P= W" = k--, 
e 
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wenn im ersten FaUe unter e der grOesere der bdiden Werthe ^ und 
im «weiten unter k der kleinere der beiden Wertlie /.' und l^f' verstandoi 
wird, und der Bruchquerschnitt ist derjenige, für wolclicii J/ nm gnlsston, 
einerlei ob daaelbst der Stiib m\ einen oder im anderen Sinne gebogen ist. 

In diesem Falle ^\^< Vorliandenseins von Wendepunkten der elastischen 
Linie kann der Forderung, dass die Zug- und die Dnickfestigkeit in allen 
Quersclniitten in gleiciiem Verhältnisse verwerthet werden , durch einen 
prisniatischen Stab nur dann genügt werden, wenn ^s^', also «'«e" 
ist Anderen Falls mfisste der nach wie vor constante Qnersehnitt in den 
entgegengesetzt gebogenen Stabtheilen entgegengesetzt gegen die Biegungs- 
axo liegen; der Stab wäre dann niclit melir prismatisch, aber doch wie<ler 

= W" und der Bruciiquerscbnitt dejrjenige, fUr welchen AI am 
grössten ist. 



1. Ber SM ist na eineoi En4e elBgeMewint, IbitgeiB tetL 

— X sei das eingeklemmte, B das freie Ende des Stabes, die 
Lingtt ABs=h GemSss der Voraassetsang (Nr. 47), dass die gegebenen 
Süsseren Krftfte alle in gleichem Sinne wirken, ist ihre Monientensummo M 
am grösstcn für den Querschnitt bei A. Hat z. B. der Stab eine gleich- 
förmig über seiner gansen Länge vertheilte Belastung während er 
ausserdem 



in den Abständen a, 



. . vom Ende A 
durch die Kräfte P, i', . . . angegritfon wird, 

so ist niax M= jP^ -j~ -^s "f a + • • "i" ^ * 

IKe angenäherte Gleiehnng der elastischen Linie mag bei- 
spielsweise iUr den Fall entwickelt werden, dass ausser der gleich- 
förmig vertheilten Bei a 8 t u n g Q nur eine am freien Ende 

c o n c <• n t r 1 r t a n g r o i t" e n d e Kraft P 
vorhanden ist. Mit Bezug auf das aus 
Fig. 17 ersiditliche Coordinatensystem (ilX Tan- 
gente der elastischen lanie AB im Punkte Ä) 
ist nach der Momentengleichung (82), Nr. 40, 
worin wegen der im Sinne der positiven ;/-Axe 
concavcn Krümmung der elastischen Linie das 
obere Vorzeichen gilt, 

und folgt daraus durch zweimalige Integration mit Rücksicht darauf, dass 
du 

xssO, j = 0 y y = 0 snsanunengeiiörige Werthe sind : 




= 3f: 
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Für das freie Stabende B ergiebt sich mit x=l au:^ der Gleichung 

du 

flar-^ die Neigung ß g^gen die X'Axe, und aus der Gleichung lör y 
Dnrchbi^ng d: 

^ — sr-y''=— Er~T • • 

Insbesondere fiir 0=0 ist d = -:£rr-r*=*^ 

„ P=0 ist d= — = -1^/9 
Die Tangente der elastisclien Linie in Ii trifft die jl-Axq in einem Punkte, 
der im ersten Falle um -4- 2. im «weilen um -4-2 von A entfernt ist. 

51. — "Wenn der Stab AB nach irgend einem anderen 
Gesetze belastet ist^ wobei Im Allgemeinen von ui nachj} gerechnet 

nn gewissen St/>llen C\ C, (\ , . . 

in den Abständen ('^ <t^ . . . von A 

eine der zweierlei in Nr. 48 bemerkten Stctigkeit^unterbrechnngen der 
Belastung statttinden kann, so kommen der elustiäclien Linie daselbst ent- 
sprechende Stetigkeitsunterbrechungen (dritter oder vierter Ordnung) zu, 
und es haben die dnzelnen Stredien ACu C^C^, C\i\ . . . derselben 
ilire l)esonderen Gleichungen, die auf folgende Weise gefunden werden, wenn 
bei C, (\ . . . 

Yx /s /s * * * Neigungswinkel der elastisclien Linie 

gegen 

und d| . . . die betreffenden Ordinalen oder Durch- 

biegungen sind. 

Pei gegebener Belastung und gegebenem Querschnitte eigiebt sich 
ans der Momentengleichung : 

Ä einer bekannten Function f (x) , 

die für die verschiedenen Strecken ACif CiCf • * • verschieden ist. Ist 
nun für die Strecke ACi 

■^l^^f^(x)f 80 folgt daraus dnrdi Integration: 

(j ), (konstante bestimmt durch : a;s=: 0, ^ ss 0 ; 

p=sip^(jX)f Cunstante beistimmt durch: x=Of y=0; 
daraus mit r — a, : =r ff^ (n^ ), ^^= i/', (a,). 
Ist dann Air die zweite Strecke C/| : 

^ = /;(j), so folgt fiir dieselbe: 
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dM du 
^•s^(dr)y Constaate beetunmt durch: d;»ap~ = ^i ; 

y = lfff(3i^)f Constniite bestimmt durch: x = ^ y = d|; 
daraus mit j; = a^: y^=(f^{(J^), (^i=ipf(ai) u. s. l\ — 

Die Neigung od«r Durohbiegung der elastischen Lmie an einer ge- 
wissen Stelle findet man auch durch Summataon der Anthdle, mit denen 

sich die einzeliuMi Bestandtlieile der Belastung daran bethttligen , ebenso 
wie ß lind () nach (Tleicliung (87) als Summen von je zwei Gliedern 
erscheinen, die beziehungsweise von den Belnstungsbestandtheilen P und Q 
herrühren. Nach diesen Gleichungen bewirkt z. B. eine in der Ent- 
fernung a von A. angreifende Kruft P im Angriffspunkte eine Durch- 

P a* P a* 

biegung = -^Tr"^ Neigung = "xTr"^* ^ Ende JJ die 

Durchbiegung : 

P P g« P (8< — a)o« 

^^Ej 3 "^^^"""^Ä^y-Ef 6 • 

Die durcli beliebig viele solche ^ an verschiedoMn Stellen concentrirt an- 
greifende Kriifte 1* und durch eine ?xuf der ganzen Länge AB = l gleich- 
i()rniig vertlieiltc Belastung Q zudamueQ verursachte Durchbi^ung am 
Ende JJ wäre hiernach : 

'=Er(T^tP(8i-«)«']+4-««')- 

.Vi. — A]^ finfnche }^>eif^pir'l(' des in Rede stehenden Falles können 
u- A. die ( V 1 i 11 d r i s ch e n Tragzapfen von Wellen gelten. In 
dem gewöhnlichen FaUe eines im Lagergehiiuse unbeweglichen Futters ist 
swar der Druclt desselben auf den Zapfen ungleichförmig längs diesem 
▼ertheilty auch im Falle «nnee geschlonenen (mit Dedtel verMhenen) 
Lagers nicht nur von einer S^te, insbesondere z. B. bei einer horiMatal 
liegenden Welle von unten her, wirkend (mit abnehmender Stärke von 
der AVelle nach aussen), sondern zugleich von der anderen Seite (mit zu- 
nehmender Stärke von der Welle nach aussen), so dass letzteren Falles 
der Zapfen sich ähnlich einem eingeklemmten stabförmigen Körper (Fig. 16) 
verh< indessen nimmt mit fortschreitender Abnutanng im Betriebe diese 
Ungleichförmigkdt der Druckverth^ung mehr und mehr ab, so dass für 
die Rechnung der gesammte Zapfendruck P als gleichfönnig längs der 
Zapfenlänge vertheilt von einer Seite her wirkend vorausgesetzt werden 
mag, wie es übrigens von vorn liorein der Fall ist , wenn die Futter mit 
kugelförmigen Flüchen im Lager drehbar sind behufs ihrer beständigen 
Anpassung an den Zapfen je nach dessen durch die Biegung der Welle 
bedingten Neigung. Ist dann d der Darchmessery l=Xd die Lttnge des 
Zapfens, so erhält man durch Gleichsetien von 

\ m(UcM=.P - mit ~=Ä-— (Nr. 49 u. 44) 

d=f/^=2,26^/J7 .... (89). 
worin X und nach empirischen Constmctionsregdn anmnehmen sind. 



Digitiied by Google 



Gende ttebflniiige KDiper. 



75 



53. — Als anderes Beispiel au« dem Gebiete des Maschinonbmies 
sind die Zähne von Zahnrndern zu erwähnen , sofern wenigstens 
von der Verschiedenheit ihrer Dicke in verschiedeneu Entfernungen vom 
ThdlriBM abgesehen and der betreffende 2Salindniok P als rechtwinklig 
g^en die Lange (radiale Dimennon) des Zahnes gerichtet angenommoi 
wird. Am neisten angestrengt ist ein solcher Zahn SU Anfang und zu 
Ende seiner periodisich wiederkelirenden Eingriffszeit. wenn also der Zahn* 
druck an der äusseren Kante BJi^ (Fijj;. 18) angrcillt. Ist dann 
a die Zahndicke (Dicke im Titeüriäsej, 
I die Länge, nach der BichUmg des Radius gemessen, 
h die Breite des Zahns sss der Badbreite, 
so sind bei Abstraction von dem Winkel . unter deA die Riclituugslinie 
de? Zahndnicks P in <leiu fragliolien Augenblicke gegen die Normale zur 
Längenriolitung (ge^'cn tiie betrotrendo Tangente des Theilrisses) geneigt 
ist, und unter der Voraussetzung, dass er in der äusseren Zahnkantc längs 
der ganzen Zahnbreite BB^ = b gleichförmig vertheilt angreift, die Zahn- 
dimrasionen der Gldehnng: 

ananpassep; wmnns insbesondere die Zahndacke v' « K 

folgt mit Aas: — y ßzss — , 

o a 

Uebrigens kann sidi bei nngenaner Lagerung der Wellen , mangel- 
hafter Ausiiihrung der Hüder oder beim Dazwischenkommen eines kleinen 

Körpers der in der Begel noch ungünstigere Fall ereignen , dnss der 

Druck ]* sicli an einer Zahnecke concentrirt 
und dieselbe abzubrechen droht, am wahrschein- 
lichsten in einer Bnichfläche ACQ (Fig. 18), 
die nnter einem soldien Winkel a gegen die 
Stirnfläche ABB* des Zahns geneigt ist, dass 
der ihr und dem gegebenen Maximalwerthe k 
von (j' oder a" entsjirechende Werth der Zahn- 
dicke a ein Maximum ist. Dieser Werth von 
a ergiebt sich, unter BD das Perpendikel von 
J3 aof die Bmohfläche ACC verstanden, aas Gleichung (90) durch Sob- 
stitotion Ton 

l 

BD — l sin a für l und AC ss= für b : 

eoea 



i/ II?*' ' 

(90) ■ 




' hlieosa ' k 



Sein Maximum für o=460 ist: a—^j/yP (91) 

und ist hiernach die nötliige Zahndidce grösser, als nach Gleichung (90), 
weui| was meistens der Fall, h>2l ist. 
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54. — In Botreff* der Belastung \\in\ zunächst angenommen, sie 
bestehe aus einer au einer beliebigen Stelle C in den Ent- 
fernung en ^Csa vom Stabende Äf BC^b vom Stabende 
B concentrirt angreifenden Kraft P nnd einer auf der 
ganzen L ünge AB=l gleichförmig v o r t Ii oi 1 1 o n L a s t =r pl. 

Im Uohrigon worfle zunächst der Fall boliaiulcU , dass der Stab 
beiderseits c i n c k 1 e m m t ist, weil aus den dafür g«']tcnden (Ic- 
seUeüf wie sich deuniachst zeigen wird, nicht nur die der beiden anderen 
hierher gehörigen SpedalflUIe (dM einerBeits gestOtsten, andererseits ein- 
geklemmten, und des beiderseits gestötsten Stabes), sondern anch die filr 
weniger einfädle Unterstützungsarten gültigen Gesetze abgtdcitct werden 
können , «ofem nur dieser zunächst zu betrachtende Specialfall in nii>g- 
lidiKter Allgemeinheit , iiiiinlich unter der Voraussetzung behandelt wird, 
dass in Folge der Kinklcmmung die Tangenten in den £Ind- 
pnnkten^ und i? der elastischen Linie beliebige kleine 
Winkel mit der Geraden AB bilden. 

Entsprechend der Stetigkcitsunterbrechung ^ die der elastischen Linie 
im Angriffspunkte (J der Kraft P xukommt (Nr. 48), werde das Stück A C 

derselben (Fig. 19) auf ein Coor- 
dinatensvstem der r und z mit 
tkmi Anfangspunkte Ä bezogen, 
^4etten positive X'Axe die Rich- 
tung AS und dessen positive js-Axe 
die Richtung der KrSfte P, Q hat, 
das Stü'k JiC auf ein Coordi- 
natensystem der // und z mit (U-m 
Anfangspunkte , dessen positive y-Axe die Richtung BÄ und dessen 
positive M-Axe wieder die Biehtung der Krftfte P, Q hat. 

X beseichne einen Punkt der Strecke AC der elastischen Linie resp. 
einen Querschnitt der Stabstmcke im Abstände x vom Ende A des 

Stnb»'^ . /tiglojcli auch die Rfsultanto der von A l»is X mif den Stab 
wirkenden Kriiflc. (A) das Spannung^^inoiru-nt im Qucr.-Jclinittc A. Diese 
Grössen, Kraft X und Moment (A), werden in der Weise algebraisch 
verstanden, dass sie unter den in Nr. 47 angefllhrten UmstSnden podtiv 
oder negativ sind ; A und (A) seien ihre Werthe fUr den Endquerschnitt A, 
die somit andi positiv oder negativ sein kdnnen ; a endlich sei der Werth 
de 

von - - für den Punkt A der elastisclien Linie, also ihr gleichlUb al- 

(l t' 

gebrniscli verstandener Neigtmgswinkel daselbst gegen die Gerade AB* 

Für die Strecke JBC sollen Y (Y) Ii (Ji) ß 
dieselben Bedeutungen haben wie X (X) A {A) a 
tlkr die Strecke AC bei Substitution der nach BA gerichteten ^Aze für 
die nach AB gerichtete oAxb» 

(1 " eis 

Für den Punkt C sei y der Werth von ^ oder i- » <5 der Werth 

' dx djf 

von 0, 
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Die Figur 19 ist beispielsweise so gezeichnet, duss sie positiven 
Werthen von Bf a, y, d und negativen Werthen von (Ä), iB) 
enl^rioht. 

55. — Für einen zwischeo A and C liegenden Qaenchnitt des 
Stabes in nim nach den Gleidumgen (86), Nr. 47 : 

— -sss — j), also X^A — px . . . (92, a) 
dx 

mit Rücksicht auf die in voriger Nummer erklärte Bedeutung von .1 als 
des Werthes der Kraft X flir a;a=sO. Aus der anderen Gleichung (dü): 

^^ = X=ii—j>« folgt dann: (X)—(^) + -A«—£|^ (98,a) 

nnd daraus wegen (X) = — EJ-^ nadh der Momentengleiehung (86) 

durch wiederholte Int<^ation : 

wobei die Integrations-Constanten mit Kücksicht darauf bestimmt sind, dass 

«srO. X = ^, (X) = U), 

«usammengeliörige Wertlie sind. Analoge Gleichungen gellen für die 
Strecke BC des Stabes , die aus obigen durcii Substitution von y für 
B ßkt Af ß (ür a erhalten werden; 

Y=B-i>>j (92,b) 

(D=(JB) + J5y-^-^' . . . (93,b) 
^(,-J) = (^y + ^-i|! . . (94.b) 



iw/^OJy— «)— + "24- 



(95|b). 



Vermittels dieser Gleichungen würde man für jeden Querschnitt resp. 
für je<len Punkt der elastischen Linie des Stabes die Resultante der 
äusseren Kräfte , das resultireude Moment derselben = dem Spannungs- 
momenty die Neigung nnd die Dordibiegung der elasllsehen Unie be- 
rechnen können, wenn aosser den dnreh die Besdbaffenlieit , Form, Be- 
laitung und Einklemmung des Stabes bestimmten Grössen E, J, p, a, ß 
aucli die vier (irüssen vi, (yl). Ii, (B) bekannt wären. Zu ilircr Be- 
stimmung dient abor die Bemerkung, dass die beiden Worthe von 
nnd Yf welciie beziehungsweise x = a und y = h entsprechen , zusammen 
s P Bein nflssen , ferner dasB fibr das Spannungmoment (ß) im Quer* 
schnitte 0 derselbe Werth «geben mnas, mag man ihn als der 
Strecke AC oder der Strecke BC des Stabes angeb5rig betrachten, endlich 
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dass die lieiden Tlicile AC und BC der elastisclien Linie im Punkte O 
eine gemeinsame Tangente und eine gemeioBame Ordinate liaben, also das 
System der folgenden Gleichungen: 

2t. + r»=Pi(jC). = (r).;(g=-(J)^i*.=* (96), 

in denen die Indioes a nnd h die beCreffimden CrrSssen als fISr x=sa 
resp. y = b genommen andeuten sollen. Werden diese Gldclinngen (96) 

mit Hülfe der Gleiclningen (92) — (95) gebildet, so können etwa die zwei 
ersten dazu dienen, die Unbekannten J? und (B) durcb gegebene Grössen 
und die Unbekannten A. (A) auszudrücken, um dann durcli Substitution 
dieser Ausdrücke in den zwei letzten der Gleichungen (96) diese in zwei 
Glaehungen mr Berechnung der Grossen A nnd (^1) nt yerwandeln, ans 
deren Ausdrücken scUiesslieh die der Grössen B, (B) durch Yertanschnng 
von a vui b, a mti ß erhalten werden. Sp findet man: 



(97) 



(98). 



B« Benutzung der Ausdrücke von A und (A) ergiebt sieh nus den 
Gleichungen (93,a) -(95,a) mit a; = a, oder bei Benutzung der Aus- 
drücke von £ und {B) aus den Gleichungen (93,b)— (95)b) mit ffs=sb: 

2 FT 

+ -^[(-a + 26)o + (2a-6)ffl (99) 
VT 

+ 7r[C-2a6 + 6«)a-f (-a«+2ai;)/?] (100) 

JSyra=P-^-fl> 2^ + -^-- iba-{-aß) . , . (101). 

Die Momcnfo (A), (B), {C) stehen in der folgenden von a und ß 
unabhängigen Beziehung zu einander: 

l(0—b(A)^am={p+Y)ah. . . (102), 

die entweder durch Elimination von a und ß zwischen den Gleichungen 
itlr diese drei Momente, oder ein&eher durch (^mbinati<m der swei 
Gleichnngen 

(C) = (^)-f 4a— ""^ iC)^iB)-\'Bb-^^ 
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gefunden winl , imU'm dieselben addirt werden nach Multiplicatiun der 
ersten mit 6, der zweiten mit a unter Berücksichtigung der Gleichungen: 

A-{-B=l*-\-(^ und (^=pl=pia-{-h). 

56' — Von am geseichneten Paakten der elastisehen 
Linie sind bemeikeniwerth : 

die relativen Bruch punkte, niimlich die Schwerpunkte der 
relativen Bruchquerschnitte , d. h. derjenigen Quer.achnitte , für welche der 
Absolutwerth M des Spannung.«ni(nnentes ein relatives Maximum ist ; 

die Wendepunkte, in denen der lürümmuugsiialbmesser ^ der 
dasliidien Lhiie unendlich grow 'vA nnd der Sinn ihrer KrQmmnng rieh 
umkehrt ; 

die Punkte grösster oder kleinster D u r c Ii b iegung * 
in denen die Ordinate z ein Maximum oder Minimum, die Tangente der 
elastischen Linie also parallel der Abscissenaxe Ali ist. 

1) Relative ßruchpunkte können zunächst die Endpunkte 
B der elastischen Linie sein, und zwar ist der Endpunkt A ein 
solcher, wenn die Kraft A nnd das Mmnent {Ä)i der Endpunkt B dann, 
wenn die Kraft B nnd das Moment (JB) entgegengesetits Vorseichen 
haben. £s folgt dies daraus^ dass die Gleichung (86): 

-^-Xresp. ^ -1 

mit den Absolutwerthen M von (X) resp. (T) nnd R von X resp. Y 
auch geschrieben werden kann: 

^=±B resp.-^ = ±Ä, 

wobei das Zeichen -f- oder — gilt , jenarlidom (X) und X resp. ( J") 
und Y gleiche oder entgegengesetzte Vorzt iclicn Irnben , und woraus dann 
ersichtlicli ist , dass letzteren Falles M mit wucliseudem x resp. y abnimmt. 

Ausser cUesen relativen Brachpunkten an den Enden des Stabes kann 
es in yorliegenden Falle (Fig. 19) noch Muen mittleren relativen 
Bruch punkt geben, der nadi Nr. 47 dadurch charakterisirt ist, dass 
für ihn X rc^p. ~ 0 und (X) resp. (}') positiv ist. Wird also die 
Abscisse desselben in der Strecke A(^ mit j „ , in BC mit , das ent- 
sprechende Spannungsmoment mit (Xq) resp. (JY^) bezeichnet, so ist nach 
Gleichung (92) und (93): 

(Xo)«(^) + i4a^-:e^-.(^)+^-^, 

also *o==4' W = 

JJ B' 
und ebenso yo= — ; (F,) » (.B) -{> 



(108). 



£s liegt dieser Punkt in AC, wenn Ü < <a und (X^,) positiv, 

in BCf wenn 0<yQ<h und (Iq) positiv 
ist. Jsden&lls gieht es nicht mehr, als einen solchen mittleren Braeh- 
punkt, weUy wenn sogleich x^<a und ^ < ( sem soUfeSy 
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Ä-\~IJ<pia-\-b)y d.i.<Q 
soin nnisste. während thatsächlicli A -\- B = P -\- Q ist. Wohl aber 
kann es der Fall sein , dass weder < a noch <^h ist ; der mittlere 
Brachpunkt liegt dann in falls (C) positiv iat, widrigenfalls er ganz 
fehlen, d. h. nnr A und B oder auch nur einer dieser baden Ftmkte 
relativer O^^^teren Falles abeolater) Bmchpnnkt sein würde. 

2) Wendepunkte sind ebensowohl durch M\ = —^J=sO wie 

durch ^ = 00 zu cliarakterisiren. ^^ ird also die Abscisse eines solchen in 
der Strecke AC mit 'X^ , in BC mit bezeichnet , so sind jl\ und 
mit Rücksicht auf Glddiung (93) die beatehungsweise swisohen 0 and Oy 
0 und h liegenden Wuneln der Gleichungen: 

(^)-i- ^^1-^^ = 0; (-0)4-^^1—^ = 0 (104). 
Mit = ^ t y« = können sie auch geschrieben werden : 
«»«-2«ba?t-2^^«0; j^i-2yoyi-2^^-0. 

womoB x^=rXo±y^*-^^^i yi=y«±K^yo*+2^^ . (106) 

folgt. Zwischen zwei Wondcpnnkten (X) resp. == 0 liegt ein Punkt 
{X) resp. (i ) = iiULL.j d. h. X resp. 1'= 0, und da letzterer liier nur 
einfach vorkomnien kann, sind in AC nnd BC sosanunen höchstens a wei 
Wendepunkte yorhanden. 

3) Wod die Abscisse eines Pnnktes grösster oder kleinster 
Dnrchbiegnng in AG mit d^, in BC mit bezeichnet, so sind 

und y nach Gleiclmng (04) die beziehungsweise swischen 0 und 
0 und h liegenden Winzeln der Gleichungen: 

EJa^iA)afJ^^'--^; Elß^iByi^-^ ^--^^ (106). 

Die entspreciienden Ordinalen z' werden durch Einsetzung der gefundenen 
VVurzelwerthe und y' für x resp. ;/ in den (iluiehungeu (95) gefunden, 
die aber mit Rücksicht auf Gleictuing (106) sich reduciren auf: 

,~\^U>^A^_P^p^ 

I (A)ixi'* \ 2 ' 3 8 / 



2 




\ (107). 



und ebenso ^;r^«y-(i|-^H-^'-if)| 



Da zwischen zwei solehoii Piniklen ein Wendepunkt liegt , so sind 
ihrer liöchstens drei vorhanden. Sind u und beide positiv , wie in 
Fig. 19, so giebt es offenbar nur einen solchen Punkt, nnd ist das be- 
treffende y positiv und ein Maximum. Ist einer der Winkel a, ß negaUv, 
so giebt es zwei Punkte fraglicher Art, nnd sind für beide die Abaolnl- 
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werthe von relativ grösste Durchbiegungen. \\ ürcn a und ^ beide 
negativ, so gäbe et drei solche Punkte; die Absolatwerthe von ftr die 
swM äusseren derselben wftren relative MaTimn der Durehbi^ng , d«r 
Absolutwerth von j?' (tlr den mittleren wäre ein Mazimoin oder Minimnniy 

jenachdem dieses s* positiv oder negfitiv ist. 

Ist o oder ß — 0, so \^\ (lt>r Endpunkt A resp. 7? selbst ein Punkt 
der in Rede stehenden Art , und sind die Abscissen x\ y' der übrigen 
etwa in AC resp. BC liegenden die zwischen 0 und a resp. 0 und h 
enthaltenen Wurzeln der Gleichung: 

o=U)+^-^«.p.o=(£)+^-£|:! (108). 

57. — l>ie VomosselBung belidUger kidner Neigungswinkel ß 
der elastischen Linie in ihren Sindpnnkten A , B gegen die Gerade AB 

war in den vorigen Nummern hauptsäctdich nur mit Rücksicht anf die 
Verwendung der Resultate für andere Unterstützungsarten des Stabes und 
überhaupt bei vcrechiedenartigen Aufgaben gemacht worden , wie sie im 
Folgenden sich mehrfach darbieten werden. Bei einem tliatsächlicli an 
den Enden eingeklemmten stabfönnigen Körper kann in der Btgel 

▼oransgesetzt werden, ist woiigstens diese einfachste VoransMtnmg die 
angemessenste in Ermangelung genügender Anhaltspunkte für eine andere. 

1) Wird dabei auci» Q=0, also die den Stab bei C an- 
greifende Kruft 1* als einzige Belastung angenommen, 
was bei horizontaler Lage des Stabes die Vemachlüssigung seines Eigon- 
gewiehtes ▼orauasetsti so ist nach Gleichung (97) — (99): 

a)=-P^, (B)=-P^: (O)»!»^ (HO). 

A B 

Da (O positiv ist» wibrend und = — onendlich gross nnd, 

so ist (7 der mittlere Bmcbpnnkty nnd weil A nnd (A), desgleichen B 
nnd (B) entgegeiq;eBetste Yorseicdien haben, so sbid A, B, O relative 
Bmchpunkte, deren sugehdrige G^Numnogsmomente abfolnt gen o mmen sich 
verhalten: 

-U),(Cr):-(B) = ^4:i. 

Sie folgen in dieser Ordnung nach abnehmender Grösse, wenn a<Ch ist. 

Di«' Wendepunkte liegen je einer in jeder der Strecken AC und BC ; 
ilire Entfernungen von den Endpunkten Af JB sind nach Gleichung (104): 

Fiir den Angti£bpnnkt C der Kraft F ist nach Gleichong (10Q> 
nnd (101): 

Qravliof, ElMticitXt nnd Futisktlt. 6 
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Dor im Falle a <ih positive Werth von y lässt erkennen , dass dann der 
Tunkt gr«">.-4st(T Durclibiogung zwischen B und C U^. Seine Entfernung 
von ß ist nach Gleichung (108): 

y=a^=a^=_^, . . . (US, 

und mit Rücksicht tiierauf die zugehörige grüsste Durchbiegung selbst nach 
Gleichung (107): 

Ihr VerhältniM SU <l ist: I^IO 1,28 1,48 1,69 

o 

mr — =1 2 8 4 ö 
a 

Wenn insbesondere die Kraft P in der Mitte des 
Stabes angreift, also as5 ist, so. wird 



(115). 



3) Im Falle P =r 0 , d. h. wenn die gleichförmig lings 
dem ganzen Stabe vertheilte Belastung Qsspl die ein- 
sige isty eigiebt sich ans Gleichung (97) und (98): 

f-; (A) = (B) § . . (116). 

£s kann jet;>:t die gnn/e ela«;tis(-lie Linio auf das Coordinatensystem der 
jp, e bezogen werden, und folgt aus Gleichung (103): 

^ = y = V Ä) = (^) + C = S • 

Nach Gleichung (105) ist: 

x^==(l± y y) i ^ 0,2118 l und 0,7887 l (118) 
und ergiebt sich die grösste Durchbiegung, die natürlich in der Mitte 
= ^ stattfindet y aus Gleicfaung (107): 

Wenn eiue gleich grosse Belastung einmal in der Mitte concentrirt, 
das andere Mal gleichfurmig vertheilt angn itt, so ist also im letzteren 

2 

Falle der grüsste Absolutwerth des Spannungsmomentes nur so grosS| 

1 

die gröesle Durchbiegung nur so gross wie im ersten. 
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Ö8b — Wenn der Stab nnr an einem Ende eingeklemmt, 

am anderen dagegen gestützt 
ist, etwa bei A eingeklemmt , bei 
Ii gestützt (Fig. 20), su ist damit 
das Spannmiganioment (B) =s 0 
gegeben, und findet man den 
Winkel ß ana der Gleichung, durch 
die der allgemeine Ausdruck (98) 
von (B) — Null gesetzt wird: 




Die Substitution 
giebt dann : 



4? 

dieses Ausdruckes 



Ql* , EJa 



(120). 



48 • 2 
von ß in Gleicliung (97) — (lOl) 



2?« 

_P«^(2a-h36) 



21* 



8 

6 EJa 



3 K/a 



8 



l 

— 6)6 



SKJba 



l* 



^^■"•^ — 2i^ — "^^ — sr^ 

rT^_p ^'bi2b*-a*) a(-a»-8a6+66») 
^7 — ^ 4i3 -rJ» , 4g 



(121) 
(122) 
(128) 
(124) 



(126) 



^,^^0^61^ 026). 

Vermittels der liiornarli bekannten Wertbe von A , Ji , (A) , ß und 
der durch die BcscIialVcuheit , Form , Belastung und Einklemmung des 
Stabes bestimmten Grössen 1% et kann man nun wieder mit Hülfe 

der Gleielinngen (92) — (95), in denen (i^) ss 0 an aelien ist, fOa 
jedm (^ersehnilt reap. ftr jeden Pnnkt der elaaCiichen Unie dea Stabes 
die Resultante der Sasseren Kräfte, das rcsultirende Moment derselben ss 
dem Spannungsmoraent , die Neigung und die Durchbiegwng berechnen. — 

Was die nusgezeiclineten Punkte der elastischen Linie betrifft , so hat 
sie jetzt höchstens zwei relative Bruch punkte: falls Kraft A 
mtd Moment (^1) entgegengesetzte Vorseichen haben (Nr. 56)« und einra 
aweiten y dessen Lage und sogehörigea Spannnngsmoment nach Gleichnng 
(103) in der Strecke AC (Fig. 20) bestimmt sind durch : 

wenn 0 < a;« < a nnd (2^) positiv ist , in der Strecke BC durch : 

p * 2jp • • • • 
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wenn 0 < < & ist, Ist Beides nicht der Fall , ?o liegt die*<'r mittlere 
Bruclipunkt in C. ihlls (C) positiv ist; widrigcul'aUs A der einzige oder 
absolute Bruclipunkt wäre. 

Der höchstens einzige Wendepunkt (ausser dem Punkte Bt der 
hier ja auch den durch ^ sss oo , jlf s 0 bestimmten Charakter «nea 
solchen besitzt) ist nach Gleichung (101) und (105) in der Stxwkd 'AC 
durch die xwischen 0 und n liegende Wurzel der Gleichung: 

(j) + ^^^_i^=0 oder 2rx=^o±K-^o' + 2^^ 
bestimmt, in der Strecke JiC dagegen durch: 

yi = 2y==24fo (128). 

Die Absci>^.-en der höchstens zwei Punkte gri>sster Durch- 
biegung endlich sind in die zwischen 0 und a liegenden Wurzeln 
der Gleichung (106) : 

in BC die zwischen 0 und h liegenden Wurzeln der Gleichung: 

^i^ = ^f—^ .... (129). 
Die entsprechenden Ordinalen sind nach Glnchung (107): 

69. — Von besonderen Fällen des einerseits eingeklemmten, anderer- 
seits gestützten Stabes (Fig. 20) sind wieder solche bemerkenswerth , in 
denen 

er =s 0 nnd zugleich ^ = 0 oder P = 0 ist. 

1 ) Wenn Q = 0 , also die den Stab bei C angreifende 
Kraft P seine einzige Belastung ist (bei Abstractiou vom 
Eigengewichte dcä horizontal liegenden Stabes), ergeben sieh die Ausdrücke 
von ßf Ay Bf {A)t (C), d ans Gleichung (120)— (120) einfiMsh dnreh 
Weglassung der Glieder mit Q resp. p und mit a. Indem femer Ä und 
(A!) entgegengesetzte Y<>rzci« lion liaben , und f/^ unendlich gross, also 
>a resp. > h sind, und (C) positiv ist, sind A und relative Bruch- 
pnnkte; das Verlialtniss der Absolutwertlie ihrer zugeJiürigen Spannungs- 
momente 

ist. Wegen = oo > 6 liegt der Wendepunkt zwischen A utid C in der 
Entfernung 

^--W- a(a + 26) 

''''^ A ~8a»+6a6 + 26« * * * ^"^^ 
Ton Am Der Factor (2h* — a*) im Ausdrucke von y lEsst erkennen, 
dass y negativ oder positiv, der FUnkt grOsster Durchbiegung also in der 
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Strecke AC oder BC gelegen ist, jeoAchdem -^^1/ isL DieCoordi- 

a ' 2 

naten dieses Punktes sind, 

2) Im Falle P=0, d. h. wenn die g 1 e i c Ii fi» r m i g längs 
dem ganzoii Stabe vertheilte Bohistung Q — pl die cin- 
sige ist, ergiebt sich zunächst aus Gleichung (120) — (123): 

A ist» ein relativer Uniclipunkt. Dir Kintfernun-^ dt'S anderen von der 
JStütze B und sein zugeliöriges Sptiniiungsinomeut shid : 

Der Wendepunkt liq^t im Abetonde = 2jfo Statee B. 
IMe Coordinaten des Pmiktcs grösater Dordibiegung endlich sind : 

Jr^-«=0,422f; 1,04 J^^« 1,04 d (136), 
unter ö die Durchbiegung in der Mitte des btubes verstanden, wo die 
Neigong der elostiscben Linie: ^ass-L^ jgt, 

AUe diese Resnltate ergeben sich so einfach aus den Angaben im 
TOi%;en Paragraphen, dass sie einer weiteren Erklilrang nicht bedOxfen. 

60. — Wenn der Stab an beiden Enden gestützt ist 
(Fig. 21), so sind die Spannungsmomente (J), (7i) Ix-ide = 0 , die 

Winkel u , ,i nicht gegeben. Ans 
der Gleichung (^Ä) = {Ji) folgt mit 
Rficksicht auf cUe allgemeinen Ans« 
drücke (98): 

P ah(h — a) 

"-^' = is;/ "TT— 

und daraus durch Substitution in 

Gleichung (97): 

^=^T+T' ^=^f+T • • • (^'*)' 

Ausdrflcke, die hier zwar aiu h unmittelbar aus dem Gesetze des Hebels 
folgen, die indessen, wie obigo Ableitung zeigt, allgemein gelten, wenn 
die Spannungsmomente (A)f {B) gleidi sind, ohne dass sie = Null su 
sein brauchen. Aus {A) = (J^ = 0 aber folgt nach Gleichung (98) 
weiter: 
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(137). 



Die Sttbetitntion dieaer Ausdrücke von a und ß in Gleichung (99) 
ergiebt : 



wie auch einfacher aus Gleichung (102) folgt, und ihre SubsUtution in 
Gleiehung (100) und (101): 



(188). 



Ffir jeden Quendmitt X oder Y der Strecke resp. J9C (Fig. 21) 

rh'S Stabes findet man nun die Resultante der äusseren Kräfte, das resul- 
tirende Moment derselben — dem Spannungsmoment , die Neigung und 
Durchbiegung der elastischen Linie nach Gleichuug (ü2) — (95) vermittels 
der Gldchongen: 



Xs=Ä — px 

^ 

2 



\ dxJ 2 6 



Y=B-py 



£J(ax — 0) 



6 



24 



dy) 2 6 



Die elastische Linie ist nur im Sinne der negativen z-Axe (im ent- 
gegengesety.ten Sinne der Kräfte P, concav gekriimnit und hat nur 
einen Bruchpunkt, der, wenn a < 6 ist, nach Gleichuug (103) wegen 

nicbt zwischen A und C liegen kann. £r liegt aber zwischen B und C 
in der Entfernung 

TOn JB, wenn dieses < 6, wenn also 



'j4 

n 



m 



ist, unter }n die Entfernung d«» Angrillspunktes (' vim der Mitte des 
Stabes verstanden; anderen Fulls ist C der i3ruchpuuki. iSomit ist 
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im F»Ue^< — :«<u;Jf=(ro)=f^ 



(UO). 



Ein Wendepunkt iut nicht vurliunden. Der einzig vorliandene Punkt 
grOsiter Durebbiegung Hegt, weil y mit a<& posiliT in der 
grönecen Strecke BCi a«ine OBordinirteii ff*, it «nd naeh 61«chimg (106) 
und (107) bestimmt dwoht 

unter y die zwischen 0 und h liegende Wnrsel dar etrten dieser Glei- 
ehnngen Terstanden. 

61. — Wenn der beiderseit« gestützte stttblormigo Körper 1 ) nur 
durch die bei C angreifende Kraft P belastet ist, so ist 
P m 

— - = 00 > — , somit C der Bruchpunkt und 
So ^ 

A=^F-^i B = r^i uMxM=(C)^P^ , (U2), 

Feraw ist: 

P ab{a + 2b) . P ah(2a-\-h) 

''-EJ— 61 — '^-£j — et — • ^^^'^^ 

P ab(b — a) ^ P 

und sind die Coordinalen , dti swisehen B mid C liegenden Ptinktes 
grösster Durchbiegung: 

^ -V r — 8 — ' ^ -^jsjTT 

2) Wenn der Stab ausser derauf seiner ganzen Länge 
gl ei c h f <■) rm i g vcrtlieilten Last dur<li die in d <• r Mitte 
C (a—h) c o n i: e n t r i r t angreifend»' Kraft V belastet ist, 
so sind alle Verhältnisse syiumetriseh in Beziehung auf die Mitte, und es 
ergiebt doh: 

^ = iJ — ^±1; l»M:J|f={0 = (p+-|)-i. (U6) 

^-16''^ EJ-ä'"' ■ 

Diese Fonnd HOr d ist yoniigsvreise geeignet and vielfiteh benntat 
worden rar Bestimmong des Elastioitätsmodnl E solcher 

Körper, die sich nicht wohl in Form Ton Drähten oder genOgend langen 

und dünnen Stäben herstellen lassen , wie sie zn einfachen Dehiiungs- 
versuchen (Xr. 28) niifhig 8in«l. Der Stab erhält behufs sieht-rer Ber^eh- 
nung von J aus den gemessenen C^uerdimeusionou einen einfach gestat« 
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teten (rechteckigen oder kruislunuigeu) Querschnitt und wird, auf zwei 
Btompfkantigen Slfiteen mit dem Abstiiade l liegend , in der Ifitte durch 
nach und aaeli ▼ergröeserte Erftfte P belastet Vamittels der durch ge- 
'wiese Tcrgrösscrnde Hülf^inittcl (Fühlhebd, Kdlmaass etc.) jedesmal ge- 
mcsflonon Durchbiegung d findet man dann, unter Q das Eigengewicht des 
Stabes verstanden^ den Elastidtätsmodid 

^ 5T~.ü ' 

SO lange der Stab keine merkliche bleibende Durchbiegung zeigt und die 
geluiHlcnen Werthe von E nur solche Unterschiede erkennen lassen , die 
den licubachtungsfehlern der einzelnen Versuche zugeschrieben werden 
kOnnen» 

Ob der Elasticitätsmodol eines gegebenen prismatisdieii Stabes (nach 
der Axrichtnng desselben) zuverlässiger durch Biegungsversuche von der 

hier in Rede stehenden Art oder durch einfache Dphnungsvcrsuche be- 
stimmt werden kann, hängt hauptsäclilich davon ab, ob im einen Falle die 
grösstc Durchbiegung d oder im anderen die totale Dehnung Jl grosser 
und folglich mit kleinerem verh&Unissm&ssigen Fehler messbar ist bei 
gleicW absolnter GiOsse des wahrscheiiilichen Messungsfehlers niid bei 
gleicher Anstrengung des Materials, d. h. bei gleiclicr g;i*)sstcr specifiscbcr 
Dehnung e in beiden Fällen. Letztere ist im Falle der Biegung bei 
Voraussetzung einer solchen Querschuittöform , dass e' = e" = e ist, nach 
Gleichung (146): 

Sofern aber bei solchen Versuchen das Eigengewicht Q des Stabes nur 
klein im Vergleich mit der fremden Belastimg P ist, kann hiemas mit 
grosser Annftbenmg 

EJ 4 « 

gefolgert werden, nnd daraus in Verbindimg mit dem Ausdrucke (147) 
von o: 

. ei» 

Das VerbiiUniss dieser Durchbiegung zu der Dehnung Jl=le des bis 
zu dem^jelben Werthe von e seiner Länge nach gezogenen Stabes ist: 

-4? = TTT- » ^ 1 > jenachdem 12e 

ist. Mit Rücksicht auf die Messungsleblcr von d und Jl sind hiernach 
Biegungsversuchc im Vortlieil, sofern nur die Länge der Stäbe mehr als 
das sechsihehe ihrer Dicke (2e) betrSgt» 

62. — Bevor die in Rede stehende Aufgabe, betreffend das Verhalten 
^nes an den Enden gestütsten oder emgeklemmten prismatischen Stabes, 
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durch Erweitenmg der seithorigon Vortaaseteling fiin^iclitlich der TJehustung 
des Stabes verallgemeinert wird , mag an einem Beispiele gezeigt werden, 
wie die bisher gowouucnen Resultate auch zur Liisung solelicr Aufgaben 
dianca k6nii«ii, welehe andern UntentübEungnttoti des Stabe« betreffen, 
indsm dadurch dio aonsk rar Laanng ndUiigen Integrationen erspart werden. 

Ein gerader prisma- 
tischer Stab Ji Ii von der 
Länge J = 2fi (Fig. 22), 
gleichrörmig auf seiner 
ganzen lünge mit p pro 
Lftngeneinheit (s. B. durch 
seine eigene Schwere) bdastet, liege auf zwei Stfltcen ^ , ^ in gleichen 
Entfeniungen AB = x von den Enden. Die elastische Linie ist dann 
symnietriHch in Beziehung auf die Lothrechte durch den Mittelpunkt (\ 
und es seien a ihre Neigungswinkel in den Punkten A gegen die Oerade 
AA (positiv oder negativ, jenachdem die Tangenten sich unterhalb, 
wie in Fig. 22^ oder oberhalb AA schneidisn), ^mer ihre Dnrchbiegungen 
(positive oder negative Senkungen unter AA) im Mittelpunkte C= 6f 
in den Kn li utikten B, B = d^, während J, (A)f (Ö) die aus dem 
Vorliergrtu nilt n bekannten Tk'deutungen haben , die Spannnngsmomentc 
insbesniidei e wieder positiv oder negativ gesetzt werden , jenachdem die 
elastisciie Linie concav nach oben oder nach unten gekriiuunt ist. 

Die Beziehung zwischen a und .r ergiebt sich durch (Tleichsetziing 
der beiden Ausdrücke , die für das Spniinungsmoment im Querschnitte 
bei Ä gefunden werden, jenachdem derselbe als Kndquerschnitt der Strecke 
AB oder der Stredce AA des Stabes betrachtet wird, letzteren FaUes nut 
Bflcksicht aof Gleichung (98), worin nur 

m setzen ist. So eigiebt sich: 

^ ' 2 8 a— « 

%BJu=p{a — x)\_2{a — xy — Zx^^ . . (148). 

IKe elastische Linie wird im Punkte A von der Geraden AA berührt, 
wenn assO, d. h. wenn 

o — X 



X 

ist. Das Spannungsmomeut im mittleren Querschnitte C ergiebt sich aus 
Gleicbnng (99) durch die Substitutionen: 

mit Bücksicht auf Gleichung (148). Hiernach findet man 

(C) = -(.o = ^ '"'T = T a ^ 5— =0,207 . 
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Die Durchbiegung d bui C ergiebt äicli aus Gleichung (101) mit den 
obigen SulMÜtutioiien und inil Rüdcdeht auf Gleiohiing (146): 

{2a 2 

Was die Senkung d| eines En^^onktai B unter die Gerad« A/l be- 
trift, 8o ist sie um äpa Ueiner, als ihre Senkung nnler die Tangente ÄTt 

die durcli Gleicliung (88) bestimmt ist. Somit nnd mit Bttcksieht aof 
Gleiohnng (148) ergiebi sieh: 

T ^ 2f^("~** - 1200;« + 240=*^;-- 8a^j 

Die Bestimmung des Verhältnisses ^- , bei welchem (Jj = 0 wird, führt 
somit auf die Auflösung einer Gleichung dritten Grades , deren einsige 
swisehen 0 und liegende Wurael : 

1 = 0,214 

gefunden wird. Die Fordenin}! : = (5, endlicli fuhrt durch Oleichsetzung 
der Ausdrücke von d und dj ebenfalls /u einer cubischeu Gleichung: 

4«»— 12a«a;-f 6tt»=0, 

▼on deren Wurseln — nur die swisehen 0 nnd 1 liegende hier in Be* 

n 

trucht kommt. Ihr entspricht: 

4=i -=.0,228. 

Somit hat sicli ergeben : 

— {A)=(0) dj = 0 d^=d o=s0 d=0 

mr-j = 0,207 0,214 0,223 0,225 0,239 

und sind also sehen kleine Lageoindeningen der StGtzen Äj A ans» 
reichend , um naeh und nach die verschiedenen hier erwälmten Umstände 
zur Folge zu liaben. 



^ — Wfthrend bisher ausser der gteichföimig vertheilten Last 
Q=spl nur eine Kraft P an raier gewissen Stelle C angreifend vo^• 
ausgesetzt wurde, wenle nun angenommen, daS8 8 o 1 e h e r K r ä f t e be- 
liebig viele: P^, P,, P, . . . vorhanden sind, angreifend in 
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deu Puukton C.| , (7^ . . . (Fig. 23), deren Entfernungen von 
dra Stebraden Ä und S besiehungäwose mit % imd 6^ , und i^i 
und . . • beseichnel «den. Von den seehs Graesen 

Kiif. 23. 



vi, (.4), a und J{, (/?), /?, 
die den Zustand des Stabes an den Kndi'n bestimmen und von denen zwei 
durch die Bedingungen der Aufgabe gegeben sind (a und ß im Falle des 
beideneits eingeldemmten , {B)=sO und a im Falle dee bei ein- 
gcUenunten und bei B geatfitcten, (Ä) — (B)^0 im Falle des beider- 
seits gestützten Stalx-s) , können dann die vier übrigen berechnet werden 
durch Fonnoln, dio aus cinor sich unmittelbar darbietenden Verallfromoine- 
rung früherer Formeln hervurgelien. Indem nämlich in den Ausdrückeu 
(97) und (98) von 

A (A) n (H) 

für den Fall des beiderseits eingeklemmten Stabes , feiner in den Auä- 
dradcen (120)— (123) von 

A {A) B ß 

Ar den Fall des bei .^1 wngeklemmten» bei B geetOtsten Stabes, endlieh 
in den AnsdrOdten (186) nnd (187) von 

Ä a B ß 

f&r den Fall des brndesseits gestfitrten Stabes die Kraft P nur in je emem 

Gliede vorkommt, das im ersten Falle von Qt ttf ß, im zweiten von 
Q, a , im dritten von Q unabhängig , nämlich von der Form : F f{fi, h) 
ißt, unter fi/i, h) eine gewisse Function der Abstünde <( , h des Angriffs- 
punktes C der Kraft F von den Stabenden A , B verstanden , so ist 
olfenbar jetit an die Stelle dieses GÜedes eine Summe analog gebildeter 
Olieder: 

m setsen, imd ei^ebt sich somit 

1 ) für den Fall des beiderseits eiugeklemnitcTi Stabes : 



(A). 



(149), 
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2) für den Fall des bei A eingeklemmten, bei 7i gestützten Stabes: 



BEJa 
l 



4 H ^~ 2 



(160), 



8} iiir den Fall des beiderseits gestützten Stabes: 



(151). 



6/ 

"Wenn so die Worthe von A. (A), et nnd 7?. (B), ß in jodom Fülle 
bekannt sind, so sind damit nnniitti'lhar die Kesultante der äusseren Kiäftc 
und das Spannungsmoment titr jeden Quersehnitt bestimmbar , sowie dann 
auch die Neigung and Durchbiegung für jeden Punkt der elastUdieB 
Linie nach und meh in den SCredcen 

jLCi diCg CgCg • • • 
Sind nimlichy was diese letitere Bestinunimg betrifit, mit Bemg auf 

ein Coordinatensystsm mit dem Anfangspunkte A, dessen x-Axo die Bich- 
tnng AB und dessen »•Axb die Bicbtang der Kr&fte J* hat. 



/g ... die Werths von , 

(c JC 

,3 dg ... die Werthe von ^ 

d^2 



dl 63 

in den Punkten Ci • • • 

80 folgt dureh Integration ans der Momentengleichtmg -r— ^as^i (o;) für die 
Strecke AOit 

— SSS5 <jPj (x), Constante bestimmt durch a;=0, — =5=a, 

dsnns x^soii ft^ff^ti^) ^t^Vii^h)* 

dann aus der Momentengleichuug = (x) für die Strecke : 

■^=^1(0;), Constante bestimmt durch j; = rti, — = yj, 

» »» »» a?=aj, 0=61 f 
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daraus mit x=za^: Yt = %{(h) — V'a (%) ^* ^• 

Statt vom Endpunkte A kann man mitnrhVlj auch vom anderen End- 
punkte Ii ausgehen oder auch für einen Theil AC^ des Stabes von A, 
für den anderen BCm von ß auBgchend die aufeinander folgenden Inte- 
grationen yenrieliten. — 

Auch kann die Neigung oder Durchbiegung der elastischen Linie an 
einer gewissen Stelle als Summe der Antheile dargestellt werden, womit 
t&ok die dns^lnen Bekstungsbestandthefle daran beCheiligen , gemäss dei&- 
scHm» (in Nr. 51 «tf den Fall des einerseits eingeklemmten nnd flbiigsiis 
fteSen Stabes angewandten) Princip, auf d«n die Summationen in den 
Gleichungen (147) — (lol) benihen. Wenn z. B. der Stab an beiden 
Enden gestützt ist, so ist die Durchbiegung eines zwischen Cm — \ und Cm 
in der Entfernung x von A liegenden Punktes der elastischen Linie, in- 
sowMt sie dnrdi die gleichförmig Tertheilte Belastung Temrsaeht wird, nach 
Kr. 60 bestinunt dordi die Gleichung: 

mit £Ja^—- nnd J.=^, 

also EJg^^{l*'-^2lx*-i'X*)x .... (e^). 

Insoweit dagegen die DnrchMigQng an der firagliofaen Stelle von einer der 
Kr&fte Pb . . . Pa herrflhri, entspricht sie nach Kr. 60 der Gleichong: 

mit EJa = P — ^-^1 ^ und J.s«Py, 

wonuu sich mit Bfleksicht anf die Eiifte P» . . . Pa rasammen 

^^^ilh^^Ha + 2h)}^^^h^b) . . . (^) 

ergiebt, und darans durch Vertauschnng von X mit — x) und von 

a mit h flir den ▼cn den Kräften P^ . . . Pm — i herrOhrenden Antheil: 

fi m — l f/' — t 

Die Summe der durch die Gleichungen (e^) , (^) nnd (ßg) bestimmten 
Werthe von ß ist die resoUirende Durchbiegung. — 

Schliesslich hat es keine Schwierigkeit, die ausgezeichneten Punkte 
der elastischen Linie : die relativen Bruchpunkte , die Wendepunkte und 
die Punkte grösster oder kleinster Durch hiocrini er sowio die Ordinaten der 
letzteren zu bestimmen. Was insbesondtre dit« rtdaliven Bruchpunkte be- 
trifft, 80 ist ein Endpunkt A oder H ein suldier, wenn der Stab an diesem 
Ende eingeklemmt ist und wenn Af {A) resp. B, (B) entgegengesetste 
Voneichen haben. D«r aosserdem vorhandene mittlere Knchfrankt liej 
wenn 
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iaty in der Strecke Cm^i Q,, in der durch die Gleichung : 

m — l 
1 

bepfimmtcn Entfernung r vom Stabende A , falls dieMOS x < a,„ ist. 
widrigenl'uils C,,, der inittliTc Hnichpunkt wäre, vorausgesetzt daas das 
betreffende Spanuungsmoment (Cm) positiv ist. 

64. — Auch die in Toriger Nummer aogenommene Belastung ent- 
spricht besQglich der Voraussetning eines für die ganze Stab1äii<^'o AD = l 

constanten Warthes von p Immer noch einem sehr speciellen Fall. W i r d 
aber jetzt (mit Bezug auf das in Nr. 51 festgcsety.te Coordiiuitensysteni 
der X , z oder B) p als beliebige Function von./- resp. y 
vorausgesetzt, die auch för gewisse Strecken = 0 und in gewissen 
Punkten unstetig sein kann (der plfitzlicbsn Aendsrung von p am eine 
endlidie Grösse Jp entsprechend), so sind nir Bestimmung der vier nicht 
gegebenen von den sedis Grössen 

A, {A), a und J?, (B), /?, 
die den Zustand an den Stabenden charnkterisiren, die bisherigen Formeln 
nicht zu gebrauchen. Gemäss dem in \origer Nummer angedeuteten Ver- 
fahren kann man <lann aber, ausgcliend vom Entle A und nach und nach 
von einer zui* folgenden solchen Abtheilung der elastischen Linie fort- 
schreitend, innerhalb welcher sie weder durch eine in einem Punkt an- 
greifende Krallt P nodi dnreh eine sprungweise Aenderung von p eine 
Stetigkeitsanterbrechung (dritter resp. vierter Ordnung naeh Nr. 48) 
erfährt, för jeden Querschnitt X in der Entfernung x von A die 
Grössen 

als Functionen gegebener Elemente und der fcwei Unbekanulen A , {A) 
resp. A, a ansdrOckem, ebenso auch, von B ausigehend, für jeden Quer- 
schnitt F in der Entfernung y von B ^ GhrOssen 

r (!•) ^ . 

als Functionen gegebener Elemente und der xwei Unbekannten Bf (B) 
resp. Jiy ß. Zur Berechnung der vier Unbekannten dienen dann die 
Gleichungen: 

2=-r;(X)=(r);i;^.=-ii,.=. . am 

falls die hierdiurh gleich gesetzten Ausdrücke auf denselben C^nerschnitl 
bezogen werden, der beliebig gewählt werden kann, nur, was die erste 
dieser Crieiehungen betrifll, nicht so, dass er durch den Angriffspunkt einer 
der Kir&Ae P geht. 

Ist der Stab beiderseits gestfitst, so kennen Obiigens A 
und B auch unmittelbar durch das HebelgesetK geftmden werden, und ist 
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dann nur zur Berechnung von o und ß die rTloiehsotzung der aaf den* 
selben Tunkt der elaatisciien Linie bezogenen Ausdrücke von 

dz . de ^ 

und j-t» vsaa g 

dx dy 

erforderlich. 

Durch die hieniach bekennten Werthe von {A)f a und Bj (B)t ß 
sind nun die in den Ausdrücken von X, Yf (iC), C-^)»^» ^» * 

kommenden CoefBcienten vollständig bekannt, und können also aucTi der 
durch X=:0 resp. Y=0 bestimmte hrichsteiis einzelne mittlere Bruch- 
(luerschnitt nebst zugehörigem Spannungsmomont, die durch (X) = 0 resp. 

(y)sO beatimmten höchstens swei Wendepmilctei and die durch ^ 0 

d» 

req». ^ssO bestimmten höchstens drei Punkte grösster oder kleinster 

DorehbiQgnDg sowie die entsprechenden Ordmaten gefiinden wsfdeni — 

Das Yerfabrett wfirde dasselbe Udboii wenn schliesslich auch nodi 
die bisherige Vorausgetzung fallen gelassen wfirde , dass alle gegebenen 
Kriii'te in gleichem Sinne wirken fNr. 47). um so die allgemeinste Be- 
lastangsweise zu erhalten, die durch Kräite möglich ist, deren Kichtungs- 
linisoy in einer Ebene liegend, die Stabaxe reehlwinkl% schnsiden. Nur 
wfirde es dann mehr als einen mittleren Bmolipankt, mehr als swei 
Wendepunkte, mehr als drei Punkte grOsster oder kleinster Durchbiegung 
geben können. - 

Zur Vermeidung übermässig langer Ausdrüeke bei der Ausführung 
des in Rede stehenden Verfahrens im Falle einer zusammengesetzten Be- 
lastung des Stabes kann wieder die Bsmertmig dieneiiy dass in Fcdge der 
hier m Grrunde liegenden Toraussetsung einer sehr geringen Biegung und 

der VemachlSssigimg kleiner Oi-rissen höherer Ordnung alle jene durch 
die Oleichungen (152) einander gleich gesetzten Ausdn'ioke , desgleichen 
auch die daraus zu berechnenden vier Unbekannten der (iri)88en A, {A), 
Uj Bf (B)i ß als Summen von Gliedern erscheinen, deren jedes den 
EmfluBS eines Bestandthefles der Belastung auf die betreffende Grösse nn- 
abhSi^lig Ton den flbrigen BestandtheOen daistdlt, dass man somit die 
diesen Belastungsbestandtheilen entsprechenden Glieder der betroirenden 
Grössen einzeln berecJmen kann , um sie schliesslich erst zur Gewinnung 
des Gesammtresultats zu summircn. Der Antheil , den eine gleichnirniig 
auf der ganzen Länge vertheilte Belastung , oder den in Punkten con- 
centrirt angreifende Kiille auf das Gesammtresnltat habm, kann dabei 
mit Hfilfe fi'Oherer Foimeln beurtheQt werden. 

65* — Als Beispiel des in voriger Nummer erklärten Verfahrens 

diene zunächst ein an den n d e n yl , 1? 
gestützter Stab von der Länge ly 
deraufseinerguuzenLängegleich- 
förmig mit ausserdem aber von 
r, bis C, (Fig. 24) noch mit P gleich- 
förmig belastet ist. Die Mitte 0 dieser Strecke C^O^ habe^ 
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Entfemuugea a , b (a < 6) von den Stabenden Äf B\ ihre Länge 
sei = 2 c. 

Unmittelbar ergiebt sich hier: 

unabhängig von c, also auch ebenso gross, wie wenn P in C concentrirt 

angriffe. "Wegen a<ih ist >1 > — , die resultircnde Kraft X folglieh 

von A bis C positiv. Der Bnichpunkt kann also nur zwischen B und G 
liegen, und zwar zwischen B und C, oder zwischen C und , jenachdem 
die Resultante der äusseren Kräfte von B bis : 

ist, oder mit Rücksicht auf den Ausdruck von B jenachdem 

£.< ü 

a 

P 

ist. Wäre -yr kleiner, als dieses Verhältniss, so läge der Bruchpunkt 

B B^ 
in der Entfernung y = — vom Ende B und wäre »Mir M = -g— . 

P 

Ist aber, wie es in der Regel der Fall sem wird, --- grösser, als jenes 

Verhältniss , so liegt der Bruchpunkt in der Strecke CCj in einer Ent- 
fernung X vom Punkte die durch die Gleichung 

^ - ^ (c + a;) - (a + o;) = 0 

bestimmt ist ; man findet daraus mit Rücksicht auf den Ausdruck von A : 

(f + (?)(i-a) 

und damit das entsprechende Spannungsmoment : 

max M= A(si-\-x) — — -^^ — 1 ^ 

Wäre c = 0 , also x—O^ so wäre 

ist: in Uebereinstimmung mit Gleichung (140) in Nr. GO, 

Ist P die einzige Belastung, so liegt der Bruchpunkt jedenfalls 
zwischen C und C, in «ler Entfernung von C : 
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x=^^^^Ct und findet mMH max M^ss pf^^'-j^ (165), 

l c 

d. i. nach Glmehung (142) im Yerhälteiase — r — UMner, ala wenn P 

im Punkte 6' conccntrirt nngrifTe. 

Ist a = bf so liegt der Biuchpuakt in der Mitte (j' = 0) und ist 

9L 
8 

l ß 

ein Ansdnick, deBsen «rstes Glied im VerhiltniBae — | — kidner ist, als 

das Glied mit P in Gleichnng (146). 

Um aucti die Biegung des Stabes zu untei-suclien , bcdarl es der Be- 
stimmung von a, wobei aber die BeeehriUikung auf den Bestandtheil P 
der Belastung genügt , da der Einflnss Ton Q nach dem Frfiheren bekannt 
ist. Dann iblgt ans der Mmnentengleidrong (Ar die Stredce ACg : 



•i«iarJf«(p+-|)^^P^=P.^+ ^ (166), 



VT^" A 



durch zweimalige Integration : KJ 



dx/~ 2 



(lo7), 



nnd ans der Momeutcnglciclmng für die Strecke C^C, mit^^^-r— : 

indem die Integrationsconstanten mit Rücksi«'ht darauf bosfimmt werden, 
dass die beiden Tbeile A(\ und C\C^ der clustischen Linie in eine 
gemeinsame Tangente und eine gemeinsame Ordinate baben: 



(168). 



iyr(«a;-ii)«^-^(x-a+c)* 

Analoge Gleichongen erhält man hierans Ahr und j durch Vertauschiuig 
▼on X mit a mit hf Ä mit Bf et mit /?, und durch Gleichsetsung der 

auf den Punkt C ix = a resp. y = h) belogenen Ausdrücke von - und 
■ ■ , sowie der beiden Ausdrucke TOn # ergeben sich dann die folgen- 
den Gldchungen sur Berechnung von ßi 



EJaa ^ = EJßb — 

o o 

Omabof, IlMitettit md FMtigkait. 
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flir e = 0 in üebereinstimmuiig mit Gleiehnng (148). yermittels der 
Gleichungen (157) und (158) und deijenigen^ die aus ersteren duD-h 
Vertausehung von x mit y, A mit B, a mit ß für die Strecke UC^ 
hervorgelion , sind nnn ftlr jeden Punkt der elaatbchen Linie ihre Neigang 
uud Durchbiegung zu berechnen. 

l 

Ist hiBbeeoDdere <i=5 = -— so mrä . 

48 • • • • 

In diesem FaUe findet die gritsste Dun liltiegtnig ^ =; ^ in der Mitte Statt 
und ergiebt sich aus der zweiten Gleicluiug (löS) mit 

'=T' ^=T' "-Y?-- 48— 

Air c = 0 übecjeiustimmend mit Gleichung (117). 

Ist ausser der von bis Cj gleiehfiirmig vertheilten Belftstung P 
nocli eine auf der ganzen Stablänge gleichrürmig vertheilte Last Q vor- 
handen, ^o ist 

nach 61. (137) in Gl. (159) und (160) das GUed 

5 Q {* 

und nach Gl. (U7) in Gl. (161) das GUed ^ hinzuzufügen, 

8 JStf 4b 

Ausdrücke, die auch aus Gleichung (IGO) und(ltil) mit c= — , 1^=Q 
herrorgehen, — 

Wäre der Stab von A bis mit P^, von bis mit 
P|, von C2 bis Cs mit . . Ton Cn bis B mit gleich- 
förmig belastet, so wäre mit 

^Ci=:2<v, (^(?a = 2ci CiCi = 2t, ...... (4JB=2c;, 

{l^sssj — C^l fc, = / — «1 &| = 2 — hn^Cn 

_5[P6(a^+2r(6 — c«)] 

^'^ l ' 67:;e7/ ' 

worin die Summen zeichen bedeuten , dass die Grössen P, a, h nach uud 
nnch mit dem Index 0, 1, 2 . . . » gonommen iind die betreffenden Aus- 
dnicko summirt werden sollen. Naclideui «o A und « (resp. B und nns 
obigen Gleichungen bei Vertausehung von a mit b zu erhalten) gefunden 

sind, hat die Bestimmung von X, {X), $ resp. von {Y)t 

g fSr jede Stelle des Stabes keine Schwierigkeit. 
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— Wenn die vorige Au l'gnhe dtiliin aligeiindeit >vir(l . das.« der 
S t a ]) A Ii ( Fig. 24) an beiden E n <I e n i ii <• k 1 e m \\\\ i > i . und 
zwar so, da^s u = ß = Q ist, so gelten uat alleiniger Ilücksiclit auf die 
▼on C| bis gletchfönnig ▼ertlieilte Belastung P=:2cp für die Strecke 
ACx des Stabes die Olächnngen: 

X=A^ (}i) = ^EJ^ = {A)-\.Ax 

jF^ -p- = — {A) X — ; EJz = — -^^-s s— 

und mir die Strecke C| : 



Aus diesen leisten Gleichungen erhält man Ausdrücke von Yj (}'). 

^1 j9 für dieselbe iStrecke C|6^ durcli Vertauschung ?od Xy Of Af (A) 

beziehungsweise mit i/, (B). Die zur Berechnnog von Af {A)f Sf 

(B) dienenden Gleichungen (152), Nr. G4 , bezogen auf den Querschnitt 
C (x=sa resp. y = b), ergeben sich somit wie folgt: 

A — pc = — B-\-pc 
(A)-^Aa^(B)-{'Bb 
An* pc^ Bb* . pc^ 



{A)a- An^ _ {B)b^ Bb^ 
2 G 2 G * 



Durch Elimination von B und (iij erhält man hieraus zwei (Ileiclnnif^en 
mit den Unbekannten Af {A), i'ür die sich folgende Ausdrücke ergeben: 

^_^(3« + t).|-|-(a-.Jc» . . . (162) 

(X)--pi2il±|iflM£L . . . (.68), 

daraus natürlich <lic von 7} und (/fj durch ^'crtAuschung von n mit ^. 
Für c = 0 sind sie in Uebereinstimmung mit Gl. (lOOj und (110), Nr. 57. 

d» 

In obigen Gleichnngen für X| (Xh -j— , £ und in den analogen 

flir Ft (7)^ * wdA nnn alle CoefBcienten bekannt, nnd bedarf 

duuuch die iieantwurtung Hunstiger an das Verhalten des Stabes zu 
stdlender Fragen keiner weiteren Efkl&ning. Bs SM nur noch bem«rkt| 
dass A nnd B relative Bruchpunkte, d. h. die Absolutwerthe von (il) 
nnd (B) relativ grdsste Spannungsmoment« sind, nnd dass dem mittleren 

?• 
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Brnclipunkt« in der Strecke in der Entfennmg — ▼on liegend, 

das Spannungsmoment entspricht: 

lu deul uligeiuciuereu Falle gleiclifurmigcr Belastung mit P^, . . . 1\ 
beziehangsweise von A bis Q , von bis 6^ . . . . , von Gb bis 
(Nr. 65) sind A mid (^) als Summen von Gliedern zu beredinen, die 
nach Analogie der Gleichungen (162) nnd (163) gebildet werden. 



3. Der an den Enden gestützte oder eingeklemmte Stab ist ausserdem 

an adtfleren Stellen geaMtst. 

67. — Während Uie Endpunkte der elastischen Linie wie bisher mit 
Ai B bexeiehnet nnd als Anfangspunkte der Coordinaten Xj e resp. g 
angenonunen werden (Nr. 64) , seien von A aus gerechnet die mittleren 
Stützpunkte oder vielmehr die betreffenden Punkte der elastisdien Linie mit 

äz 

die Werthe von daselbst mit )\ * * 

>» Z tf |t (Jg dg . . da 

die Längen der Abtheilungen AC^ .... C^ß 

mit l \ ^ 

bezeichnet, endlich mit Jt ^ . . . . 

die Neigungen der Geraden AC^ 0^0% 0%(h • • • * OtJi 
gegen die Gerade A3y bestimmt durch die Gleichungen: 

A — f *>i — f — ^ . . . SBS - — ^- — , 

Die Grossen I, I,» ij| . . . , d, d,, 4^ . . . und somit A|, Ai . . . 

seien ebenso wie die belastenden Kräfte, der Querschnitt und die materielle 
Beschaffenheit des Stabes gegeben ; haben l'erncr 

A, (Ä), « und (ß), ß 
die früheren (in Nr. 51 erklärten) Bedeutungen bezüglieh de? Zustande», 
in dem sieh der Stab an den Enden betindet , so sind aueh von ihnen 
zwei durch die Bedingungen der Autgube gegeben : (A) oder a, jenachdem 
bei A, {B) oder ßf jenachdem bei B mnfache Stützung oder Einklemmung 
stattfindet. Ausser den übrigen vier jener sechs Gr^en sind nun «war 
auch die Beactionen 

. • • Cn 

der gleieh bezeiehneten Zwisclienstntzen zuniu list unbekannt . doch lassen 
ßielj durch sie und durch (he gegebenen Kleniente nach Nr. G l jene ersteren 
vier Unbekannten ausdrücken, und indem mau dann damit auuh die 
JT-Coordinate fiir jeden Ftankt der elastischen Linie ausdrücken kann, die- 
selbe aber fQr die mittleren Stützen = d^ , d, . . . dn gegeben ist , erbfilt 
man eben 80 viel Gleichungen , wie zur Bestimmung der noch übrigen 
Unbekannten nöthig sind. Sind sie gefunden, so kann für jede Stelle 
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die Reraltante der ixmum KiÜke, das Spannungsmoment , die Neigung 
und die Durdibi^ng der elastischen Linie ansgedrfidct nnd somit jede der 
hinsiditlicli ii ror ausgesseichneten Punkte in firühertn FfiUen besproefaenen 
Fragen auch liier beantwortet werden. 

68. — Wenn die Belastung jeder A b t h e i 1 n n g AC^, 
Cj • » . d e 8 y t u b e 8 in e i u e r g 1 e i c h I <> r in i g a u f" i Ii r e r g a n z e n 
Länge Ter theilten Last und in solchen Kräften besteht, 
die in gewissen Pnnkten ooncentrirt angreifen, so lässt 
sicli die Berechnung der zur weitere^ Untersuchong nöthigen Unbekannten 
einfacher auf Grund der Gleichungen (149) in Nr. 63 ansfdbren mit 
Hülfe daraus herzuleitender Relationen zwisdien den S[iaiinung«;momenteii 
(^l)» (fit) ^ (^*) Qu«*rsclinitteii iÜmt drei aiiieiiiaiider lolgciuien 

Stützpunkten. Sind nämlich (Fig. 25) C'^ 
nnd Q die Punkte der elastischen Linie Uber 
den gleich bezeichneten Stfitaen, nnd ist 
C^Hi parallel AB, tangential an die 

elastisclie Linie, beide im Sinne von ( j gegen 
(\ gezogen , lerner f , //, paruUel AB, Q 
tangential a{i die elastische Linie , b.eidc im Sinne von Q gegen C| ge- 
zogen, so sud bei den in der Figur angenommenen relaxen Logen der 
betreffenden Geraden die Winkel 

nnd man kann nun das Stüde C|C4 des Stabes als muem Stab betrachteni ' 
der an seinen Enden unter d«i Winkeln 

QCi^i=yi-^ "»d c,Cir,=Ä,— y, 

gegen die Oerade CiC^ geneigt eingeklemmt ist. Somit besteht zwischen 
den Unbekannten (/\). (('.,). J'j eine ]^o/ioliung analog derjenigen, die 
aus den (ileichuiigen (lliij i'ir f.l) und {B) durch Elimination von a 
erhalten werden kann, wenn diu-in ß = — gesetzt wird. Kbenso 
kann eine entsprechende Beziehung swischen den Unbekannten (Q)» (^s)? 

gebildet werden, um dann schliesslich ans beiden durch Elimination 
▼OD die gewflnschte Gldchiuig «wischen (C|)y (Ct)t (Q) *^ erhalten. 

Setst man nun diese Gleichung n mal , d. h. «o vid mal an , als je 

drei aufeinander folgende Stützpunkte (die Endpunkte A , B mi^^wechnet) 

vorhanden sind, so hat man in Verbindung mit zwei weiteren, von denen 
die eine z\vi?<-heii {(^\ ), a, dii» andere zwischen (C,) . (/>i. nach 

dem Muster iler obigen Beziehung zwisclien ((\), (^a)» gebildet werden 
kann, im (lunzen n -\- 2 Gleichungen, wodurch die n Spannungsmomente 
(Q) . • • (Cd) und die zwei nicht gegebenen der Grössen {Ä), a, 
{B)t ß bestimmbar «nd. 

Was dann die KrSfte A, B und die Reaetionen Q} Q . . . der 
gleidmamigen MittelstOtien betrifft, so ist zu berficksichtigen , dass 

Cg durch die Belastungen beider Abtheilungen ACi imd r\f,, 

^ n n M »> II ^^'s 

n. s. w, venirsaeht wird. Sind also S', . . . 

diejenigen Thcile der lieuctiuncu t\ . . . 




Digitized by Google 



102 



Gerade ■tabftnüge KOrper. 



die von den Belmgtangeo der AbtheUaiigen CjQ • 

herrfihren , sin«! ferner 7? /?, /?, . 

die Resultirenden der die Abtheillingea ACi C\Cf CfC^ • 

belastenden Kräfte und M ilfj « 

ihre Momente ftir die Punkte ... C\ fj 

so tnms au der (durch Scimitte bei A und t\) isoiirt gedachten St»b« 
•trecke Aßi Gleichgeiricht bestehen swiedien ihrer gegebenen BelMtnng 
und den Kriften und Kxftftepeeren: 

A nnd (A)^ an der Endfläche bei A^ 
R^A und (0^), n ii »» I» (^i angrrffend, 
desgleichen an der isolirt gedachten Stabstreoke (\C^ swiechen ihrer 
gegebenen Belaetang un<l den Krütten und Kraftcpnaren : 

»9, un<! (7 ,). an der Endfläche bei (\. 
7?, — N, uti l \(\ ). „ ,. Cj angreifend u. s. f. 

Dem Gleichgewicht entspreclieu die Gleichungen : 

{C,) = {Ä)-^Al — M; (r,) = {(\)-\-SJ, — M, etc., 
nnd ergeben sich daraus die folgenden Beatimmungen der Unbekannten 
Af Cj> . • • C7ni • 



l ^ l 
5^_^4.iSi)zi^. c^^E^A + S, 



(166). 



Somit Bind dann wieder die n -f- 4 Unbck 
und (yl) rcsp. «, (7i) resp. ^9 gefunden, zugleicli als II ülf!?g rossen die Spannungs- 
niomcnto in den Quert^chnitfcn über den Mittolstiitzen . die übrigens iils 
relativ grösste zur Beurtheilung der Anstrengung des iStabes ohncbiu zu 
berechnen geinresen wären. 



4)9. — Ausgeführt werde das so eben erklärte Verfahren bdspiele- 
weise fttr den Fall, daes der Stab auch an den Enden Aj S 
ebenso wie in dcnZwischenpunktenCp nur einfach 

gestützt, und dass er in den einseinen A btheilnngen nur 
gleichförmig belastet ist: 

mit p 2h Pi * * * P^^ lÄngeueinheit 
in den AbUieüungen = l . . . 

Aus den Gleichungen (98) in Nr. 55 , nämUch mit P=0 nnd 
Q~pl aus den Gleichungen: 

1»/» FT 



12 
12 



l 

2EJ 
l 
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folgt nun durch Elimination von a resp. ß: 

Analog der ersten dieser Gleichungen ist mit ß = l^ — (Fig* 26) : 

(C.) + 2(C.)=-^+l|^a.-y,) 
ond analog der iweiten mit a^y^ — A,: 

2 m 4- (Ci) ^ ir, - h)' 

Ans beiden rasammen folgt durch Elimination von y^ : 

h((h)-i-mi + ^K(^Hk(C,)=-^^^^^^^ (167), 

worin jl| SS ^* - , il, = y iBt. 

Analoger Weise lassen sidi hiernach n Gleichungen von folgender 
Fonn bilden, in denen H^, H^t ff, ... bdumnte Grössen sind: 

h (Ct) + 2 ft H- (c,) + h (c,) = H, 
W ) + 2 + g (^y -I- ?3 ( ) = ja; 

• 

^.-i{a-,)+2ft_i+y(a) =Ä. . 

Addirt msa diese Gleksbongen , nachdem 

die zweite mit jWj = — 2 ■ 1 - 

n 

die dritte mit fij = — ^ 2 * fi^ 

die vierte mit /u^ = f 2—, jMj etc. 

aiQl%]ioirt wurde, so fallen alle Unbekannten ausser (C„) fort, die somit 
aus der resultirenden Gleicitung gefunden werden kann, darauf (^*„_i) 
aus der letzten, (Ca— s) ftus der vorletzten u. s.^ f. der einzelneu 
n Gleichungen. 

Danach findet man gemäss Gleichung (165) nach und nach: 
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Sind ferner . . . . D I)^ J9, ... die mittleren Bruchpunitte 

in den Abtheilungen l . . . 

und d f/j . , . ilire Entfernungen 

von den Punkten . A (\ 6^ ... 

80 ist naclt Nr. 50, Gleichung (103): 

p ^ ' 2p 

*=J= (A)=(Q)+|^«e. 

Diese n -\- 1 Spannungsraomente (D), (DJ . . . und die absoluten Werthe 
von (C\), (C'a) . • • «ind die relativen Maxima des Spannungsmomenteä M» 

Ferner sind nach Nr. 66, Gl. (105) die Abstände f fi /i • . . 

der Wendepunkte F i^j . . . 

von den Stütspunkten A . . . 

fm.2d; /; = rf. ± J/ ,/,-•+ 2 

r 



^ = c^±// t^«-l-2^^ etc., 

und entsprechen die doppelten Voneiclien je swei aolohen Punkten in jeder 
mitüerai Abtheilung. 

Schliesslich ergeben sich die Winkel er, /i, • • • «n» den MCh 
Analogie der xweiten Gleichung (166) gebildeten Gletchnngen: 

(6J = ^ — I _(«_/) 

2 ) + ( c; ) « - ^ -I- ^ (y, - ) 

2(C;)-f(Q):«-:^ + l^(y,_/,) etc. 

und damit die Gleichungen der einzelnen Abtheilongen der clasUschen 

Linie. So folgt z. B. ftir die Abtheilung (\(\. 

pnnkt der ('oordinnten x , z in «lern über ( 'i liegenden Tunkte von AB 
angenommen wird, aus der Mumentengleichung 

durch zweimalige Integration : 
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70. — Wenn insbesondere ftlle Stützen gloich Ii och 
und in gleichen Entfernungen liegen und die Belastung 
aui der ganzen Lauge des Stabes gleiclii'ürmig vertlieilt 
ist, also im Falle 

djsd2 = ^3 . . . sO; X=Xi^Xf . . . ssO 

ei^ben sieh beispielsweiM (fix d, ^ und 6 StUtsen die folgenden Resul- 
tate, die, weil in gleichen Abatinden beidetaeite von der Mitte des Stabes 
gleich, nur iHr die dem Endpunkte A xunichst liegende Stabh&lfte ange- 
geben sind. 

1) Bei 3 Sttttsen Ä Ci ist: 

{C\) ^; A=^^pl; C-^^pl 

(2>) = 0,0703^;/*; f=0,7bl. 

2) Bei 4 Statsen Ä B ist: 

3) Bei 5 Stützen ^ Q Q B ist: 

(i^^ii (D) = 0,0772i;/^ (i>,)= 0,0364 i>i^ 

/*= 0,786 1 ; ^1 » 0,266 1 und 0,805 2. 

71. — Die ff 4- 1 BSngen l 

und /i 1 Winkel A . . . ^„ , 

wodurch die Lagen dor Z\vi>!( honstützpunkte gegen die (rerndt'vl/), niiinlu h 
ihre Ordinateii (Snikuugcn unter AI) im Falle eines durch Schwerkriil'te 
belasteten horizontal liegenden Stabt-.s ) durch 

S,=^n. ; d, = rfj -{- /^/., ; (J, = -1- 1^1. etc. . (1 68) 
bestimmt sind, küuucn so gewählt werden, daa^ dadurch ausser den 
Gleichungen : 

tx-\-i,x,-\-i,x,-\- . . . +Z„Xn— 0 j 

wodurch sie ihren Bedeutungen zufolge verbunden sind, noch 2m Be- 
dingungen erfQUt werden , dass x. B. die Spannungsmomente in 2n'\- l 
relativen Bmchquerschnitten einander gleich werd«i, oder dass, wenn die 
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Widerstaudumumente \['% W" (Nr. 49) des Stabes für den einen und 
den umgektliiteii Biegungssinn verschieden sind, die unter sich gleichen 
relativ grösaten SpannmigBinoxiiente fDr die im ersteren Sinne gebogenen 
Stabtheilc dassdbe Verh^tniss zu W wie die unter sich gleicJien relutiv 
grösstcn Spaiinungsmomentc fiir die im anderen Sinne gebogenen Stab- 
tlieilc zu W" haben , um ko die griissten Spannungen für alle diese rela- 
tiven jBruchquei-si'linitte gleicli gioss /.n ('ilialtou. Ist der Stab auch an 
den Enden A , Ji nur eiuiucii gestützt , so hiud überhaupt nicht mehr als 
2nH- 1 relative Bmchqaeraehmtte vorhanden: je einer be! den n Zwischen- 
stGtzen und in den durch sie begrenzten ft -f- 1 Abtheilungen. Wäre aber 
der Stab bei A oder bei /> <>i!or an beiden Enden eingeklemmt, so kämen 
die Spannungsroomento da.«elbst als relativ grf)ss(e liinzu . und müsste dann 
noch der tx-tredende Hinklemmungswinkel a rcsp. .i nilcr jeder von ihnen 
zu Hülfe geuouimen werden, um durch cut^^prechende Bestimmung die 
verlangte Gleichheit der grossten Spannnn^n in allen relativen Bruch- 
qnerschnitten xu endden. 

Bdfepiebweiae seien fttr den in Nr. 69 behandelten Fall eines an 
den Enden nnd in n Zwisch enpnnkten gestützten nnd in 

den einzelnen A b t Ii e i 1 n n g c n gleichförmig belasteten 

Stabes die 1, a g e n d e r Z w i .s c h e n s t li ( z e n so zu Ij f s f i m m e n , 
d a s s die 2 n -{- l relativ g r < > s s t e n S p a u n u u g s m u m e n t e 
einander gleich w e r d e n. Für die Grösse 

M r\)= (D,) . . . =_(c,)=-(^;) . • . 

dieser Spanuungsmomeute ergiebt sich zuuäcitst aus den Ausdrücken von 
{JJ) und ^ in Nr. 69 : 

1 /pl My_pl* M JP 

" 2i> \ 2 / / ~ 8 2 2ijP 

Dass nicht etwa Jf y^2^ pl* der Aufgabe entsprechen ktone, 

folgt daraus, dass wegen 

A^^'^ — > 0 jedenfalls M<^ 

. sein mnss. Aus den Gleichungen fQr (Di), (D^) • . . und /Sj . . . in 
Nr. 69 ergiebt sich nun weiter: 

wodurch die Langenverhältnisse -j- , 'J* * * * Bücksicht auf die 

erste Gleichung (169) die Längen 2, ^i, ^ . . . selbst bestimmt sind. Ans 
den nach Anal<>gie von (167) gebildeten Gleichungen für (6\), (C^) . . . 
ffdgt dann: 
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und sind dadurch mit Büduidit auf Gleichung (170) nmaebst die Winkel- 
diflforeiiceii : 

il,-A,, X,-X^ . . . , 

dann mit Kücksicht auf die zweite Gleichung (169) die Winkel X, X^f 
. . . selbst) und endlich nach Gleichung (168) die Gröaaen <^ i <^ . . . 
bestimmt. 

72. — Wenn insbesondere p=Pi=Pi • • • lst| >o entspricht der 
in ▼or^ger Nummer behandelten Anfj^e eme solche Anordnung der 
Stütsen, dass 

A-j- An=sA| -)-Ab— 1 . • • =0; di^dut 4==^— i • • • 
ist Aus Glsiehung (171) folgt dann: 

^ = 4//|—->/ 2 = 1,1717; -i-=0,8535 

und wenn itB=2?-h(n — = (m+ * 

ti-l- 1 

gesetit wird, so ist l.= — , ' V. 

' * »4- 0,707 

Damit und mit dem Werth von M nach Gleichung (170) ergiebt sich 
aus GHeichang (172): 

= 0,02982 ^ 

Äj — XfSaXf — kg . . . =Xa_2 — ^~*~"6£/'("2 

= 0,03362 ^ 

und durch Addition aller dieser Gleichungen ftir A — , — Jl, , . . . 

Xb^I — An* 

A — A„=«2A=[2. 0,02982 + (n — 2) 0,03352] 

also , t)P 

X == (0,0 1676 n — 0,0037) ^ , 



Digitized by Google 



108 Oende atabiönnige Körper. 

wunuch , . . . dor Reihe nach aus den Gleichungen für X — Aj, 
Xi — ^ . . . gefunden werden. Ist M' =smpV* das grösste Spannungs- 
moment, das untor abrigens glichen Umständen dann stattfinden wOrde, 
wenn alle Stüuen gleich hoch und in gleichen Entfemnngen (ivif) lügen, 
90 dass nadi Nr. 70 insbesondre 

tat ns 12 8 



8 10 28 



isty 80 Hast das Verhältniss 



Jf_ 0,0858 / ly 

erkennen , in welchem Grade durch diese vortheil härteste in Vergleich mit 
jener einfachsten Anordnung der Stütsen die Anstrengung des Material» 

verkleinert wird. 

llieruacli iindet mau z. B. für 3 ^tützeu 

l^l^^Vi 0,01306^; Jlso 0,686 JIT; 

für 4 Stützen [ii = 1): 

/==/j, = 0,945üi'; = 1,1082/' 

tfj s =s 0,02982 ; Jf « 0,768 M ; 

filr 5 Stützen (n = 3): 

l=zl^ = 0,921 L' \ 1^ = 1^ = 1 JJ7U 

dj=:<r,== 0,04658^; d,— 0,06622^; Jlf= 0,679 Jf. 



b. Gerader stabförmiger Körper von veräuderllohem Querschnitte. 

73. — Wenn der im ursprOngBehen (spannmigsloeen) Zustande gerade 

st-abn'>nnige Körper, der gemäss Nr. 40 als symniotrl'^cli \n Beziehung auf 
ein© die Richtungslinien aller äusseren Kriirte enthaltende Kl)ene voraus- 
gesetzt wird (oder wenig-fens als so gestaltet , dass seine Querschnitte in 
llaupLuxen für ihre Sehwerjiunkte von der Kral'tebene geschnitten werden), 
einen veränderlichen (an verschiedenen Stellen versctüedenen) Querschnitt 
hat, so kann seine Anstrengung (die in seinen verschiedenen Punkten statt- 
findende SpaiiTinni: a) und seine Biegung für gegebene Stfit;<ungs- und 
Bdastungsweiäcn des Stabes nach denselben Methoden gefunden werden, 
wie sie für den Fall eines prismatischen , also eines stabfi'rmigeii K<'>rpers 
von fiberall gleichem Querschnitte itn Vorhergehenden erklärt und benutzt 
wurden; nur wird ihre Anwendung weniger einfach. Auch können dann 
ausser soldien Steügkeitsnnterbrechungen der elastischen Linie, die durch 
Örtlich ooncentrirt angreifende Kräfte P oder durch anstetige Aenderungen 
der qiedfischen, d. i. der auf die L&ngencinheit bezogenen Belastung p 
vemnadit werden, nooli solche vorkonunen, die von unstetigen Aenderungen 
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4« Querschnitte an gewissen Stellen dta Stab« herrühren und von der 
zweiten Ordnung sind, d. h. einer spmngweisen Aenderung des zweien 
DitTorentiulquotientcn der Ordinate nach der Abscisse der elastischen Linie, 
nämlich einer sprungweiseu Aenderung ihres Krtimmuugshalbmessers q 
entsprechen. (Nr. 48.) 

74. — BttspieUweise habe ein Stab von der L&nge AB^l einen 

so veränderlichen Querschnitt, dast denen Trägheitsmont^ für spjue 
Biegungsftxe der dritten Potenz einer gewissen Dimension proportional ist, 
die von dem Wcrthe h Ix'i A his zum WL-rtlie Aj uh hei ß propor- 
tional dem Abstände x von A abnimmt , .so dass sie in diesem Abbtuude 



»-(»-*.)t=»(i-^-^') 



und somit das entsprechende Trügiieitämument = «/X^ bt, wenn es lür 
den QnerschnUt bei A mit J besmchnet und zur Abkanmng 

gesetxt wird. Dieser Toraossetzong entspricht n. A. ein rechteekiger Quer- 
schnitt von constanter Breite , dessen Höhe (mit der Bi^gungsebene pa- 
rallele Seite) von h bei ^ bis bei j9 gleichförmig abnimmt , oder ein 
elliptischer Querschnitt, dessen zur Biegungsobene senkrechte Hauptaxe 
cunstant ist| wälirend die andere von h bei A bis hi bei B gleichförmig 
abnimmt. 

Ein solcher Stab sei an den Enden so eingeklemmt, dass daselbst 
die elastische Linie nntor gewissen kleinen Winkdn a und ß gegen die 
als d>Axe (mit A als Anfangspunkt) angenommene Gerade AB geneigt 
isty welche Winkel positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie von 

der X - Axe aus auf der Seite der 
positiven (Fig. 26) oder der nega- 

Ä tiven y-Axe liegen, die im I*unkte 

A senkreeht smr dsvAze angenommen 
ist. Wftre dar Stab prismatiseh (das 

jr Verjüngung8verliültni38M=s = 1), 

so wären nach Nr. 55, Gleichung (98) die Spannting^^momente in den 
End (Querschnitten hei A und Bf insoweit sie nur von den Einkleuunungs- 
winkcln a, abliiingeu : 

(Ä)=^ia«-ß); (B)=l^(2/»_«). 

Bei dem vorliegenden nicht prismatischen Stabe sind diese Spannungs- 
momente sogleich vom VerjringungsverhfiltnisBe n abliängig, und es sei die 
Aufgabe^ ihre Aosdrflcke ta entwickeln, deren ^nntniss o. A. fQr ein 
in folgender Nummer m besprechendes Problem des Maschinenbaues von 
Interesse ist. 

Ist zu dem Hude noch A die am gleichnamigen Stal>en<lo wirkende 
Reactionskraft , ebenso wie (^4) nur mit Rücksicht auf den Eintluss der 
Einklemmungswinkel und algebraisch verstanden in dem bisbengen (in 
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Nr. 54 erklärten) Sinne, so ist die Momenteni^eichimg (Differentialgleiehimg 
stweiter Ordnung) der elaatiflchen Linie: 

Die erste Integration derselben ipebt mit Rfidcdcht darauf, dasS| wenn 

X = a-\-hä: ^l»ier ist a=l, h = — 
gesetzt wird| r dv IT ^7X 1 

f cdx _ 1 r{X — a) cJX _ 1 / 1 a \ 

ist, nnd indem die Integrationsconstante mit Rfli^sidit darauf bestinrait 

(Ii/ 

wiril, tlaiss u:=Qf ~~=zO zusumniengeliönge Werllje sind: 

äx 

iroraus durch abermalige Integration mit Rtt(toicht aof 

/V./ 1 /VX 1^ 

J X*~ bJ X}~ hX 

r<ir 1 r,?x 1 , 

utid darauf, dass jTsO, sasammeogehttrige Warthe sind, ge- 

funden wird: 

=.Oz:?L)M)±i«[,(^_i)_(i_,),]+.«[/.,„.v+(t_„).i. 

Wenn m diesen swei durch die erste und die zweite Integration ^ 
fundenen Gleichungen 

x=l, X=l— (1— ») = », ~|=— ^, y=o 

gesetzt wird, so gehen sie (Iber in: 

»Ha -1- = (1 4- n) {A) + ^/ 

» ( 1 — ») 3 a = ( 1 — ») » (il) + ( 1 — » » -f- 2 « / w «) ^ / , 
woraus nch durch Elimination von A ergiebt: 

1^(1 — n) (3m — 1) — 2»^ In a + « — w« — 2»/« 



l ......... 1 

n 



2(1 ^jyj^^ 
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Für HaBl wird dieae Gleichung, wio o« soin mun: 

(^)= ^ ^ = ^^(2a-/?), 

wenn tlcr Worth des zimiiclist in unbestimmter Form crscheinenflen Aus- 
lirucks aut bekannte Weine bestimmt wird. Aus dem Ausdrucke vun {A)' 
erhftlt man endlich den von {^B) durch Substitution Ton et ftr (i, ß für a, 

iiir n und n^J (als Trägheitsmoment des Querscimittes B) für J 

(d. h. fBr das TMIgheitsmoment des QaerBchnittes A): 

( >J=^' - 2 '» i) « + [(1 - «) (3 - „) - 2 /« IJ 



EJ 



2{l — n) — {l-\-n)ln 



(174). 



Fi«. 37. 



75. — Im Falle des in voriger Nummer betrachteten Stabes AB 
befinden sich die Arme von TransmissionsrUdern (Zahnrädern, 
RiemenroUen etc.), fiberhanpt von Bädern , «a deren Umfange eine Kraft 
wirkt, die den Radkrans gegen die Nabe zu verdrehen strebt und dadurch 

die mit beiden Theilen fest verbundenen Arme auf 
Biegung in Anspruch nimmt. Ist AB^ (Fig. 27) 
die ursprüngliclie Axe eines soldien Ra<lorms und 
B^CB der Winkel, um welchen der iiadkmnz gegen 
die Nabe verdreht wird, so wird dadnrdi der Am 
so gebogen, dass seine elastische Unie den Radius 
CBi bei A . Icn Radius CB Ym B beriihrt, und 
ist er somit als ein stabformiger Kfirper m be- 
trachten, der bei A unter dem Winkel HA li^ . I>(?i 
B unter dem Winkel AJiC gegen die (ierade AB 
geneigt eingeklemmt ist, joier anf der einen, dieser 
anf der anderen Seite von AB liegend, so dass 
ersterer gemäss den in voriger Nummer angewandten 

a 7M setzen i.st, wenn letzterer 
Die ('luetische l>inie hat unter 




Bezeichnungen = - 

ß gesetzt wird. 



diesen LmHlundea einen Weudepuukt, von dem aus 
ihre Krflnimung nach den Enden hin sunimint, wosdbst die 6e&br des 
Bruches am grössten ist. Es sei die Anfgabe^ die flbliche und nach 
Arft der V o raussetaung in Nr. 74 stattfindende Ver- 
jüng; u n g d c r ;\ r m c von Ä bis /* so zu bestimmen, das s 
die gr<)MHteiSpauuung in beiden Eudquers^hnitten gleich 
gross ist. 

Zu dem Ende ezgiebl sich ans den Gleichungen (173) und (174) 
das Yerhältniss der Spaunnngsmomente in diesen Querschnitten als Pnno- 
^n der Winkd a, ß und des gesuchten Ve^QngungsvoiiälftnisBes n: 



(i^* _ 2 /« -i) a + [(1 - ») (3 - ») - 2 i-] 

" ■ ■ - . i 

1^(1 — n) (3 » — 1) — 2n^- In ^ J « -{- » ^1 — »« — 2 m It^^ß 
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Von denselben ist hier (Ä) negativ, so dass, wenn die grösste Entfernung 
eines Ponktes von der Biegiingsaze im Qaenchnitte A=e, also im Qner^ 
schniUe Bsssne ist, der obigen Forderöng die Gleidiaiig ent^ricbt: 

-{Ä)^ = iB)^ «der g = -»'. 

worauH durch Gleichsetsong mit obigem Ansdmdce desselben VerhiUtnisses 
gefunden wird: 

^ (1 -n) (3 + «>j- 2(1 + -i- 
n ^ ^ n 

Ist aber (Fig. 27) die Armlüuge AIi^=l und der Radius AC der 
Nabe s Ai so folgt ans dem Drriecke ABC nut Bflcksicht daranf, dass 
— er and ß sehr kleine Winkel sind: 

m( — tt) a /-ha 

amß ß a 

1= «-1 = ^1=!^ (176), 

*^ 2»(l-|-n^)/»-^ — (1— ii)(l + 3»«) 

z.B. -^»1,05 1,64 2,68 3,96 
o 

4 S 2 

«""=T T T 

FOr 11=1 ergebt sich-^ss-^asO, wihrend -^asoo der Gleicliimg: 
^ a 0 a 

2ii(lH-«*)J»J^ (1— i»)(l + 8n«)a=0 

entspricht, woraus man 

n= 0,677 . . . sehr nahe=^/^ 
findet. Um in Ermangelung allgemeiner Auflösbarkeit der Gleichung (175) 
nadi n das einem gegebenen VerhftUnissc — entsprechende VegUngungs- 

▼erbäUniss durch eine Näherungsformel auszudrücken, kann man im An- 
schlösse an die sosammengehörigen Grenswerthe 

•1=0, ».1 a.d-i— «, »-f/f 



Zl-\-xa 

setzen und darin dem Coeffioionton r eiuen solchen Wcrtli beilegen . dass 
diese Formel sich ausserdem für ein mittleres Verhältuiäs der Dimensionen 
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l und a mit Gleichnng (175) in naher Uebereinatimmnng bedndeft. Soll 

2 1 12 

lie s. B. ««--- flir — s4 geben« 8o findet man x=—- und Bomit 

3 « 6 

"■"'^151+12«' a " öCTuT::^ • * 

s. B. flir n =s: -r- t ^,7 — 
5 4 o 

•i-=r0,94 1,53 2,60 4 
a 

statt 1,05 1,G4 2,68 3,96. 
Ist nun ]* die an oinom Ilehclarmo (^D > ('Ii (Fig. 27) mif Ver- 
drehung des KadkranzPH jregen die Nahe wirkende Kraft, und z die An- 
zahl der Anno, so kann die auf den einzelnen Ann Ali entfallende, Ihji 

D im Sinne des Pfeils (Fig. 27) angreifende Kraft=--^ durch eine gleich 

grosse and gleich gerichtete in S angreifende Kraft nnd dnreh em Krifte- 

paar ersetzt werden, dessen Wirkung, in relativer Ver?cliiel)ung der con- 

centrischen Schieliten des Kadkran/es bestellend , Iiier iiit lit in Betracht 

kommt, und es eigiebt sich somit das Spannungsmoment im Querschnitte 

P 

bei il als Besnltat der Kraft s= - ~ und des Kiiftepaares = (B), die sa> 

sammen in einer Schnitt6äche des Arms bei B angebracht werden mfisston, 
nm ihn in ongeSndertem Gleichgewichtszustände m erhalten: 

also mit (J^) = — n*iA) bei Yoratusetsung des durch Gleichung (175) 
r«6p. (176) bestimmten VegOngungsrerhiltnisBee n: 

Dieses Spannungsmoment muss sein, wenn k die hüchstens zu- 

lässige speeifisehc Spannung oder Pressung ist , und eigiebt sidi daraus 
für die Querschnittsdimensionen bei A die Bedingung: 

T = ~(H^»)7F 

T<t z. B. der Querschnitt des Arms ("ahgeselien von etwa seitlich vor- 
tretenden Verstärkungsrippen) rechteckig von constanter Jireite = mh, 
während die Höhe von h bei A bis nh bei B gleichförmig abnimmt, 
so ist: 



— = — - — , also Ä«!^ —n—r — ^— r • 078). 

76. — Stabfönnige Körper von TnSnderlichem Querschnitte shid 
besonders als sogenaante Körper von gleichem Widerstande 

Orachof, SiMttattIt Md FHtigkalt. 8 
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(179), 



von Interesae, d. Ii. als Körper, in deren sämmtlichen Querschnitten die 
gegebene Belastung eine gleich grosse Maximalspannnng und 
Maadmalpressung a** = if* vemrsacht. Nach Nr. 41 entsprechen «Uceer 
Forderang die Gleichungen: 

r' _ c" _ -{~ r" _J 

¥~ k" ~ k' -1 k"~~ M ' ' ' 
woraus sich in Verbindung mit der Momentengleichung 

EJ 

— = Jlf und mit + 

o 

der Knimniungsi-tulius der elustischen Linie eines solchen Körpers von 
gleichem Widerstände : 

EJ Etf Eif' Eh 

also proporüonal der Höhe h des betreffbnden Querschnitts ei|pebt. 

Im Folgenden sollen einige B«q»ele solcher Körper von gleichem 
Widerslande betrachtet werden, die der Voraussetxung 

e' = e" = e, also 

entsprechen. Das Aendcrungsgesetz des Querschnitts und der Kninimungs- 
radius der elastischen Linie werden dann ausgedrückt durch die Glei- 
chungen : 

J M Ee Eh 

T=T'^=T^2l • • • • 

Wenn hiernach solche Querschnitte, für welche M verschwindend 
Ueui ist, sieli sdbst versehwindend klefai ergeben , so ist sn bemerken, 
dass tn» in Wirklichkeit doch schon deswegen eine endliche Grösse er- 
halten müssen, weil die hier einstweilen vernachlissigte resultirende Kraft 

Ii einen verhiiltnissmässig um so grösseren Eintluss ausübt, je kleiner 3/ 
ist, dass sie also vorzugsweise oder selbst allein maaspgebend wird, wo M 
sehr klein oder gar = iSull i^t. Die betrellende Correetiou der hier zu 
bestimmenden Körper von gleichem Widerstände bleibt spSteren Unter- 
suchungen vorbehalten. Immerhin rind es in der Regel nur kleine Quer- 
schnittsdimensionen , wodurch diesem Einflüsse genügend Koi-hnung zu 
tragen ist, so dass, w»'iin für einen mittleren (^uerselmitt J/ - 0 winl, 
eineni Wenilt'punkte der eliistisclien T/mie entsprechend , der Stab daselitst 
durchseimittcn und die Verbindung beider Theile ohne Störung des Gleich- 
gewichtszustandes durch eb Gdeidc hergestellt werden könnte. 

Die blosse Berücksiditigmiig von Normalgwinnungan 
in den Flädienclementen der Querschnitte und beson- 
ders in tlen von der lüegungsaxc entferntesten Punkten 
derselben kann übrigens streng genonnncn selion an 
und für sich in Folge verüuderliciier Höhe des Quer- 
schnitts einer Corret^uNoi bedürftig sein. Ist nftmlich 
OX (Fig. 28) die Stabaze, XOZ die Kraftebene, P ein 
Punkt der Durchschnittslinie dieser Ebene mit der 
Kr.rperobertlä< he , (f der Winkel , unter welchem die 
Tangente VT dieser Durchschnittslinie gegen die St^ihaxe geneigt ist, ist 
femer die Kraflebcnc S^mmcti-ieulK,>ue des Stabes, so daHS sie die Normale PN 
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der Körperoberfläche im Punkte P enthfilt nnd deren Neiguagiwinkd 
a, ßf y gegen die rechtwinkligen Coordinatenazen der Xt ffi Mi 

sindy 80 müMen, wenn eine äussere Knft an dieser Stelle der Kdrpw- 
oberflache nicht angrrifty die SpannnngscomiMmenten daselbst den Glei- 
chungen 

0 = sin if -\~ cos (f 
0 = Ty Sin (f a^cosq> 

entqHrechen, in welche die Gleichungen (3). Nr. 3, mit jpsasO und obigen 
Werthen von er, ß. y ülMTgi-lien. Daraus folgt, dass swar Oy, Vx und 

TsSsKoll gesetzt werden können, dass aber 

ty=^ — Oxtg(p und a, = — Vjtg(p = axty-(p 

ist, da«s also, sofern (T^ niclit — 0 ist , Ty und (f, nur dann verschwinden, 
wenn, wie bei einem prisinatisclion oder iillgenieiner bei einem stabformigen 
Körper von constantor Querschnittshöbe h, der Winkel y=0 ist. Mit 
<ry=rz = Ts = 0 geht nun die Qleichung (8), Nr. 6, sur Bettinunung 
der HanptqMnnungen o Uber in; 

woraus folgt, dass eine Haupt^pannung = 0 ist, während die anderen 
die Wnneln der quadratischen GMohnng: 

sind. Indem aber gemäss den obigen Ausdrücken von (Tg und Ty 

ff, ff, Ty"=0 

ist, SO ist auch ebe aweite Hanptspannung = 0 , nnd die dritte : 

a=ax-\-o»={i'{-tg*tp)ax .... (182). 

Um sie ohne wesentlichen Felder = ff, setaen an dürfen , wie im Fol- 
genden gesdiehen soll, mnss angencnnmen werdMi, dass die Duroh- 
sehnittslinie der Körpero herflSchc mit der Krafteb e n e 

fiberall tinter einem nur kleinen 'Winkel gegen die Stab- 
axe geneigt ist. Aus Silinlicben Orümk'ii ist fiberb.iupt dio diesem 
ganzen, von geraden stabfonnigeu Körpern bündelnden Abschnitte zu 
Grunde liegende Annahme: a^ssa^^ t^^O (Nr. 24) an die Yorans- 
setsnng gebunden, «dass die Durchschnittslinien der Eörperalierfl&clie 
mit Ebenen, welche durch die (als :r-Axo angenommene) Stabaxe 
gelegt werden y überall unter kleinen Winkeln gegen diese Axe geneigt 
sind. — 

Schlies.ilich ist zu bemerken, da^s. wenn die Veränderlichkeit des ^^>iier- 
scbnitts eines auf Biegung in Anspruch genommenen stabfiirmigen Körpers 
zugleich eine solciie der C^uerschnittshöhe h = (i'-^e" in sich begreift, 
die VonasaetKung einer vcm den ^ehtnagriini«! der iusseren E^ifte recht- 
winkelig geschnittenen geraden Mittellinie des in Beaug auf die Eraftebene 
symmetrischen Stabes streng genommen solche Neigungen ^ und (ff* der 

8* 
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Axü gegen beide Diirctisclinittslinion dor Ki'irpefoberfliche mit der Krafl^ 
ebene erlurdert| dass für dcnsulbHu Queräclinitt 

t<i (f ' : Uj (f" ^ & e" (183) 

iat lät diese Voraussetzung nicht erfüllt, so treilbo die Regeln (179) bis 
(181) fElr Körper gleichen Widerstandes und überhaupt die Biegungsgesetce 
gerader stabförmig^ Körper auch nur angenähert xn. Wenn k. B. ein 
aus einer verticalen Wand hervormgendcr, durch Schwerkräfte zu l)elastender 
consolftrtigor Träger (Fi^^ t?9 \mA Fi<^. 31) von reclifockigom Querschnitte 
oVien durch eiin' hnrizontiilc Ki)i'iic' Ijcgrenzt ist , so ist hei cItht geneigten 
Ebene als unterer Begrenzung (Fig* 31) zwar die Mittellinie noch gerade, 
aber nicht mehr horisontal, also auch nicht senkrecht sur Richtung der 
Süsseren Kräfte; wflrde gar die untere Begrensnng durch eine krumme 
eylindrische Flftche gebildet (Fig. 29) , so würde auch die Hittellinie eine 
krumme Linie. Indessen ist der Fehler, der dadurch begangen wir<1. fla«^ 
man in beiden Fällen die durch die Belastung vemrsachtcn Spannungen 
ebenso beurtheilt, als ob der Träger oben und unten durch solche Cylinder- 
fliehen begrmst würde, wie sie der Bedingung (183), also «ner horiaon- 
talen geraden Mittellinie bei demselben Aenderongsgesetse des Querschnitts 
entsprechen , wiedenim nur klein , wenn der Querschnitt nur sehr langsam 
ISngs der Mittellinie des Stabes veränderlich ist. 

17. — Soll z. B. der Körper AM (Fig. 29) von der Länge If der 
bri J., eingeklemmt und durch die am frden Ende B angreifende Kraft P 
P,^ belastet ist, als ein Kdrper gleichen Wider- 

1^ ^ I Standes gebildet werden mitreehteckigem 

J * — *i Querschnitte von constanter Breite 

-1*1^ ^ ^^^\ 6, so sind dessen Hr»hen /i hei A und y in 

* " 1 der Entfernung x von jß nacti Gleichung 

^ (181) bestimmt durch: 



woraus Ä=|/ und .iy=s=-p .... (184) 

folgt. Wird freilich der Körper, wie Fig. 29 daratellt , so gestaltet . «hiss 
er nur unten durch eine paraboliscli-cylindrische Fläche, oben aber durch 
eine Ebene begrenzt ist, so entspricht er der Forderung gemäss den Be- 
merkungen in Nr. 76 nur angenäiierter imd zwar gegen das Ende B in 
abnehmendem Grade angenäherter Weise , nicht allein wegen einstweiliger 
AV)Straction von den durch die Kraft V verursacliten Schubsponuungen, 
Sondern auch mit Rücksicht darauf, dass schon die ursprüngliche Mittel- 
linie nicht gerade ist« und dass der Winkel if in Gleichung (182) gegen 
hin sogar bis 90^ wachsen würde ohne die (später au bestimmende) 
>VergTÖ85erumf von y an dieser Stelle. 

Abgesehen von dem Einfhisse dieser Umstände hat man SUr Berech- 
imng der Durchbiegung 6 \w\ Ji nach Gleichung (181) : 

K,l Eh t/V , . . Eh 
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B 

P 

daraus mit x^l und gemäss der Bedeutung von a: 

oder mit dem aus Gleiofauug (184) folgenden Wcrthe von ki 

4 6PI ^» - P 



also mit Tk'zug auf das aus Fig. 30 
ersielitliclie Coordinatensysteni der Xj 8 
(x-Axo parallel der Tangente der eluti- 
eehen lanie im Punkte J)x 

d*z 1 1 • 



ay X 



d = 



(186) 



(18Ü), 



d* L doppelt 10 gross wie unter übrigens gleicliou Umständen di<^ Durcli- 
biegmg eines prtimaiisctieu Stabes von oonstanter Höhe Ä| also constantem 

TVSgheilnnomente seines lechteclcigen Qoencfanitts: siehe 61. (88), 

Nr. 50. — 

AVird die Aufgabe daliiu abgeändert , du^«* statt der bei Ii cunceu- 
trirt augreifendeu Kraft P eine auf der g a u z c u L ii u g c ^1 gleich- 
fdrmig vertheilte Belastung = pl vorhanden sein soll, so 
eigiebt sich bei fibrigens unver&nderten Bedeutungen der Buchstaben durch 
eine der obigen analoge Entwiokeinng : 

^ px* 6 

2 




dx* 



entsprechend -einer durch Fig. 31 dargestellten 
Körperform. Femer mit Besug auf Fig. 80 : 

Kh Eh 
= X = ax mit 4S -rm 
211 2kl 



1 
Q 



1_ 
ax 



4i=r-L;f|i. mit ROcksicht auf 4^ = 0 fUr « = 
ax a x 



e = ~ (in — + 1^ mit Uücksidit auf ^ == 0 lör 0 
a \ X / 

und weil der Ghrenzwerth von xlnx för x^Oi 
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lim (xlnx) = lim -^y^ = to« — ^ = Im» ( — x) = 0 

ist. Aus der Gleichuiifi liir £ folgt mit x = l: 

a 7«; A j'j bii^ h l':hh^'~ EJ 8" 

= dem Vieriucheu der Durchbiegung, die nach Gleichung (88) einem 
Stabe mit cooBtaalem Quersehnitte = hli unter Obrigens gleicheb Um- 
ständen snkommt. 

Wenn aneh mit Bfidcaicht enf die yemachttfisigteo SchubspaiinangeD 
hier eine YeretSrlumg des Korpm am Ende B in minderem GÄde nothig 
iat, weil hier die Schnbkreft ILs:spx suaammen mit dem Spannange- 
vx^ 

momente j|f = — nur allmShlich von B gegen A wichst, so muss doch 

bemerkt werden, da«s die gefundene Biegungsweise, welcher ohne solche 
dg 

VerstSilEung =: 00 Ar entspricht » nicht ToUltommen realiort 

werden kannte, und damit dann auch nicht die verlangte Gleichheit der 
grOsstoi Spamrangen aller Querschnitte* 

7& — Soll der bei A eingeklemmte nnd bei B dorch die Kraft P 
belastete stabformige Körper von der L&nge AB^l einen rechteckigen 

'JiMTsehnitt von conftanter Höhe h erhalten, so sind dessen 
Breiten 6 bei ^ imd y in der Entfernung x von Ii bestimmt durch : 

t=J|f^ = PI^=P^A^, 

6 J^l M X 

woraus sich ei|^bt: ^^~TTT '* i ^ T 089). 

Eh 

Die dastische Linie ist jetst ein Kreisbogen mit dem Badius q = , also 

die Durciibiegung bei Bi 

I« _ Ä 6Pl^ _ SPP 

mit eTs— — , d« h. 1^5 mal so gross* wie sie mter sonst gimchen Um- 

1 A 

ständen bei couHtanter Breite h sein würde. — 

Bei glcicfiförmig auf der ganzen Länge vertheilter 
Belastung = j)l erhielte man aus 

jL^pl^ 6 _px^ Cy 

kh* ' h~ l^ 
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Die elastische Linie wäre nach wie vur kreiälbrmig mit dem Badiius 
Eh 

9= -2k* folgUch 

2q^^T'^EW-^ ETT ' ' ^^^^^ 

= dem Doppelten der Durchbiegung eines prismatischen Stabes vun der 
Breite b unter fibrigens gloiclien ümstSnden. — 

Von diesen beiden t ülleu tiudet nuiuciitlich der erste , ciiu'r bei J$ 
angreiAnden Kmft P entsprechende , Anwendung her ruBammcngesetzten 
Federwerken, Schichtfedern, die ans der dnreh Gleichong (189) 
bestimmten einlachen Dreiecksfeder gSg" (Fig. ^2) durch folgende Er- 

^ wägunj? ubj^i'loitot werden kTinnen, 

naclulom tlie ( Tcriidni hh', ild' . . , 
parallel mit der Gi-undlinie (jy^ — h des 
— gleichsehenkligta Dreiecks gliff in 

gleichen t^ntt'ernungen =~Z, lenier 

-7 T^j^ZZ^^-'^'tr'^ nh, a'h*, cd, c'd' . . . parallel mit 

der Miffollinie AJi gozogcn wurden 
mit «ItMi auis dor Figur orkennbaren 
Durcbscbnittspunkten ^ d, d' . . , 
Beieichnet f <^ne I&aft, die der bei S angreifenden und zur Dreiecks- 
ebene gSg* senkrediten Kraft P gleich , aber entgegengesetzt gerichtet ist, 
so wird der Gleichgewichtszustand der Dr^ecksfeder offenbar dadurch nicht 

geändert, dass bei ß die Kraft P', bei 6 und h* die KrSfte ^ P, bei d 

l 1 
und & die Kräfte -— - P', bei d und d' die Kräfte P . . . hinzugolügt 

werden, und man kann sich dann I n Spannungs- uiul Riogungszustand dfr 
Druecksfeder dadurch Tennittelt üeuken, dass der rechteclüge Theil a(i6'a' 

des nuttleren Streifens von der Breite hV ^ — h durch das bn B und 

n 

ß angreifende Kräftepaar P, P' gebogen wird, dass lenicr die dreieckigen 
EndstQcke hdÖ und }/^& der beiderseits folgenden Streifen ron der 

Breite dd == d'd' ^ b durch die bei b und 6' angreifenden Kräfte P, 

ihre rechteckigen ThMle aedd und afefdfä' dagegen durch die boziebungs- 

1 1 

weise bei h und d, h' und d' angreifenden Krftftepaare - P> — P' etc. 

gebogen werden. Diese Uobortragungswoiso «ler Wiiknng von Stn'ilVn zu 
Streifen tindet nun thatsücblich statt bei einer Schicbtfeder, die aus der 
Dreiecksfeder (fliy' dadurch hervorgeht, dass dieselbe l&ngs a6, a'b', cdy 
(fäf . • • zerschnitten wird , je zwei oorreq;K>nd]rende Streifen , wie z. B. 
ah de und afh^^ef zu einem Streifen Ton doppelter Breite vereinigt, und 

alle diese n Streifen von gleicher Breite :=: — 5 Aber einander ge» 

schichtet werden« wie Fig. 33 beispielsweise für m=4 in Seitenansicht 
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und unterer Ansicht cUunMelU. 



Fi^. 33. 



Kine solche Scliiclitfeder. wie sie verdoppelt 
und an jedem Ende durch eine Kruft 
P belftstety in der Mitte durch eine 
Faaraog sosMiimen gehattoi, n. A. 

bei Eiscnbalmfahneogeii Anwendung 

findot , kann also im Wo.«ontlichen 
(vorljehaltlich dos Ersatzes der zuf^e- 
schärften durch abgestumpite Enden 
der einMinen Seldehten) nach d«k- 
• selben Formeln besfigtich ihrer An- 
etrmgODg und Biegting beurtheilt werden, wie eine einfache Dreiecksfeder, 
wenn mir darin nb für h gesetzt wird , unter h jetzt die Breite der Schiclit- 
feder und unter n die Zahl ihrer Schichten ver^taiHh'ii. Sind dann also 
I\ b, l, ö, Jb^, k gegeben, so findet man aus Gleicimng {idO) die Dicke 
der euuelnen Sefaichten: 






/- >, 




h 










— 




k 

a 














4- ff 



(193), 



6P? 

, dann ans Gl. ^189): — — ■ 

wolur iiiitiirlicli eine der beiden diesem Ausdru<'ke von u zunächst kommenden 
ganzen Zahlen (vorbehaltlich entsprechender Muditicatiun von b) zu setzen 
ist. Indem hiernach h umgekehrt proportional d, somit n proportional d' 
ist) so folgt, dass die Sehiehtfeder aas um so dünneren Schichten in um 
so grösserer Anzahl gebildet werden muss, je grOsser anter flbrigens 
gleichen Umständen ihre Biegsamkeit sein soll. 



79. — Wenn alle Q u e r s c Ii n i 1 1 e einer gegebenen Figur 
ji Ii 11 1 i c h sein sollen , z. 1{. einem Rechtecke von gi'gebenem Seiten- 
verhältnisse, einer Ellipse von ^jregehenem Axenverh:iltTii<.«c . iii.sl)eson- 
dere einem Kreise etc. , so sind durch eine einzige Dimension eines (Quer- 
schnitts alle anderen Dimensionen desselben bestimmt. Ist y diese 
bestimmende Dünension ftlr den Qnerschnitt in der Entfernung x vom 
freien Ende B des andererseits bei A ebgeklemmten Körpen, so kann 
die Function 




gesetzt werden , iinfor m eine von der Quersclinittsform abhängige Vcr- 
hiiltnisszahl verstanden, z. B. ilir ähnliche rechteckige Quer- 
schnitte: 

1 8 

m = --T • wenn y die Höhe, g die Breite, 

. 6 y ' . 

iUr kreisförmige Q^^^'^schnilte : 

TT _ 

m = — , wenn y den Durchmesser 

bedeutet. Ist also h der Werth von y fQr den Querschnitt bei so 
ergiebt sich im Falle der Bekustnng durch die bei J9 angreifende Kraft 
P aus 
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Was die Durchbiegung bctriflPt, so ist nach Gleicliuug (181), unter y, 
wie bei obigen Beispielen , die Höhe des C^uerschniUs = 2e verstanden. 



also mit hezv^ auf das Coordinatensystem von Fig. 80: 

— i- = — Jl 



dx 



2a ' 2o \ ' 



und somit flir xsmlx 



-L/^-AMi^^-AAil (195) 



oder, mit BQcksicht auf Gleiehnng (194) : 



(196), 



unter Jssmh^essi "'j! das TrSghsitsmoment des Querschnitts bei A yer- 

standen. Die Durchbiegung ist also 1,8 mal so gross, wie sie unter 
sonst gleichen Umst&nden bei constanter Höhe h des Querschnitts sein 
wfirde. — 

Wftre der Kdrper an beiden Enden Ä und B gestfltst 
bei Belastung durch die Kraft P an einer mittleren 

Stelle 0 in der Kntfemung ÄC=af BC=b von den Enden, so ver- 
hielte sich der Theil ÄO wie ein bei C eingeklemmter und bei A durch 

die Kraft P * ^« Theil SC wie ein bei C eingeklemmter und bei S 

durch die Kraft P — belasteter KOxper. Dieser Fall kommt u. A. vor 

bei Tragaxen, die bei A und B mit Zapfen in Lagern ruhen. Bei 
krmsflirmigen Querschnitten besteht dann der ftagliche KSrper T<m glwdiein 
Widerstande aus zwei Umdrehnngskörpem mit den Sdimteln A und Bf 
die bei 0 in einem Kreise vom- Durchmesser 
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nuainiiieiistossen y trnd deren Durclimesser y in der Entfernung x von A. 



resp. B —hy - resp. = h y ß sind. Die Auslülirung der Tragaxe 

kann dieser theoretischen Form wenigstens nähcningsweise angepasst werden, 
insoweit es die (nach besonderen Kegeln zu hestinunenden) oylindrisehen 
Zapfen an den Kn<h'n und ein cylindi isdies MittcL-truk !)ei C (der Nabe 
eines daselbst uuizukeilendcn Moachiuentheils ontspreciiend) zuUiSSen , und 
indem aueb danach zwischen A und C resp. Ii und C übrig bleibenden 
oonoiduehen Kdrperfonnen dnrch swei sie berahrend nmseliliessende a^;e- 
kflnte Kegel enetst werden. 

S(). — Bei gleich förmig auf der ganzen L&nge AIi = 2a 

V c r t b e i 1 t e r I? e 1 a s ( n ii ur tl o s beiderseits g e s t fl t z t e n S t a b e 8 
ist dos iSpanuungsmomeut duä (^ueräclinitt.s in der Entfernung x von der Mitte: 

• 3 



jq\ i fj^i ' 



2 2 

und wird somit die Forderung , <biss die MiixiniuUpannung in jedem 
Querschnitte = k sein soll , ausgedrückt durcb die Gleicliung : 



e a' — X- c 



Insbesondere z. B. bei Voraussetzung eines rechteckigen (Quer- 
schnitts von constanter Breite h sind dessen Höhen h und y in 
der Mitte und in der Entfemimg x von der Mitte bestinunt dnrch: 

, a* 6 a*—x^ 6 

^'"^ T ~2~ • 

woraos folgt: 

Es ist also // die der Abedsse x (vom Mittclpnnkte aus gcroolmot) ent- 
sprechende Ordinate einer Ellipse, deren lldbuxen a und h sind. — 

W e n n die Belastung P d e s beiderseits g e « f li t z t e n 
Stabes von d »• r Länge 2n in «'ine ni b e >v e g 1 i c b e n 1* unkt e 
C angreift, der jede Lage zwisclien A und J} annulimeu kann, so 
ist es jswar nidit aillgliohi dass bei jeder Lage in jedem Qnerschnitte die 
Maadmatepannung 

wird ; allein es liisst sieb dann der Forderung entsprechen , dass diese 
(Ileichung in dem jedej-iiialigcn Bniebqucrsrhnitte . d. Ii. im ji'ilf-maligen 
(Querschnitte V erfüllt eeiu aoil. Für denselben, wenn er in der Lutp 
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fernung x von der Mitte liegt; ist nach Gleichung (142), Nr. 61 1 das 
Spannungsmoment : 

2a 2a 

P 

s dem obigeu mit |> = -— - ; mit dieser >Sul>stitutioii ergeben sich somit 

ans Gleichung (197) für einen rechteckigen Querschnitt von 
const anter Breite h die Höben h ond y desselben in der Mitte und 
in der Entfernung x davon : 



HL Sehnbelasüdt«;. 



81. — Nach Nr. 26 wird unter dieeer Beseichnung die Inanspradi- 
nahine eince stebföraugen Körpers in eineni gewiesen Qacffsohnitte F dureh 

eine Kraft 12 verstanden , deren Rtchtnngslinie , in der Ebene dieses Qner^ 
Schnittes liegend, durch seinen Schwerpunkt 0 geht. Die dudurch ver- 
ursHchtcn Schiibspannungen können sich von Punkt zu Punkt im Quer- 
schnitte nuch Cirösse und nacli Richtung ändern unbeschadet dessen , dass 
.sie für alle Flächenelemente /' zusammen die Resultante R haben. 

Um die Schnbepennung % für jeden Fteikt des Querschnittes aosziH 
jrOi&en , werde die Kmft Jß ▼oo einem auf Biegung wiricenden Kräfte- 
paare begleitet angenommen , nämlich ein stabfcirmiger Körper von endlicher 
Lange vorausgesetzt, auf wehhen äussere Kräfte wirken in soh-her Weise, 
dass sie sich für den betrachteten Quersclmitl F ersetzen lassen durch die 
Besultante B, nebst einem Krüftepaare M, dessen Ebene dun Querschnitt 
in der Riehtungslinie von R reehtwmkelig schneidet, wie es dann der Fall 
ist, wenn die Bichtnngslinien aller äoaseren ErSAsy die Stabaze rechfe- 
winkelig schneidend, in einer Ebene liegen. Dabei sei diese Ebene, die 
Kraftebene, als Sjmmetricebene des Stabes , ilir Schnitt mit i*^ folglicli, 
d. i. die Richtungslinie von Ii als S y m iii e t r i e ii x e von i\ 
und zudem der Stab als prismatisch vorausgesetzt. 

82. — Ein rechtwinlEeliges Coordmatensystom (Fig. 84), dessen 

Anfangspunkt 0 der Schwerpunkt (lc< be- 
treflenden Querschnittes ist, werde so ange- 
nommen , dass die jl - Axe in die Stabaxe 
füllt mid die jr-Axe die lUehtung der Kraft 
JB hat, die y>Axe folglicli mit der Axe des 
in d«r Ebene XOZ wirkenden Kiiftepaarsi 
3£ und zugleich mit der Biegungsaxe des 
Querschnittes zusammenfallt. Ji^ A 7?i sei 
ein Theil des Lmlauges dieses Querschnittes, 
3 ein PunH desselben mit den Coordinaten 
yi iTt 0^1:^6 die Entfernung des mit B 
iiuf derselben Seite liegenden Scheitelpunktes 

A Ten der Bisgungtaxe, i^ii^i»2^ die durch B gehende mit^^pp- 
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Biegungsaxe parallele Seline , JB^ T Uingential an den Umfang im Punkte 
Bi, und der Winkel B^TB^—(f, Nach Gleichung (86), Nr. 47, be- 
st^t zwlsdira den abflolnt Tentandeneii GiGMeii i2 and M die Beaehong: 

-5— s=+it, und «war-5— =Ä, 

wenn die Axe OK in solchem Sinne positiv angenommen wird, dass ZJi 
der Drehmignrinn des Paares M ist, da dieses dann beim Uebergange von 
dem betreffenden zu einem im Sinne OX folgenden, um dx entfernten 
Querschnitte durch das Moment = Bdx der Kraft 12 vergrössert wird. 
Zugleich ist dann 

Mb 

die durch M verursachte Normalspannung im Punkte ßf positiv mit 
dessen Ordinate z. 

Die Schubspannuag % im Punkte B des Qnersehnittes liabe die C<mi- 
ponenten %y im Sinne OZ und r. im Sinne OY, also — im Sinne F0> 

Die Ausdrficke dieser Spannungscomponenten müssen zusammen mit dem 

Auedrueke von cr^ den allgemeinen Oleichungen (2) in Nr. 2 entsprechen; 
sie sollen aber liior auf Grund gewisser Annahmen entwickelt werden 
vorbehaltlich nuchträglicher Prüfung ihrer Zulässigkeit mit liückbicht auf 
jene Gleichungen (2). 

Was zunächst die Richtung der resultirenden Schabspannung % be- 
trifft, die das Yerhäitnias ihrer Componenten %y und bestimmt, so muss 

T im Punkte 7?, die Richtung JBjT haben, überhaupt In allen 

Punkten des l^'m f an gcs tangential an denselben gerichtet 
sein. Denn hätte sie daselbst diese Riehtung nicht, so hätte sie eine 
Componente nacli der Richtung der Normale li^N, die nicht = Null und 
nach der in Nr. 2 ursprünglich festgesetzten Bezeichnungsweise mit r^i 
zu bezeichnen wSre als eine Schubspannong in der zura>Aze senkrechten 
Ebene nach der Richtung der »-Axe BiN\ dann wäre sie aber nach den 
Gleichungen (1) von einer ebenso grossen Schubspannung r,,, in der zu 
B^]^ senkrechten Ebene, d. b. in der I^enihrungsebene der Körperober- 
fläclie nach der Riclitung der Kitrjieraxe Iteudeitet , was ohne eine in 
gleichem Sinne au dieser Ohertlüche angreilendc äussere Kraft nicht nii>g- 
lich ist. Indem nun aber t im Punkte JB^ offenbar die Richtung B^T 
hat, weil bei der Symmetrie des Querschnittes in Bezug auf die jv-Axe 
kein Grund denkbar wäre, weshalb sie hier eher nach der einen, al? nadi 
der anderen Seite von dieser Richtung abweichen sollte, so geht die Rich- 
tung von r für die Punkte Ii der .Sehne B^B^ von 7/^, bis B^ all- 
mählich von B(y T in B^ T über, und liegt es nahe, an^uneluncn, dass sie 
dabei bestSndig gegen denselben Punkt T der e^Axe hin gerichtet bldbti 
entsprechend der Gleichung: 

-'T,^%y(g{BTB^)=Ty^igq> . . . (199J. 

Hierdurdi wird t, auf zurüekgeftihrt, so dass nur noch letstere 

Spannupgscomponente ans/udrficken blett)t. Zu dem Ende kann man be> 
merken y dass diese Schubapaonung ty, die im Punkte B in dm> zur 
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x-Axe senkrechten Querachnitteebene nach der Rictitung der s-Axc statt« 
lindf't. von einer ebenso »jroHSou Schnl).«j»annung. in demselben Punkte der 
zur z-Axe senkrecliten Ebene nach der .r-Axe gerichtet, begleitet wird. 
Betrachtet man abo das Kürperelemeut , das vom Querschniile I'\ vuu 
einem im Abetende dx davon entfernten zweiten Querschnitte JF* und von 
der Ebene begrenzt wird, die durch SiSi pwrallel mit der Korperaxe 
gelegt wird , so findet in letzterer Begrenznngsebene = 2yi dx dieses 
Körperclementes, wenn ausserdem Ty a 1 h unabhängig von »/ , 
d. Ii. als gleich in allen Punkten von JS^JJ^ angenommen 
wird, eine totale Schubspannung 

— / y . 2 dx 

statt, welche, da nach der x-Axe gerichtete äussere Kräfte auf das Ki'trpei^ 
element nicht wirken, dem Unterschiede der totalen Nonualspannangen 

• e e 

=fa^dF und- =7^« «'^^ ^ dF^dx' 

mm» 

gleich sein muss, die in den beiden in F und F liegenden B^renzungs- 
dienen des fraglichen K&perdementes stattfinden. Um Vorzeichen hat 
man sieh dabei nicht zu kOmmem , weil , im Sinne von Jt , d. i. der 
posi^en #-Axe gericbtety eine positive Grösse iat. Somit ergiebt sich: 

s s 

fl 

oder, da J und JuäF gemäss der vorausgesetzten prismatiBchen Kdrper- 

s 

form unabhingig von x sind, femer -^^ssjR und dF^2ffidM ist, 



Aus Gleichung (199) folgt die resnltirende Schnbspannnng im 
Punkte B : 

Sie ist in der Sehne 7?^j^^ am grössten ftir ihre Endpunkte (y«Bsd:yi)> 
und zwar mit Rücksicht auf Gleichung (200): 



= = ~ — f LdF . . . (201). 



83. — Da die für %^ und gefundeneu AusdrQcke (199) und (200) 
thdUwwtae auf wiUkOrlichen Annahmen beruhen , so bleibt sn ihrer nachp 
tiftglichen Beehtfertigung noch an prOfen, ob sie sich auiammen mit dem 
Ausdrucke 
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Mg hüx Rg 

wonras -r— s=— . . . (202) 

J OX J 

folgt, mit tlon !ill<;iMneInon Olciclmngon (2) in Nr. 2 nlclit in Wi(]<>rspnic!i 
befinden. Xon diesen riloiclnnigen sind al)er diejenigen hier unwesentlich, 
welche vernachlässigte 8|>auuuugäcumponenten cntliultcn , so doss es sich 
hauptsächlich nor nm die eiste jeanr Gleiehttiigen handfllt, Bimlidi bei 
Abstnction toh ftosseren Maseenkr&ften um die Oldchiiiig: 

t+g+fe»» ••••••«)• 

Ans Oleichimg (199) » worin Ty, und tg^ nnabbSiigig von y 
sindi folgt aber: 



ferner aus Gleidiimg (200) wegen 

dgJ^^ dg Vx^dg 

■ 

oder wegen -~ = tg {ZTB^ = — y 

und erkennt man, dass durch Substitution der Ausdrüdce (202) y (203) 
und (204) die Gleichung (2) in der That erfüllt wird. — 

Wenn aucli hier bei der Ableitung der Ausdrüeke fiir die Scliub- 
spannungscumponenten neben der Seliubkraft R ein Biegung^monicnt 3/ 
vorausgesetzt wurde , so ist doch über die Grösse des letzteren keine An- 
nahme gemacht worden^ fo dass dieselben Ausdrücke der Schuhqiannungs- 
componenten auch nodi in der Grense als EUtreflbnd sn betraehlm sind, 
wenn Jtf verschwindend klein ist , wie z. B. in denjenigen Querschnitten 
f'ines stabförmigen Körpers, die den Wetidepunkten seiner elastischen Linie 
entsprechen , oder auch in solchen Füllen , in denen hei versehwindend 
kleiner freier Länge des stabförmigen Körpers übcrliaupt keine merkliche 
Biegung desselben xn Stande kommt , wie z. B. bei Keilen oder Bobeni 
die nir Vorbindung sweier plattenförmiger 'KOrper dienen und durch 'ihre 
Schuhtest Igkeit einer durcli eine äussere Krafl angestrebten g^;enseitigen 
Verschiebung dieser Kitrper Widerstand leisten sollen. 

Wenn ferner der Kntwiekelung in voriger Nummer zwar die Voraus- 
setzung einer prismatisclten Körperiörm zu Grunde lag, so werden doch 
die g^mdmsn AimdrMe tmi %y und auch fOx mfAA prismatische 
Kdrper mit «nem Umliehen Grade der Annäherung sutreffimd smn, womit 
die NoRnalspannnngen Oj und gegen a. vemachlSssigt werden kannen. 
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nämlicli ^'oinäaa den Bemerkungen in Nr. 70 mit Bq/av^ nuf Gleichung 
(182) «lasclhst um so zutn'flTomler, unter je kleineren Winkeln tlif Durch- 
!<ehnittslitiien der Korperoberfläche mit durch die Körperaxc gelegten Ebenen 
gegen diese Axe geneigt sind. 

Mit Yorsiclit müssen aber die Gleiclmugcn in solchen Fällen benulct 
werden y in denen die von jr abhängigen Grröasen tp und jf| stellenweise 
unstetig sind. So kann s. 6. bm dem doppelt- TfÖrmigen Qnencbnitte 
(Fig. 3.5, Nr. 84) die Sj^hiibspannung r, in dem mittleren Theile von 
der Breite 2//, ~ o nach fJh>i( liung (201) bostimmt werden, und zwar ist 
dabei COS<f = l; hvhn UebiTgange in cin«'n der äusseren Theile von der 
Breite h wird aber die Annahme eines von y unabhängigen Wcrthes von 
%j offenbar anxnlllssig. 

84. — - In der grnscten Entfernung (r=r) von dor TSiop^ungsaxe ist 
die Scliuh.s|)!iiiTiung ^ Null, und ist deshalb eint« (^ui'rschnitt.srorm , für 
welche constant wäre, nicht möglich. Aus Gleichung (201) kanu 
nSmlieh swar sonftchst 

c 

r 0 

tat Mistet also jMdFs=0 nur Tj « — 

m 

gefolgert werdmi, wenn fOr ira« sngleieh jf| oder eos^sO ist. Allein 
dann ist 

e 

tat 0=6— de : J zdF= edF= e . 2yids 

dg 

m setsen und somit wegen eostp^-r-f unter ds ein Bogenelement der 

Umfai^gslinie des Qnersohnittes verstanden, 

R ds . . B c j 

Torsch windend klein mit ds» FUr g = Q ist dagegen JzdF am grüssten 

s 

nnd in F >1i:i' <l<ssen auch in der Regel ein Maximum; doch kann es 
aucli <h'r Fall sein , dius.s niit wachscndiT Fntfernung von der Bicgiing.«- 
axe r, zunächst zuninunt und !<i'iiif'ii Maxinialwerth erst in einer gewissen 
Kotlernung beiderseits von der l>iegungsaxe erreicht. — 

Z. B. für einen rechteckigenQuerschnittmitdenSeiten 
h nnd 2«, letstere parallel mit der Bichtungslinie von 
Jty ist 

2 Fe* h 

also nach Gleidiung (201): 



maxT^'^'P für e=rO j 
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FOr einen kreisförmigen Querschnitt rom Radius e ist: 

TTC* Fe* 

F^fte-, 3Bs—~, y^ssecosffj g = esin(f, 



4Ä r 

n 



^ ff 

T 

4B 



Fea8*g> 



eos*w 4 J8 4 Jii/ ^ 



(20G). 



Für einen q^u sd r atisolionQnorsolinift, mit dessen einer 
Diagonale sas 2e die Jüiclituugslinie von M zusammen- 
fällt, ist 

e* Fc^ 1 

ftUr-^ -^ = 0, also z = -~, — 

e e* 4 



(207) 



max % 
1 U 



« \ 



Das Maxinram von r kann besonders dann erheb- 

lieh > werden, wenn in der Biegungsaxe die Breite 

» des Querschnittes am kleinsten ist, wie z. B. bei einem 
^ doppelt - Tf ö r m i g e n Querschnitte. Für einen 
solchen , wenn er nicht nur in Bezug auf die IJich- 
tungslinie von sondern auch in Bezug aut die 

Biegungsaxe symmetrisch ist, hat man mit den 
in Flg. 85 eingetragenen Bes^ehniingen und mit 



i 
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ftlso iiir 8=0: nuix%= ' -r-s tt • (208) 

^/ /* 

ütler mit ^ =u imd — =J, aliO— =1 — () , und mit 2<' = Ä: 

6 c e 

3 R 1— (1 — a)(l — d)« 
2 1 — (1 — — dj* 
und näheningsweisc, wenn er und d kleine BrQche sind: 

3 n 1— (l— «— 2(J) :i 7; «-f-2<J 

d. i. > . Mil entsprechender Annäherung Ul auch : 

if = 2 6c [l - (1 — a) (1 — «r)] = 6ä (a + d) = aÄ " 



a 

8 JR (a + <5)(a + 2<J) Jl ._\ 



85. — Wenn die einen stiibftirmigen Körper belastenden Krülte in 
einem gewissen Querschnitte desselben zugleich ^e Schubkraft 1{ und du 
auf Biegung wirkendes Kraftmoment M liefern , so wird durch das Zu- 
sammenwirken der jener Krad H entsprechenden Schubspannung r mit der 
diesem Kratltmomente 3/ entsprechenden Normabpanninig a in joilem Punkte 
des < Querschnittes eine gewisse grösste Dehnung t verursacht, die für ilie 
Anstren^^'ung des Körpers in diesem Punkte maassgebend ist. Soll aber 
die Anstrengung näherungs weise nur mit Kücksicht auf eine dieser zweierlei 
Spannungen beurtheilt werden, wie es dieser von der Schubelastidt&t und 
der TOrhergehende von der Biegungsclasticitfit hatadelndc Abechnitt voraus- 
setzen , 80 hat es mit Rücksicht auf diejenige von beiden zu geschehen, 
die den grösseren Maximalwertli von e nach irgend einer Richtung in 
irgend einem Punkte /.nv Folge hat. Indem aber nach Nr. 26 , Glei- 
chung (59), im Falle isotroper Korpersubstanz der Schubspannung t 

fit *~{~ 1 % 

eine grdsste Dehnung 6 = — <-= entspridit, während die der Normal- 

Spannung a entsprechende Dehnung =-^181, unter E den Elasticitäts- 

modul und unter m die beeflglich ihrer erfahrungsmisdgen Werthe in 

Nr. 'J 1 Itesprocliene Constante verstanden, so folgt, «lass ein ipotroper ptali- 
fiirniiger Körper uiiti'r den vorausgesetzten Umstünden auf Schult- oder auf 
Biegimgselasticitat zu bcrecimen ist, jcnachdem (unter ü und i Absolu^ 
werthe verstanden) 

Orathof, BiMtMtit ond VMtlglnlt. ^ # r 
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niax a'^ni-y \ 

ist, ilass aber die Vernaclilässigung der einen dieser zweierlei Spannungen 
gegen die andere um so lehlcrhafter ist, je weniger sich das Yerhältoiss 

tu 

ihrer Miudmalwerthe 

»1+ 1 

Setzt man für einen gewissen Querschnitt, unter ^ einen von der 
Form desselben abhängigen Coefflcienten Torstanden, 

R , Jfe , max% R J 

WO Ff J tmd e die bekannten Bedeutungen haben, setst man femer 

unter h die Höhe des Qnerschmttes, ß einen von der Form desselben ab- 
hängigen CoefBcienten , l die Länge des Stabes , A dnen von dar Be- 
lastungs- und StOtsungsweise desselbra abhängigen Coefficienten vecstandeni 
so wird 

max^ ß h 

und einer gleichen An^trongting durch die Schab- und die Normal- 
spannungen entspricht das Verhältniss: 

T=«T-^ (210), 

während bei kleinerer Stablänge die Scliubspannungon , bei gr<)88erer die 
Nonnnlspannungen die griissere Anstrengung in dem betreffenden Quer- 
schnitte bedingen. Bei prismatischen Stäben kann diese Betrachtung auf 
den gimzen Körper (statt auf einen Querschnitt desselben) besogen werden, 
indem dann unter JR und Jf Maximalwerthe Terstanden werden , die in 
verschiedenen Querschnitten stattfinden können. 

So ist z. T'. fiir oincn r e c h t e c k i g e n Q tt e r « c Ii n i 1 1 , mit dessen 
Seiten h die liichtungslinie von R und die Ebene von M parallel sindi 

^=-mid/?=-^, 

also mit w = 3 dus durch Gleichung (210) bestimmte Grenzverliältniss : 

Was X betrink , so ist bei gleichffinnig vertheilter Bebistung = ^) pro 
Längeneinheit des ganzen prisniatijiclien Stabes, jenachdem derselbe 1) einer- 
seits eingeklemmt, oder 2) beiderseits gestützt, oder 3) beiderseits ein- 
geklemmt ist: 

^ pl* pl* pl* 
2 8 12 

inaxR=pl ^ 

2 2 
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^ 1 war M III 

Iba erkennt daraus, wie veriiftltnissmlteBig klein bei rechteckigen und 
nm 10 mehr bei solchen Querschnitten, die in der Biegungsaze am brd- 

teeten sind . <lio frcin Länge eines stabrörmigen Körpers schon sein darf, 
h«'V(»r tlif Vernachlässigung dor Schubknift 11 hoi (h'n Aufgaben der 
I?ieginjg«eliisticitiit erheblich bdihThtift wird , und duss (h>shulb auch bei 
den dort bcÄliuunten „Ivorpern von gleichem Widerstände" (Nr. 77 — Nr. 80) 
die vorbehaltcne Correction der Querschnitte mit Bezug auf die Wirkung 
der Krall B (Nr. 86) eich auf die Qoerschnittey flir welche Jlf=0 ist, 
itod ihre nSclv9te Nachboreohalt besehrinken darf. 

l 

Wesentlich grosser kann sich freilich jenes Grenzverhttltniss -j- für 

solche Quer?ichnittsformen ergeben , deren Ureite in der Biegungsnxe nm 
kleinsten ist. So ist für den d o p p e 1 1 - 7'l'ö r m i g e n Querschnitt 
(Fig. o'y) nacli voriger Nummer mit den dort benutzten Bezeichnungen, 

II d 

wenn die Verhältoiseo b a und — sd sehr klein sind, 

' 2 a (cf -|- 3 o) er 
■f — 1 6e» [ l - (1 - a) (1 - d) »] = ^ (« + 3 <») 

folglich 1 ff-{-8d 



6 a + d 

I 1 o+2d 
und mit ift=3 nach Gleichung (210): -t-ss^t — 2- (212), 

d. 1. im Verhältnisse ""^^^ grosser, als im Falle des rechteckigen (^er- 
schnitles. 

86. — Was die so eben erwiihnte Correction der lunsichtlich ilirer 
Inanspruchnabme auf Eieginig früher bestimmten Ki»rper gleielicn 
Widerstandes betxiill, so werde lür die dort betrachteten Beispiele 
hier nachträglich die variable Dimensimi y ittr diejenigen Querschnitte 
bestimmt, Dir die das Kiaftmoment Jlf=0 ist nnd deshalb mit allemiger 
BQ<toicht auf die Normalspannungen sicli auch jf=0 ergeben hatte; und 
zwar soll sie so bestimmt werden, da-^t^ der in einem solelicn < ^Micr-iclmitte 
dunli die Schubkraft 11 verursachten gr<>S!<ten SchultPjianiiung = t eine 
ebenso grosse Anstrengung der Körpersubstauz entspricht wie der in allen 
Querschnitten sugelassenen grossten Normalspannung = k , dass also nach 
▼origer Nummer ^ 

9* 
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IM + 1 

Ut. Filter iler Voraussetzung, da^s <lio KJ'nporliinfj^o 1 wescntlicli gn»8ser. 
als der ( liL'u/wcTtli ist, der mit llcziig auf den (Querschnitt, fiir welelieu 
M am grössten ist, der Gleichung (210) entspriclit , genügt es dann, die 
Korperform nach filchätning so su modificiren ^ daes frflher bestimmte 
Dimension y einen Zuwachs erh&lt, der von einem Querschnitte M^wtax 
bis zu einem Querschnitte ilf=0 stetig von Null bis zu demjenigen 
W*-itlic zunimmt r der itir leisteren Querschnitt hier eben bestimmt 
werden soll. 

Wenn insbesondere der Körper Ali bei ^4 eingeklemmt 
und am freien Ende B durch eine Kraft P senlcrecht snr 
Lfingenriehtung AB^l angegriffen ist, so ergiebt sich 

1) fiBr den Fall eines rechteckigen Querschnittes von 
c o n fl t n n t e r Breite b (Nr. 77) , dessen Höhe von h heA A bis 
bei Ji abnimmt, wegen 

3 P 6 
^^~2^ nach Gleichung (206) und k=-^ nach Gleichung (184) 

aus-|^= — = — — : =- . (213), 

wonach mit möglichstem Anschlüsse an (ileichung (181) die Höhe y in 
der Kntl'crnung x von Ii bestimmt werden kann durch die Gleichung : 

y*=Ai*-|--f — .... (214); 

2) iür den Fall eines rechteckigen Querschnittes von 
eonstanter Höhe h (Nr. 78), dessen Breite von ( bei bis &| bei 
B abmmmt, wegen 

3 JP 6 VI 

t = — — — nach Gleicliung (205) und k = yf^- nacli Gleichung (189) 
2 0|A oh 

i 1 hit m l\ m + l // 

h ^ Ib^ m-f 1 0 4w l 

and die Breite y in der Entfemimg X Ton B im Anschlüsse an Glei- 
chung (189): 

y=d, -f 6J .... (216); 

3) iür den Fall eines kreisförmigen Querschnittes (Nr. 79), 
dessen Durefamesser von bei ^ bis bei B abnimmt, wegen 

4 4P 32PI 

nach Gleichung (206) und k=:—tl nach Gleich. (194) 



aas 



_L— Jl_^1 ?L_ . l/!?L±liL . (217) 

^Idy^^m + l' d~y 6m l 



und fDr den Durchmesser y in der Entfernung x von B im Anschlüsse 
an Gleichung (194): 

y« = rfj>+|-(rf3_,/^8) .... (218). 
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Bei jjl e i <■ Ii fi' r m i g nuf der ganzon I/iingc A]i = 2(i Vor- 
th e i 1 1 e r }} e 1 a s t u u ^ = 2ap de» b e i d o r g c i t s g <' s t ü t / t o u 
Stabes (Nr. 80) und bei rechteckigem Queruchnittc von 
eonstnnier Breite h mit einer v<hi k in der Mitte bis />| au den 
Enden abnehmenden H5he eigiebt eich mit 

^^^rr- Gleichung (205) und ks= ^?fl nach Gleichung (197) 
2 0hg oh' 

k 2 ahg m+1 h 2m a 
und lumn dum die Höhe ff in der Entfwnnng x von der Mitte im An- 
icUneee an Gleichung (197) oue der Gleichnng bestfanmt werden: 



If. DMhngidMttamt. 

87. — Unter cUeeer Beseidmung wird nach Kr. 26 die Inanepmcli- 

nuliiue eines stabförmigen K5rpen durcli Krfifte verstanden, die sich flir 
joden C^uorsolinltt durch oin ro^ullircndes Krüftopnar ersot/.cn bisson. dessen 
Kbeiie doiii < Querschnitte parallel ist und dessen Moment hier mit be- 
zeichnet werden «oll. Vollkommea ist dieser Fall verwirklicht, wenn, wie 
angenommen werde, der gerade Stab von Krftftepaaren an- 
gegriffen wird, derenEbenen die Stabaxe reehtwinlcelig 
schneiden. Für jeden Querpchnitt eines awisclien den Eben»'n zweier 
auf einander folgenden dieser Kriif'topnare Hogenilen Stückes AI» des 
Körpers ist das resultirende Mninent ^f gleich gross = der algeliraischen 
Summe der ^loineute der von dort bis zum Ende des Körpers ungreileudeu 
Krttftepaare. Die im Folgenden vmausgesetzte prismatische Form 
eines solchen KSiperstfid^es A3 ist dann zugleich die einfachste und in« 
sofern vortheilhailteste, als sie der Forderang «nes Körpers von gleichem 
Widerstände entspricht. 

Sind P und P' swei gldch gelegene materielle Punkte der unend- 
lich nahe benachbarten materiellen Querschnitte F und F , so lässt sich 
die durch M bewirkte relative Yerdrehung dieser Querschnitte betnichten 

als das Resultat eines gewissen Systems von Schiebung«! y (ssr , 

unter P" die nrsprfinglich in P ftdleude Projectiou von P auf F ver- 
standen), die der Grrösse und Richtung nach mit der Lage des Punktes P 

im Querschnitte F sich ftndern, und von denen eine fTir einen gewissen 
Punkt, den Drehungsmittelpunkt. = Null ist. Letzterer hat in 
allen Querschnifton des prismatischen Stul)stnckes AJ> diosell)e Lage, und 
der Ort dieser Punkte, die 1) r e Ii u n g s a x e , ist somit eine mit der geo- 
metrischen Stabuxe parallele Gerade. Wenn insbesondere, wie voraus- 
gesetzt werden soll, der Querschnitt swei sich rechtwinkelig 
kreusende Symmetrieazen hat| so ist a priori ansunehmen, 

r 
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d a 8 s die 1 ) r c Ii u ii ^ s a x e mit der g c o m e t r i s c Ii e n A x e zu- 
sammenfällt und du8 8 die materiellen Symmctricaxen 
irgend eines Querschnittes »ach bei der Verdrehung 
stets SU einander und sur Stabaxe senkrechte gerade 

Linien bleiben, weil in der Tliat unter solchen Umständen kein 

Grund denkbar ist, wesliulb eine Aliweicbnng von diesen Annahmen eber 
im einen , als im umgekehrten Sinne stattfinden sollte. Die Verdrehung 
eines < ^u»>rsi Imittes gtigen einen anderen wird dann gemessen durch den 
"Winkel , den die liomologen Symmetrieaxen beider mit einander bilden. 

Den Schiebungen y in den verscliiedeneu Punkten eines Querschnittes 
entsprechen ebenso gerichtete Schubspannnngen %y die der GrOsse nach sn 
den betreffenden Schiebungen ein constantes VeiMltniss haben, sofern, wie 
vorausgesetzt wird» dor Körper entweder isotrop ist oder 

wenigstens eine Elasticitiitsaxe im Sinne dor Stabaxe 
Ii a t. Ks ist die Aufgnbc, (b'u M a x i m a 1 w n r t h von x zu finden , der 
in irgend einem Punkte des Querschnittes bei gegebener Form und Grcisse 
desBcIben und bei gegebenem Drehungsmomente Jf stattfindet, sowie den 
speoifischen Drehungs winkel i^, d. i. den Winkel, um welchen 
zwei Querschnitte gegen einander verdrclit werden, deren Entfernung = der 
Längeneinheit ist, und wclclifr «Um Ii Division dos Verdrebungswinkels 
zweier unendlich nahe benachbarter Querschnitte durch ilire Enti'emuug 
gefunden wird. 



a. Die SpaiminigeB. 



vif. 3«. 

fr ^ 



-L 



88. — Mit Besi^ anf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem, dessen 
a;-Aze in der Stabaxe liegt, wahrend die y-Axe und die «-Axe mit 

den Symmetrieaxen eines gewissen Querschnittes 
des betrachteten Stabstiickes zusammenfallen, sei 
im Piuikte P (Fig« 36) nüt den Coordinaten 

Ty die Schubspannnng im Sinne der «-Aze^ 
T| die Schubspannnng im Sinne dw y-Axe, 
also — Ts dieselbe im nnmekehrten Sioii^ Beide 

f y sind Functiotien von y imd s , und zwar der 

T/ \ 1 vorausgesetzten Symmetrie wegen ofVonbar solche 

Functionen, dass, wie Fig. 3 t) andeutet, 
jenachdem y oder s entgegengesetzt genommen 
werden, 

Ty entgegengesetst whrd rcsp. nngeftndert bleibt, 
nngeändert bleibt resp. entgegengesettt wird; 

d. h. es ist ry eine ungerade Function von ;/ und gerade Function von z, 
Tj, eine gerade Function von // und ungerade Functii>n von r. 
Nimmt man also an , es seien ry und i , in IJeihen zu entwickeln , die 
nach ganzen Potenzen von y und js fortschreiten, so kann bei Be- 
schrftnkung anf die Glieder von höchstens dem vierten Grade die Reilie 
(Qr nur Glieder mit y oder mit y* enthalten, und kann dabei m nur 
als g* in einem Gliede mit y voritommen, d. h. es ist 
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Ty=my4-«iy^' + '»»yM .... (221), 

und analog T^g= «jff + n^y^z + »«a^ä^* J 
unter nif m^, m^, n, Cooflftcieiitoa verstanden, cu deren Ikstunmong 

die fulgen<l«"n Bedingungen iliencn : 

1) dii> i icillDgungen dea Gleichgewichtes zwiäclien deu Spannungen 
im ganien Querschnitte und dem iossmi Krafbnomelite M, 

2) die Bedingungen dee Gl^chgewicbtes der anf die OberflSche eines 
unendlich kleinen Körperelementes wirkenden inneren Kräfte, 

3) die Bedingung, dnss die Spannung t im UnifHii^e des Quer- 
schnittes tAngential an denselben gerichtet sein nuiss (uns df iiiaolhoii (lruii<lc, 
aus welchem es nach Nr. 82 im Falle der Schubclasticitüt sicii so ver- 
halten mu£stc). 

Wenn die sechs Coeffidenten sich diesen drei Bedingungen gcmSss 
nicht bestimmen liessen» to mOssten noch weitere Glieder mit höheren 
Potensen von p nnd jr hinsugenommen werden. 

89. - — r^er ersten der in vorif;or Xuramor genannten B('"lin<^nn^on 
entsprechen, uonn die Spannungen in deuj Sinnig wirksam godarht worden, 
in welchem sie für alle Kiemente äl'' des Querschnittes zusammen dem 
Drehmigsmomente M iqnivalent sind , die Gleichmgen ; 

fty (IF:=: 0 ; /V, F= 0 ; /(ff Ty — z r,) >IF= 3f, 
die Integrale ausgedehnt gedacht über den ganzen Querschnitt. Werden 
darin fQr ty und die Ansdrficke (221) substituirt, so finden sieh die 
beiden eisten GIrfehnngen mit Bttdcsicht auf die Symmetrie des Quer- 
Schnittes unabliängig von den CoefBcienten iHf ffl|y m^t Mi» Mf erföllt; • 
die dritte Gleichong aber liefert , wenn .mit 

B^ß'dF; G=/y*dF 

die Trighnlsmomente des Qaerschnittes in Beeng auf seine Symmetrieaxen 
beseidinet werden, 

» C— nJB 4- («h — «I ) /y*«' + «s/y* dF^n^ß* (fF= M (222). 

0em Gleichgewichte der inneren Bjrftfte an einem nnendlich kleinen 
Körperelemente entsprechen die Gleichongen (2), Nr. 2« die hier mit 

übergehen in: 

Ans der ersten folgt mit BOcksicbt auf Gleichung (221): 

mj-ffi,«KO (223), 

während die beiden anderen dadurth crfiillt sind, dass (im Bereiche des 
betruclitoten Stabstückes , fflr wclclif-. .1/ «'oiivfatit ist) die CocfVicienten 
tu, tHi. m^, »1, tu )d<< unabliängig nicht nur von y und Zf sondern 
auch von u: vorausgesetzt werden. 

Ist endlich, was die Bedingung unter 8) in ▼origer Nummer 
betriflt, ^ der Wmkel, den die Tangente des Querschnittsumfanges im 
Punkte § desselben mit der y-Axe bildet, verstanden als der Winkel, 
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ma weldieiiy nm mit dieser Tangente paralld m werden, die jf^AxB 
in demselben Sinne gedreht werd«i mnas , in wdchem dnrch eine Drdmng 
vun 90*^ der positiven y-Axe die Richtung der positiven g^Axe ertheilt 
wird, so wird jene Bedingung avsgedrQckt durch die Gleichung: 

^ = «f/ (tt — == — i(j ff , aiao z= f4f q> = — - (224). 

— •« (^!f 

Sie Hihrt m verschiedenen Bedingnngsgleichangen fiir die Cocflficienten m, 
I»,. fWg, w, «, , jp nacfi der TnifRngpgleichung des (^uer«<'lmittos . so 
dasf* HU eil Ty und r, je nach «1er Q u c r s c Ii n i 1 1 5 t o r lu ver- 
schiedene Functionen der Coordinateu s äiud. 

90. — Der Querschnitt sei eine Ellipse mit den Ilulb- 
azen h und c beziehungsweise im Sinne der y-Aze und dsor j?-Axe. Aus 
der Gleichung 



6«^ c* 



folgt dann: M^^I^^O; ^i^— ^-J^, 

also nach Gleichung (224) mit Rflclcsicht auf die Ausdrficfce (221) von 
und IT,; 

n 4- Ml H- ?'* 

Dieser Gleichung wird für alle Punlite des elliptischen Umfanget ent- 
sprochen , wenn 

»ij = tw, = »j = ft, =rr 0 und i»6*-f- a= 0 . (226) 

geseilt wurd, oder wegen B^-r-he* und C^-r-hhi 

4 4 

mC+nli^Q (22fi). 

Die Oloichung (223) findet sich dadurch ediillt, während Gleichung (222) 
»ich auf 

reducirt, woraus in Verbindung mit Gleichung (22<j) folgt: 

1 3/ _ 1 3/ 

2 C ' "2 ]{ 



1 M 1 



I.. 



(227), 



und somit die resuUirende Schubspauuung in irgend einem Tunkte y^ 8 
des Querschnittes : 

^- + -=.-^1/ ^^ + ^^- .(228). 

Der Werth dieses Ansdiuekes wöclist mit den Absolutwerthen der 
CfxinliTiaten f/. r Ix'i jcdom pefrohenen Vi'rhältnissc «IitcoIImmi , ist also in 
gcwisi^eu l'uulttcn des Umianges am grössten. Um zu erkennen, in 
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■welchen , werde der Ausdruck , unter z jetzt die Coordinaten eines 
Umfangspunktes TerstiHideii und h^e vonnsgeBetst, auf dUe Form 




gebracht, woraus sich w^eu 

2 M 

wiau:T = — ^ für 3/==i6, jer = 0 . . (229) 

erpebt. Der Mazimalwerth Ton 7 findet aiHo in den End- 
punkten der kleinen Axe Statt In den Endpunkten der grossen 
Axe (yssOt j=±c) ist 

2 M b 
n bc^ e 

Insbesondere fiir den kreisförmigen Querschnitt (psse=sr) ist: 



unter ^ = /(y«+Ä«)dii =1^-1- C, hier also = 2J?=:^ das Träg- 
heitsmoment des Querschnittes in Beeng auf die Stabaxe verslanden , und 

A 7c r" 



llt<ijPT= = ^ .... (230). 



91. — Bei einem r i n g fii r m i g e ii (Querschnitt»', aussen 
und innen von Ellipsen begrenzt, deren im Sinne der // - Axe 
und g'Axe liegende Halbazen besiehungsweise = &t nnd= h^, r^ sind, 
mOssen die CoefBcienten der AusdrQdce (221) von Tj und «user den 
Gleichungen (222) und (228) f&v alle Punkte der äusseren Ellipse der 
Gleichung (Nr. 90) 

W-f-Wt r- 4- //' 

und fdr alle Punkte der Inneren Ellipse dec Gleichung 

entsprechen. Soll das wieder mit 

= — = «, =s 0 
geschehen können ^ so mflssen m und n den drei Glrichungen 

Genflge lösten, was mit den Werthen (227) dieser Coefficienten der Fall 
ist, wenn die innere der äusseren Ellipse fthnlich, also, 
unter a einen echten Bruch verstanden^ 
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b e 

ist« mdem dann wegen 

J5 — ^ (6c3 — h^c, ^ = bc^ (1 — o*) 

C7 = Y — ^» = T ^'^^ — «*) 

die beiden ersten jeuer drei liestimmungsgleiclmn^cu identisch sind und 
auf die Form (226) gebracht werden k&nnen. Analog Gleichung (228) 
ist dann also 

und analog Gleichung (229) im Fülle 6 ^ c : 

2 1/ 

ffMbTTss — - tt"— . ^ für y = + ft, ir = 0 . (282). 

Insbesondere für einen ringförmigen Querschnitt, der von 
con c (> n t r i s (■ h u n Kreisen mit den Radien r und s=s ar 
begrenzt wird, ist 

2 M 2 Mr Mr ^^^^^ 

Würm die den Querschnitt lic^renzenden eonceutrisclien Ellipsen 
nicht ühnlieh , so würden zwar uucli lUe Ausdrüeke (,221) von Zy und 
ausreichend, die Cocfficienten derselben aber bei Weitem nicht so einfacli 
bestimmbar sein. Die äussere Umfangsbediugung 

käme dann darauf hinaus, dass fOr alle Werthe von p 

dass also mb*'\-nc^-\- {ni^h--]- )i^c*)c*=0 

und — miC*-|-«'i^* + »tC*— ü,-^ s= 0 

oder (m^ — it^) b*e* = )ii^h*' — tu c* 

sdn muss« ESbenso wflrde die innere Umfangsbcdingung die Gleictnuagen 

ml, ' + nv, -{- {mA ' ^^ "2 ') *= 0 
und (/«i — »1) 6j *Cj * = m^h^ * — Wt<^i* 

liefern, aus welchen Wer Gleichungen zusammen mit den Gleichungen 
(222) und (228) die Ausdrfioke der sechs CoefHcieaten m, iMi, Hy 
II,, II, SU entwidteln wären. 

1)2. — Der Quer seil n i 1 1 sei ein llochteck, despen Seiten 
paruliel der y-Axe s= 26 und paruUel der jS^-Axc = 2c', dessen Träg- 
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Iioitsmomente in Bezug auf die mit UieMn Seiten paralleleu Symmetrieazen 
folglich 

JB^^ bc* und C= * 6>c 

siu'l. Gemiisa der rmlUiig^Iiciliiij^inig unter in Nr. 88 iimss in allen 
Puuktuu der mit der ^-Axe parullelen Selten ly = 0 und in ulleu i'unkteu 
der mit der g-Axe parallelen Sdten rs = 0 sdn^ d. h. 

Ty=0 für s = -\- (• und je<leu Wert Ii von y, 
Ta— 0 liir i/==-\-b und jeden Worth von ^. 

Daraus folgt gemaas den Aiudrückmi (221) yon ty und t,x 
«, = — -«» % = 0; «^=— *ii = 0, 
somit ty = «i^ ^1 — ; = Mjer ^1 — . 

Die in diesen Ausdrücken noch übrig gebliebenen CocfHcionten fit| M 
sind bestimmt durch die Gleichungen (222) und (223), welche vregcu 

yl 1 
O 9 

übergehen in: 

~mC—^nß = M oder mC — nn=^M 

BS o 

und + ~ = 0 oder mC 4- nJi = 0 . 

Darnns folgt: 

^•'^ 4 C 4 J? 

und die resulturende Schubspannung: 



(284) 



Wird dieser Ausdruclc unter der Voraussetzung fr^c aui die Form 
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„8 / gi \9 Li -2 / „S\t 

<I,' +V~I,^) ' <^-b' V- ir-) 

und folglich um so mehr l^^U DieBen grösstmöglicheu Werth = 1 hat 
Jß in der That ftir ^= + 6, B^O, und ist also 

in den Mittelpunkten <1 e r längeren Seiten analog dem 
Resultate, das sich ftir den elliptisclien (Querschnitt (Nr. 90) mg(ebm 
hatte. lu den Mitten der kürzet on Seiten (j^=0| jff = Hhc) ist 

9 31 b 

16 bc^ c 

in den Eckpunkten (t/ — -\-h, g = -^c) ist r = 0 wie im Mittelpunkte' 
(if = g = 0) des Qucrsuhuittes. 



mit F=nbc nach Gleichung (229 j: maxt = 2 



93. — Bezeichnet F den Flüchcuinlmlt des Querschnittes, so ist im 
Falle der Ellipse 

Fb 

und im Falle des Rechtecks 

9 M 

mit F=4bc nach Gleichung (2;i6j: nuuc i —-r-^r* 

Bei gegebenen Wertlien von il/ und F, al?n hoi gegebenem DrehungS- 
momiTite imd gegebenem >f!iferlalftut\vaiide für den stabOirniigen Körper 
ist im einen wie im anderen Falle )n<u i um so kleiner, je grösser b, am 
kleinsten also, wenn b = c ist, d. ii. wenn die Ellipse ein Kreis, das 
Redlteck ein Quadrat ist In der That liegt es auch in der Natur der 
Sache, einem auf Drebungselasticitat in Ansprach genommenen stab- 
fonnigen K<"ir])er im Allgemeinen eine solche Querschnitts form zu geben, 
dass die Han|»t(r;iglieit<5momente /)*. (' gleieb gross sind, da durcli die Art 
dieser Innns|ini< hnalune keine durch die Axe gehende Ebene vor einer 
undereu aut^gezuichuet ist. 

Bezeidmet d den Durchmesser des kreisHirmigen , 8 die Sntenlinge 
des quadratischen Querschnittes von gleichem Fl&cheninhalte , also 



M 

so ist bei dem kreisförmigen Querschnitte : max r = 4 -^i^ und bei dem 

9 3/ 9 M 

uuudratischeu : mcu % = - - = —i^ -w? ? » somit letztere Maximül- 

* 2 Fs Yfg Fd * 

Spannung im VerhSltnisse 

9 

— = 1,209 . . . 
4j/« 
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grösser. Der Onind davon liegt darin , dass bei «lern qnadratisdien Quer- 
schnitte die Widerstimdsnihij^keit d»'s Materials nidit nur, wir !)oi dem 
kreisfürmigen gegen den Mittelpunkt hin , sondern auch gegen die i'^ck- 
punkte hin nur nnvollständig Tenrerthet wird, d» hier aoeh in leistoren 
T s 0 ist. Da dasselbe bei jedem polygonalen Qntrschnitte der Fall sein 
moH, wenn gemäss der Umrang8l)edingung unter 3) in Nr. 88 die Schnb- 
ppannung in den E«'kpunk(en zugleich die Kiclitung der einen und die der 
anderen von diesen Punkten atisgelienden Seiten soll Imhen krmnen , so 
lüsst sich (mit Hiick.siclit zugleich auf die obige ohne Zweifel verallge- 
meinerungstabige Vergleichung des kretsförmigen mit dem elliptiaehcn und 
des quadratischen mit dem l&nglich rechteckigen Querschnitte) schUesseUt 
da SS bei gegebenen Wertben des Drehnngsmomcnto.s 
und des Flächeninhaltes eine«? vollen ("nur von aussen durch 
eine gesclilosscne Linie be^rron/tcn ) Querschnittes de m K r e i s e die 
kleinste M a x i lu u 1 s p a n n u n g zukommt. Auch von nicht con-> 
Texen , insbesondere ron Querschnitten mit einspringenden Winkeln am Um- 
fange (Wellen mit sternförmig hervomigenden Rippen) ist ein Vortheil 
bezilglich auf Verminderang dner der Grössen F und maa' t bei gegebenem 
Wertlie der anderen nicht zu erwarten ; in den Scheitelpunkten der ein- 
springendcTi Winkel am rnitange ist r = 0 aii3 demselben Grunde wie 
in den Kckpunkt«'n eines convexen Polygons. 

Für den also bei T rn n s m i s s i o n s w e 1 1 e n mit Ree])! faef ans- 
schlie-sslich angewandten kreiäiV>rmigen Querschnitt vom Durctauesser d bat 



man, wenn 



/M 16 3f , 



3 

gegeben ist, d^y ~jM (237) 

oder (für das Centimeter als Liingeiieinlieit ) wenn JN' die Zahl der ri'crde- 
stärken bedeutet . die durch das betreil'ende VVelleustück bei n Umdrehungen 
pro Minute zu übertragen sind , wegen 

M . I .r .11 Mn 

~ ÜU . 76ÜÖ~~ 71620 



, 1/1«. 71620 N 



nt 

fi^waehen nidit Rficksichten praktischer Art dagegen, so würde i»ne 
Kreisringfläche als Querschnitt der Welle noch Tortheilhaftcr, als -ein voller 
Kreis sein; denn nach Gleichung (233) wäre 

' 2 3/ 
iMoarr = — 



7t rMl — «*) ' 

die Maximal.opannnng eines vollen kreisr(')nnigen Querschnittes von gleichem 
Inhalte, also vom Radius r„ =- r \ 1 — o' dagegen 

2 M 2 M 



max % 
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d. i. im Veriiältnuse — — L==:^ . 2. B. för ot =s 0.8 im Verhältnisse 
~yr = 2,733 . . . grtisser. 



b. Bsr DnluuiggwinkeL 

04. — Sind F und F zwoi Qtiorsolinitte in den Entfernungen x 
lind ./;*]- f/:r vom Anftingspiinklt' der ('txji diniiten , so ist der «nendlicli 
kleine Winkel = ^(/.i' , «ni welchen gegen F durch das Kraftmoment 
M im Sinne YZ (d. Ii. im Sinne einer Drehung von 90^* t wodurch die 
positive y-Aze die Richtung der posidven g'Ax» erhielte) Terdreht wird, 
gemSss den Annahmen in Nr. 87 als der Winkel zu verstehen, nm den 
die Symmetrieaxen von F gegen die entsprechenden Symmetrienxen von 
F im fraglielien Sinne gedreht werden. Ein allgemeiner Ausdiiick dieses 
Winkels und somit des specitisciieu Dreiiungswinkels wird durch fol- 
gende lietruclitung gefunden. 

Es sei /' ein miUerieller Punkt des (Juersflmiffos F^ P' der ent- 
sprechende niutcrielle Punkt von , d. h. der Punkt . der im ursprüng- 
lichen Zustande (vor der Einwirkung des Drehungsmomcuts M) die Coor- 
dinaten X'^äx, jf, 0 hat, w&hrend x, «/, 0 die des Punktes P smd; 
femer seien PQ = dy und VQ'=dy zwei glciclic ursprünglich mit der 
jf-Aze parallele unentUieli kleine materielle Gerade beziehungsweise in F 
und J**. Ist nun l die Verriiekun tr , die der materielle Punkt jP durcli 
das Drehungsmomeat M im Sinne der z-Xxc erfährt, so ist 

dt 

-J'ßx die relative YerrUckung von T* gegen P im Sinne der g^Axe, 

ox 

also 

Ueberschuss der relativen Verrückung von gegen Q 
über die von T* g^n P im Sinne der #-Axe und 

•r — f-dx der Winkel, nin den die Gerade V'Q' gegen die Gerade PQ 

öxoy 

im Sinne YZ verdreht wird (ausgedrückt in Bogenmaass, d. h« 

als Bogenlänge für den Radius als Einheit). 

Setxt man in diesem Ausdrucke, der im Allgemeinen eine Function von 
y und s sein kann, =: 0 , so ergiebt sich 

('^ Ar 

\d.i: hji/^ - 0 

als Ausdruek des Vcrdrehungswinkels eines Elementes der mit der ?/-Axe 
puraUulen Symmetrieaxe vou F' gegen das entsprechende Element der ent- 
spredienden SymmeCriease von Fj somit auch, da diese Symmetrieaxen, 
als materielle Linien betrachtet, anr Stabaze senkrechte G^erade bleiben 
(Nr. 87) , als Ausdruck des gegenseitigen Drehuugswinkels dieser ganxen 
Symmetrieaxen ; d. h. es ist jener Winkel = 9^dx» 
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In (gleicher Weise ergiebt sich, wenn die VerrQdcnng des Ponktee 
P im Sinne der jf-Axe bedeutet, durch VertauBeliong von y und 

y und ^: 

als Ausdnick dos Verdrcliungswiiikcls der mit der r-Axe parallelen 
Synimetrieaxe von 2*^ gegen die entsiirechende von 7^ im Sinne ZY, d. U. 
es ifit dieser Winkel =— •^(Ja*. Folglich ist der specifiscke Drehnngs« 
Winkel 

=-(— . . . (239> 

1)5. — Sind nun /j und die den Componontcn Ty und t,5 der 
Scluibspnnniing t entspredionden ('«unponciihMi dor Scliii'l)iin<r y Im l*iinkte 
i* {x , y, z) des Quersdinittos 7''. un<l i!<t (i »'in«* Coiistant»' =^ der Con- 
Htanten G„ der Gleichungen ( iO) in Nr. IG für den allgemeineren Fall, 
dass der Körper nicht i8ott( {i ist, sondern nur eme EhuUcitfttsaxe im Sinne 
der Stabaxe hat, so ist nach Gleichung (40) mid (26): 

Setct man hierin flir %y and die Aaadrfidi;e (221), so erl^lt man 

und weiter, indem in der ersten dieser Gleichungen jfsO, in der zweiten 
ysO geseilt wird, mit Rücksicht auf Gleichung (289): 

endlich hierans, indem in der ersten y=0, in der xweiten #sO gesetst 
und durch Sobtraction beider Gleichuqgen die dann in ihnen vorkommende 
Grösse 

eliiniuirt wird : _ 1 »< — n ^ 

Unter übrigen«; denselben Voraussetzungen , insbesondere nuf Grund 
der hier wesentlichen Annahme, das» die materiellen Symmctrieaxen be- 
ständig SU einander und zur Stabaxe smkrechte gerade Linien bleiben, 
hStte sich ofienbar derselbe Ausdnick von & ergeben, wenn in den Ans* 
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drücken von Ty nii<1 Itflii'!)!;,' viel weitere der niJigliclicr Wel>=(> darin 
vorkonimendtMi ( nieder ungt'nDinini'n. wenn z. B. durch die Ausdnicke 

r, = ttn/ + //"■- + m^ir^ -f ' -f + '^'a i/^ 

r, = // - -1- //'-' .: -f- >/, j-' + //•».: + //^ + r-' 

nur die (ilicdor vou hölierem, als dem sechsten Grade ausgeschlussen 
worden wären. 



— Für einen elliptischen oder auch für einen nnssen 

und i n n e n V o n U Ii n I i e h e n u n d ä h n 1 i c Ii Ii e g e n d c n E 1 1 i p s e n 
begrensten ri ngfürmigen Querschnitt i^t nnch Nr. 90 und 91: 

1 M \ M , ^ 1 .1/ / 1 ,1 \ 

ftlr eine volle Ellipse mit den llalbaxen b, c wogen 

5=5-*... (■=^'6«« ;Y . (21-.,, 

4 1 (x 

insbe8<nidere f&r den Kreis (Radius =s Durchmesser ^ d) mit 

und Hir die icr eisförmige Kingfläche (äusserer Radius = r, 

1 7t 

innerer =5 r| = ar) mit jBs=r(?=— ^ = ~(r* — rj*): 

3f _ 2 3/ 2 .1/ 

Für den r e c Ii t e c k i g c n Querschnitt (iSeitcnlüugen = 2b 
und 2 c) ist nach Xr. 92: 

also ^ l\ 9J/?>*4-c» 

insbesondere liir dtis Quadrat mit der Seite s = 2b = 2c: 

In (iradon ausgedrückt ist iu allen Fällen der specitisuhc Dreüungs- 

• 1, 1 180 _ 
wmkel SBB 

TT 

1)7. — Wenn die Verdrehung eines stabrönnlgon Körpers nicht so- 
wohl als nebonsächllchor oder gar Pf»">rcnd('r Tm-itaiid erscheint, wie bei 
Trnnsmis^ionswcHeii. .«oiiflorn wesentlich beubsichtict wird . wie es hei der 
Verwendung solcher Korper zu dynnmometrischen und anderen Zwecken 
der Fall ist, kann es in Frage kommen, wie die Qnerschnittsform 
zn wählen sei, nm bei gegebenen Werthen ron jlfnad 
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max 1 = 1 «1 e n D r e h u n g s w i n k e 1 m (> g I i c Ii s t gross zu 
erhalten, wie insbesondere , wenn als Qoeischnitt eine Ellipse oder 
ein Rechteck mik den halben Axen resp. halben Seiten h, e gewählt 
wird (&<e)y das Verhftltniss dieser IHmenäonen der fragliohen Fcrdening 
entsprechend ansonehmen tm. Indem aber 

2 1/ 

mr die EUipse nach Gleichung (229) : 

nnd flir das Bechteek nach Gleichung (236): i = 
ist, ergiebt sich nach Gleichung (212) un<1 (245) für beide Fälle 

oder, wenn die durch M und t bestimmte Grösse 

(*casa' nnd-^so?, also— =s-i; 

gesetzt wird: 

2 Cr« 1 2 Qa\ * X-/ *^ 

*» 

1 • 

Setst man **-f-^=/'(ip)t 

so ist ^^/(:'0_,^_1 ^^f M^o, 

6 



also für 



/*(£) und somit d" ein Minimum. Wächst über hinaus, ent- 



sprechend der Abnahme von x nntcr * so wurd 

' A^)=/'a) = 2 fUri.« 1,966, also ~ = i = 7,6 

unflrefalir. Bei <» jjpb on o ii Wortlicn von 3/ und t wird also 
ein m ü g 1 i c Ji s t g r <> 8 <• r 1) r c Ii u n g s w i n k e 1 e r Ii a 1 1 e n , wenn 
entweder die Ellipse als Kreis resp. das Rechteck als 
Quadrat, oder die eine resp. das andere so länglich ge- 
nommen wird, da8S~->7,Ü ist. 

ms x=-l - iat /'(a7) = 1,669 . . . 

' o 

fiir x=l ist /'(a;) = 2, 

Oraahef, EliuUcitfit nnd Featigkelt. 10 

Digitized by Google 



146 



Gtnda itobfiliiiiig« Klliper. 



far-^=K5 also & ongeföhr im VerhIÜtiiittt 0)785 Ueiner, als fOr 

c c c 

•--sl and-:- s= 7,6; mit oIum Ende waehieiidtm VerhftUiiisse 

ö h 0 

nimmt aljor aut-li v> ins riu-mlliclie zu. 

Für (1*11 Kreiä uud duM C^uadrat (Ittidiuä resp. halbe Seite =a) 
ist naeh Obi^om: 

Werdon aber l&r das Qimdrat die Werthe Ton & und a mm üntefschiede 
mit '9^1 und bezeichnet, so ist bei gleichen Werthen Ton M nnd ti 

- = -— — - 8oimt~f = — = 1/ -— = 1,042. 

V>i'\ qimdratiscliem Querschnitte crgiebt sich also die Verdrehung zwar 
gritpser, aU hei krci^lVinniiicm. doch nur in solchem (Jriide, da?s die Riiclv- 
siciit auf leiclaerc Ilerstellljarkeit in dor liegel tiir die Wühl eines kreis- 
ffirmigcn Querschnittes entscheidend sein wird , wenn nicht etwa durch 

c 

einen sehr flachen Stab von rechteckigem Querschnitte mit "^^^yS eine 

wesentliche Vergrösscrung des Drehungswinkels erzielt werden soll. 
Uebrigens wird auch («iehe folgende Nummer) der Verdrehungswinkel bei 
qimdrnti«icliem < juersclinittc am wenigsten mit der Theorie in Einklangs 
uud zwar thatsächlich kleiner geiunden. 

98. Die PrQfung der hier daigesteUten Theorie der Drebongs- 
elasticitüt durch Yergleichung mit den EiigebniBsen von Versuchen kann 

Tuir mit Hülfe des Ausdruckes für den Drehungswinkel geschehen, weil 
die Spannting im Inneren eines K«"»rpers sich nicht beobachten läfäist : auch 
Vorjiuclie über das zum Abwürgen eines Stabes erlbrderliche Kral'tmoraent 
in Verbindung mit der anderweitig bekannten Schubfestigkeit des be» 
treffenden Materials können keinen Anftchlnss geben, weil dabei Znstlnde 
eintreten, auf welche die ein vollkommen dastisches Verhalten voraus» 
setsende Theorie selbst nicht nähemngsweise mehr passt. 

Durch Messung des Drehvngswinkels [)rismatischer Stäbe aus iso- 
tropem ^faterialo , insbesondere aus verschicileuen Metallen (Eisen, Stahl, 
Kupier) und aii8 il\ns , hat Wert heim gefunden, dasa, wenn gemäss 
Gleichung (ö2j; >tr. 22| im Mittel 
1 IM 

Ös=s— ---j-^^Ä0,38JS, entsprechend m 2=3,18, 
gesetst wild, die Formel (241): 

eine gote Uebereinstimmmig gewShrt fOt kreisförmige, kreinringn>rmige und 
dliptische Qnerschnitte ; dagegen liefert jenen Versochen sofolge die fttr 
den rechteckigen Querschnitt gefundene Gleicfaoiig (245): 
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3JH/1 1\ 

im Allgemeinen etwas zu grosse Werthe um so mehr, je mehr das Bechtedc 
einem Quadrate sicJi nälierti so dass 

*-Tf (^^^) 

gesetit werden kann mit G = 0,38 Air ii^otrope Kdrper und 

n—1 für krelstV>rnnge und elliptisohei 

— 1.2 für (jurtdratisclie, 
»—1,2 bis 1,5 für mehr und mehr lUngliclic recliteckige Quer- 
schnitte. 

Uebrigens wurde sowohl das Verhältniss -= für verschiedene Sub- 

Stanzen etwas verachieden, als auch der Coortli iont n ausser von der Qner- 
schnittsform zugleich einigennaassen von M und von der Länge / des 
Stnitps abhängig gefunden : n nimmt etwas zu , wenn ]\f zunimmt oder 
l almiiiimt. Auch wurde schon bei massiger Grösse von M ein Tlicil 
von ^ nach der -Entlastung bleibend gefunden, der mit M rasch zunalim 
fmd ontor sonst gleichen Umstinden bei Iftngeren StiU»en TerhSltnissmissig 
grösser war, als bei knraen. 

Diese letzteren Thatsachen hängen zusammen mit der bei obiger 
Theorie ausser A<'ht gelassenen Compre?sion in transversaler Kichtun^. 
wovon die Verdndnnig eines Stabes stets in gewissem, und zwar, wie es 
scheint, von der Länge abhängigem Grade begleitet wird ; die entsprechende 
Volmnenyerminderong bestinmto Wert heim dmreh die FlQssig^eitsmenge, 
die aus dm mit der betreffenden Flüssigkttt erföUten Inneren eines liohlen 
Stabes bei dess^ Verdrclumg hinansgetrieben wurde, vnd fand sie bei iso- 
tropen Körpern proportional 



B. Zusammengesetzte Fälle der Elasticität gerader stabf&rmiger 

Körper. 

99- — Unter dieser Bezeiehnnng solleii im Folgenden soldie Arten 
der Inanqjniiehnahme eines geraden stabfönnigen KOrpers besprochen werden, 
die als Combinatbnen von swei der im Vorhetgebenden betrachteten ein- 
fachen Fälle: 

1) Zug- oder Druck-Elasticität, 

2) Biegungscluäticität, 
8) Sehnbelasticitiity 
4) Drehmigsdasticit&t 

betrachtet weiden können. Dieselben gestatten sechs solche Combinatimien: 

1) und 2) 1) und 3) 1) imd 4) 

2) und 3) 2) und 4) 3) und J). 
Praktisches Interesse haben besonders die Combinatiuuen der Biegung 

elastidtttt mit einem der anderen einfachen FftUe. Die Bebandlmig aller 
dieser sosammengesetsten Fälle beraht damnf , dass die Spaanongscompo- 

10» 
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ncntcn , nämlich die von den allgemeinen «ecljs Spannungscomponenten 
(Jx? Oy 1 (Jif Tg, Ty , T, tirtcli Nr. 21 lii»'r stets nur in Botnicht gezogenen 
drei : cTx > f^y • als !ilgt't»riii«< lM' Sunnaen der Antlieilf latrachtet werden 
können, die von den einzelnen der cumbiuii-ten Inanspruchnuiimen herrühren. 

I. CombiuAtlon toh Zug* oder Bniek- und Biegungs-Eliistieitttt. 

liM. — Während in allen anderen hier zn besprechenden Fällen der 

Körper als isotrop \ oransgesefast wird, braucht in diesem nnr angenommen 
zu werden ( Nr. "JG ). das? er nach der R i r h t u n g seiner A x e 
in allen Punkten gleich beschallen ist, weil es sich hier 
nur um die Zusununensetzung von Nornial8]mnnungen o und Dehnungen 
E huidelt, die, von verschiedenen Ursadien herrOhrend, flberall nach jener 
Richtung stattfinden, was einfach durch algebraische Addition geschehen 
kann. Oline die hier wegfallende Einschränkung auf Kräfte, deren Rieh- 
tuugslinicn die Stal)axe rechtwinkelig schneiden, weiilcn lihriuens die bei 
der liiegungselasticitat gemachten Annahuien beihehiiltcn , \ind wird ins- 
besondere (Nr. 4U) vorausgesetzt, dass dicKiehtungsiinien aller 
ftnsseren Kräfte in einerEbene liegen, welche dieQner- 
schnitte des stabförmigen Körpers in Hanptazen fflr 
ihre Schwerpunkte schneidet, wie es insbesondere dann der 
Fall ist , w e II n die Ebene <1 e r Kräfte eine S y m ni e f r i e c b e n e 
de.s K r» r j) e r s ist. Die elastirsche Linie ist dann eine ebene Curve, 
und es fallt ilire Ebene, die Biegungsebej^e, mit der Ebene der Krültc zu- 
sammen. Bie BeaB^hnnngen : elastisehe Linie, Biegungsfläohe 
resp. Biegnngsebene, Biegongsaze» elastische Fläche nnd 
neutrale Axe haben hier dieselben Bedeutungen (Nr. 85 und 86) 
wie bei der einfachen Biegungsclasticität. 

Wenn die äusseren Krät'te fiir einen t^ner^^chnitt /'' zu einer im 
Schwerpunkte O desnelben angreifenden Kcsultantu und einem Kräftepaare 
susammengesetit werden, dessen Moment = üf sei , jene Besnltante al>er 
in xwei Componenten P und R xerl^ wird, deren Richtungslinien be- 
siehnngsweise senkrecht snm Querschnitte und in demselben gelegen sind, 
so soll auch hier von der Wirkung der letzteren Kraft 11 abgesehen 
werden , was ebenso wie bei der Hiegnn'jsela.sticität nnt um so kleinerem 
Fehler geschehen kann, je grösser die Länge im Vergleich mit den der 
Biegungsebene parallelen Qnerscimittsdimensionen des Stabes ist. Durch 
die Kraft P dag^n wird der Körper auf Zug oder Druck, durch das 
Kräftepaar M auf Biegung in Anspriu li genommen, nnd die entsprechenden 
nac!i ( fleic)iung (62) und (81) zu bestimmenden Normatopannungen setsen 
sich zu der resultirendeu Spannung 

^^-j-±y (248) 

zusammen, wrtbei die IhichstAbcn die aus dem Früheren bekannten Bedeu- 
tungen luiben und, indem a ebenso wie algebraisch (positiv oder negativ) 
2U verstehen ist, wälirend J/, P, P, J absolute Grössen sind, im zweiten 
Gliede das obere oder untere Znchen gilt, jenachdem P aiehend odmr 
drückend gegen den Querschnitt gerichtet ist. 
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I^t r' (lor gnisstc Werth eines poeitavcn, ef' der grösate Abeolotwerth 



Die neutifilo Axe (a=0) fallt niolit mit der Bi<';;uii^'.sftxc (/y==0) 
zusammen und kunu selbst ganz auMseriiulb des (Querschnittes liegen, d. Ii. 
ihre (algebraisch verstandene) Entfernung i^q von der Biegungsaxe kann 
< ^ oder > e' sein. Ergeben sich ö' und <r" nach Gleichung (349) 
beide positiv, so ist — e" < >;o < <^ und die grösste SfMumiingy a" die 
grösste Pressung im Qiiersrlinitte. Ist d" negativ, so ist t^q <C — im 
Querschnitte finden dann nur Sp}\nniinp;pn im engeren Sinne .«fntt und ist 
a' die grösste, — a" die kleinste derselben. Ist endlieh a' negativ , so 
tjQ > i im Querschnitte finden nur Pressungen statt und ist a" die 
grOeste^ — «r' die kleinste. ^ 

101. — Streng genommen kann .echon bei de^Belastung eines Stabes 
durcli transversale Cdie Stnbaxc rechtwinkelig «cbneidende) Kräfte die da- 
durch lianpt.«äcblich verursachte Inansi)nichnalune auf Biegung von einer 
solclien auf Zug oder Druck begleitet werden in Folge der Reibung, 
die bis za gewissem Grade dem Gleiten des Stabes auf 
den Stfltsen entgegenwirkt. 

Ein prismatischer Stab sra s. B. Iiorisontal an den Enden gestfitit in 

EWei Punkten J, , 7?, (als Punkte befracbtdten Sciimalen Fläclien), die 
von der elastisrlion FUicIie (ilcin Orte der Biegimgsaxen) die Kntfernnngpu 
C , von einander die Kntfcnning 2n haben; belastet sei der Stab durch 
das in der Mitte concentrirt angreifende (Icwieht 2 P, während von seinem 
Eigcngewiclite abstrahirt wird. Ist der Stab verhftltnissmSssig sebr dfinn 
(e sehr klein in Veigldch mit a), so wird er in Folge seiner Biegung 
anf den Stützen , einwfirts gleiten , wogegen ein dickerer Stab in 
Folge til)eri«cliiissiger Dehnung an seiner unteren Flache auch umgekelirt 
auswärts gleiten kaiui ; durch die l?eihung l>ei un<l wird er im 
ersten Falle uui Zug , im zweiten aui Druck in Anspruch genommen. 
Weder das nne noch das andere ist der Fall, wenn, unter P die 
vertical Ober , Bi li^nden Punkte der elastischen Linie und unter 
tt den Nr'igungswinkel derselben bei .4 und 7? gegen die Gerade ABt 
unter 0 den Mittelpunkt des Bngeus . I7> verstanib'u . die Bogenlänge 
()A = s = (I f (( ist, indem dann die materiellen J'iuikte A und 7^, 
vor der Biegung um den Betrag ca jeuseits der Stützpunkte und JJ^ 
liegend, nur durch die Neigung a, nicbt durch Gleitung längs den StOtsen 
in die Lagen A und B gekommen sind. 



Nun ist nach Nr. 60 mit Besug anf das Coordinatensystem von 
Fig. 21: 



eines negativen rj , ferner 



a=& für r; = c', a = — a'' für = — e", 




und nach Nr. 61, Gleichung (147): a = -,, 




Digitized by Google 



150 Gerade atabförmige Körper. 

ds 

und nähenuigsweise mit Büduicht daranfi cUim ein sehr kldner Bruch ist: 

0 0 

= « +T - T + t) - « + i • 

Obige Bedingung für das FeUen eines Gleitungswiderstsades an den 
Stfltsen: 

s = a -|- ca = a 4" -4- ««'e 
gieU alw * 2 , 2 P , 

oder aoehy weil die Dnrohblagiuig in der Mitte bei 0 nach Gleich. (147): 

ist, 2 . 

5 

BcBoiehnet k die Maadmalspannung in der £!ntfeniiuig e von der 
Biegongeaze des mittleren Qaerschnittes, so ist 

, J , P k , \ k 

K — = ra, also -=■ = — ; o==-ir-^ — j 
e J ae B E e ' 

e 1X2 F 

nach Gleichung (25Uj also auch — = 1^ rr-s- • (2ol)> 

a ^ 15 jd 

z. TJ. — ^ — — - mit ^ — ^— ■ . In der Regel ist — viel «^riissor, somit 

Tendena zum Gleiten nach aussen auf den Stüuen rorbanden. Ist 

wo Tiel grosser, als der Grenz werth (251); dass diese Gleitong wirk- 

lieh eintritt, so wirkt ilur die lieibung = ul* (lieibungscoenieiont mal 
Stfltzendradc) als eine hortiontal einwärts gerichtete Kraft entgegen, die 
dann (abgeselien von einem nebensächlichen Einflüsse auf die Biegung) 
den Stab auf Drude fai Anspruch ninunt, entsprechend der specifisdien 
Ftessong 

*i — 

Da die durch die Biegung bcdmgte gröitiite Spannung 
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ist, 80 folgt 

^jL=^ ^- (262). 

Z. 6. im Fülle eines rechteckigeu C^uei'schnittes von der Breite b und 
Höhe 2e ist 

^-26«. 

d. i. ein meisteiiB hinlfinglich kleiner Brach, um ohne in Belndit kommenden 
Fehler gegen \ yeroachUissigen so dOrfen. 

102. — In hölicrem Grade kann die Biegung cinos durch trans- 
vori^ulü Kräfte belasteten ßtal)f'"»rmi;;en Kiirpers von einer Längsspunnung 
<lanu begleitet werden, wenn die relutivcLage der m uteri eile u 
Endpunkte, seiner Mittellinie unveränderlioh gegeben 
isty wenn z. B. der Stab an den Enden um feste, cor Biegongsebene 
senkreclite Bolzen drehbar oder wenn zugleieli die Kiehtung seiner Mittel- 
linie daselbst gegeben, wenn er nämlich an den Enden befestigt ist. Dass 
in der Tliat in snh iieni Falle die Iiians()iuehnabme auf Zug So beträclit- 
licli werden kann, du«» sie nicht ge;^eu die aui' Biegung zu vernachlässigen 
ist, zeigt das in Nr. 81 betrachtete Beispiel eines oberirdischen T^e* 
graphendrahtes , irobei sogar umgekehrt die durch die Biegung bedingten 
Spannungen verschwindend klein sind. Indem hier die dureli die Be- 
festigung des Drahtes an seinen Enden vemrsaclite Zugkraft .cell)st viel 
grösser, als die primäre Belastung, nämlich als das Eigengewicht de« 
Drahtes ist, ergiebt sicli zugleich, dass trotz der nach wie vor beibeiial- 
tenen Voraussetzung sehr geringfügiger Biegung doch jene Zugkraft zu- 
gidch wesentlich beitragen kann, die Art der Biegung und die ihr ent- 
sprechenden Spannnngsmomente zu bestimmen. 

Als Beispiel werde ein prismatisclier Stab von der Länge 
4 (( betrachtet , der horizontal an den Enden befestigt und 
(bei Vemiwhlüssigung .seines Eigengewichtes) durch das in der Mitte 
concentrirt angreifende Gewicht 2P belastet ist; die Be- 
festigung sei eine solche, dass die elastische Linie in ihren 
festen Endpunkten von der geraden Verbindungslinie 
derselben berührt wird. Würde der Stab in irgend einem Quer- 
schnitte, dessen Schwerpunkt Ii sei, durchscimitten, fo wäre das Stabstück 
Ali, unter A das zunächst liegende Stab(!ndt' verstanden, in unveränderter 
Weise dadurch im Gleichgewichte zu erhalten , dass im Punkte B die 
vertacal abwfirts wirkende Kraft P und eine horizontal im Sinne von A 
gegen B wirkende Kraft Qy femer in der Endfläche bei B ein Krftftepaar 
= dem zuvor im Querschnitte daselbst herrschenden Spannungsmomente 
angehnielit werden : letztere? wäre = Null, wenn 7* ein WeTulepnnkt der 
cla^stiachen Linie wäre. Solcher Wendepunkte hat die elastische Linie hier 

oflenbar iwei, und swar liegen sie auf 4- der Stablftnge von den Enden, 

4 

weil ebenso wie Im analogen Falle des beiderseits nur eingeklemmten 
Stabes (Nr. 57) auch hier die elastische Linie ans vier glelehen, nur. 
schieden liegenden Stächen besteht. braucht also überhaupt 
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f 
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solcljps Stück AB — (f betrachtet yni wcnlen : Fig. .30, Nr. 77. woselbst 
in B nocli die nacli XB gerichtete Krnit Q hinzu zu denken ist. Diese 
Kraft Q und die Durchbiegung d (Fig. 30) oder der Absolatwerth 

des Spannungsmomentes im Quwscbnitte bei A (= dem in den beiden 

Endquerschnitten nnd im mittleren Querschnitte des Stabes stattfindenden 
gn'isstt'n Spnnnungsmomente) sind zu ermitteln, um nacli Oleiobung (249) 
(mit den oberen Vorzeichen und mit statt Jt*) die Anstrengung des «Stabes 
beurtheiien zu können. 

Zu dem Ende hat xnan mit Besqg auf das CoordinatensTStem von 
Fig. 80 die Homentengleichong ; 

oder -^^——P^^x-i-q^^ p^ = -^ und 
ird mit y bezeiclinet; so lolgt daraus 

und (Ins allgemeine Integral dieser Differentialgleichuqg ist| anter A und 
Ii Constante verstanden. 

// = — p'.r -}- q^S = Aff^^ -f Jßf!-'»'. 

Zur Bestimmung der Constanten A) Ii dienen die zusammengehurigen 
Werthe: 

;c=:0, Ä=0 und x = a, -^ = 0, 

ax 

also die Gletchuigen: 0=A-\'B und — p*^Aqif^ — Bqe^> 
Danach ist die Gleichung der elastischen Linie: 

a*ß^p*x^Ji(^^-e-^-) mit B=:j . (263). 

Die Kraft Q (somit die Grosse q) ist dadurch bestimmt, dass die ihr 
entsprocliende verhältnissmässige Deimling der Mittellinie = "^^^ 

S U 

— — — ist, wenn s die BogenlSnge AB bedeutet, deren ursprOngliche 

Länge = ihrer Ph>jection auf die d;-Aze = a isU Nun ist nach 
Gleichung (253) 

,1z 

aläu uit Hi'icksicht darauf, dass — — ein sehr kleiner Bruch ist, 

9X 



(Ts 
äx 



1 + !>*- 2^i»*a (^""-i- c-'O + i/^j/H*-'- 4- -i- 2)j, 
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IJ.' . n,ß,.:t I.JUX — n.ii i l 



und bei Einsetsnng des obigen Ansdrackes toh Bt 

Oder mit » = «2 wegen 

s—a /_2>^y r_i 3_ j_ 6-" — t'-" 1 1 

Mit den Bexdehnongen 
und mit Jm^Ff* folgt also mu der Gleiehung 

™-(i)'^-«)'i(^)'=(i)' 

Bei gegebener Belastung des Stubes ist hierdurch n bei»tiiumt, 
also auch 

Q^EFn*(^^^ (266). 

Ans dem Ausdrucke des Spannnngsmoments in einem beliebigen Quer* 
schnitte: 

Px—Qs^EJip^x — q*s) = £JB Qf^* — e-««) 
nach 61ei6bang (253) folgt dann mit x=ai 

M=EJB((f^ — c-'^)=^^^^ ^7*^"! = Pa. Am) • (257) 
\ Ä e°+6 

und endlich die Maximalspannnng X; nach Gleichung (249), insbesondere 
im Falle (f^e" = c: 

+ y = V«) 
oder mit Rüctcsicht auf Gleichung (256): 

-^©'^ 'h- (:)■] ? + 

Sind 7.-, und Z-, die beziehungsweise von der Biegung und von der 
Dehnung des Stabes (von M und von lierrührenden Bestandtheile von 
kf ao i«t 

(269). 
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Ist if die Maxiüiulspannung , die im Stabe stattliiulen würde, weim er an 
den E^den nicht befestigt, sondern (streuj^ genommen ohne Reibung) nur 
«ngffklemmt wäre y so dais er nur auf Biegung in Anspruch gmommen 
wird, 80 ist 

J f{n) 

¥=-4^ = (^ + t)^W=A'0 + "'^^W7 . (200). 

WuB die in diesen Fonndn ▼orkommenden Functionen ^(m) und 
F{n) botrifTt , so kaniiy wenn tt ein der Einheil nieht nahe kommender 
echter Bruch ist, 



2 G ' 24 - 120 ' 720 - 5040 
gesetzt werden, und ergiebt sich dann 

Im Falle eines rechteddgen Querschnittes von der ^ite ( ist 

h 1 

und tindet man dann beispielsweise mit '^ = 2000 Crleichung (258) 
bis (260) 

fßx n — 0,1 0,2 
«=21,3e 30,4 e 
Ai= 0,0149 A'i 0,0297 
* = 1,0115 lif 1,0162 Ä:'. 

Man erkennt daraus, dass die der Dehnung des Stabes ent.aprcchondp 
Spannung erst dann eine im Vergleich mit der liiegungsspannuug 
nicht zu vernachlässigende Grösse haben kann, wenn das Verhältniss der 
Länge rar Didce des Stabes ungewöhnlich gross ist. Noch weniger fehlei^ 
hall, als die Vernachlässigung von Tc^ gegen , ist die Berechnung der 
Anstrengung des Stabes nur auf Biegung, glciclj als ob er an den Enden 
nicht befestij^f . sondern eingekhMnnit wäre ; man tindet «ladurch die 
Maximalspauuuug (bei der hier vorausgesi-tzteu Belastungsart ) uui höchstens 
etwa l^/o zu klein, wenn a<20e, d. i. die Stablünge 4a kleiner, als 
das 40iache der Dicke 2e ist. 

Da die obige Untersuchung unter sonst gleichen Umständen auch für 
einen stabförmigen Körper von der Länge 2 a gilt , der an den Enden 
drehbar befestigt ist . ho folgt , dups gleicher Wei^e die Anstrengung eines 
solchen Körpers , sofern das Verhältniss seiner Länge zur Dicke nicht etwa 
ungewöhnlich gross ist, imr unerheblich zu klein gefunden wird , wenn sie 
so berechnet wird, als ob der Körper an den Enden gestfitit wäre und 
somit nur auf Biegung in Anspruch genommen würde. Die Berfick- 
sichtigung der Deimling in der Mittellinie in Folge der Tiiegung durch 
normal dam wirkende äussere Kräfte ist ütoigens in solchen Fällen um 
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so wcni>:or ;.'oI)(»teii , als eine viel grossere (positive oder negative) Dehnung 
durcli Tuiuperiituriiudcruugen des Stabes verursacht werdeu kauu, dercQ 
EinihiSB im Folgenden (Nr. 122) n&her geprüft weiden wird. 

— Von grösserem tecliniacliem Interesse ist die Combination 
von Zug- oder Druck- und Uicgungs - Elasticität in solfhcu Füllen, in 
denen eclion unter den gegebenen Itelastenden Kriillen sieh s(dche betindeu, 
die Compoucntcu im Sinuc der Suibiixe hubeu. Vou dergleichen Fällen 
sollen hier znnäclist solche nälier besprochen werden , in denen alle iaieere 
Bjrftfte mit der Stabaxe parallel sind, eine Belastungsart , die als ezeen- 
trische Zug- oderDruclcbelastung bezeiclmet werde und von 
der die Speciainille hervorzuheben sind, in denen die Angritrs|iunkte der 
Kräfte in der Mittellinie selbst liegen und somit der Stab auf sogenannte 
Knickung in Ausprucl»- genommen wird. Häufig kommt die gleich- 
zeitige Inanspruchnahme auf Zug oder Druck uud auf Biegung bei gewissen 
stabförmigen Bestandtbeilen susammengesetater Con- 
structionen vor, wovon auch einige Beispiele im Fönenden betrachtet 
werden sollen. In allen Fallen wird vom Sägeogewichte der Körper hier 
abgesehen. 

a. Exoentrische Zug- oder Diuckbelastaug eines prismatisohen Stabes. 

104. ~ Ein prismatischer Stab AB sei im Punkte D von einer 
Kraft P angegriffen I deren Richtungslinie mit der Stabaxe parallel ist; 

die Entfernung p des Punktes J) von dieser Axe lieisse die E x o e n - 
trieitiit ilcr Kralt 7*. Unter A inid ]i insbesondere die Kndpunkte der 
Mittellinie verstunden, werde A als Anfangspunkt eines reclawinkeligen 
Cbordinatensystems der y angenommen, die ursprünglich gerade Stab- 
axe als x-Akuy positiv in der Bichtang ABy die j^Aze positiv in solehem 
Sinne, das« die f/-Coordinato dos Punktes 2) positiv =j> ist. In Bezug 
auf die Stützung.<\MM~e wenlen <lie vier Fälle unterschieden y dass der Stab 

1) bei A eingekieninit uml übrigens frei, 

2) bei A und ß gestützt, , 

3) bei ii eingeklemmt^ bei B gestatzt, 

4) bei A und B eingeklemmt ist. 

Die Einklemmung wird dabei in allen Fällen als ein Zwang der clastischm 
Linie, von der ./-Axe berührt zu werden, die Stützung als eine seitliche, 
d. h. als Verhinderun'' d<'r Au3wei<'bun<r des i'csfützten Punkte« der ^^ittel- 
linie aus der x-Axe vcrstandeu. Ausserdem muss der Stab natürlich seiner 
Länge nach an einem Ende so gestützt sein, dass er dadurch im Sinne 
der Kraft P sich zu bewegen gehmdert ist; diese letztere Stützung 
zusammen mit si-iilieher Stfltzun;.; an demselben Stabende ist einerlei mit 
Drcti barkeit um eine zur Hiegungsebcne senkrechte feste 
Axe daselbst , zusauunen mit Einklemmung dagegen einerlei mit Be- 
festigung an dieser Stelle. Uebrigens wird zunächst angenommen, ilic 
Ordinate y der elastischen Linie sei so klein im Ver- 
gleich mit der Ezcentricität ^, dass das Moment von P 
in Bezug auf d ie Bi eg u n g 8 ax e j e d e s Q u er schn i t tes o h ne 
in Betracht kommenden Fehlerssp^ gesetzt werden kaa^ 
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Fig. 37. 



105. — Unter dieser Voraugsetzung ist, weuu der iS t&h Ali am 
Ende A befestigt, flbrigens frei «nd am freien Ende B 
durch die Kraft P excontriech auf Zng oder Druck 

belastet ist (Fig. 37), sowolil die Zugkraft P, 

als auch das auf Biegung wirkende Kruftmoment 
Jlf = für alle Querschnitte gleicli und somit 
auch mit J=l''f'^ nach Gleichung lür alle 

Querschnitte des Stabes: 



D 



D 



(262). 



Dabei entsprechen die oberen Zeichen d»'r Zug- 
belastung , die unteren der Druck belastung (der 
ersten resp. zweiten Fig. 87). 
Hat X. B. eine excentrisch belastete H&nges&nle, d. \u 

ein in verticalcr Lage oben befestigter un<l unten durch ein excentrisch 

angehängtes Gewir lif V belasteter prismati.«clier süibfürniigor Körper einen 
rechteckigen Q ii c i c Ii u i 1 1 mit den «Seiten b und 2 e (6 senkrecht 
zur BiegungsebeneJ, so ist 

c'=e«=re; J=|-6e>=4^i.V, also r=^^e\ 



8 



3 



lur j> == — c : a == 2 
3 



(263), 



o" = ü 



P P 

bei kreisförmigem Querschnitte mit dem Radius r dagegen 
ist mit 

1 4 4 



1 p 

farjp=s-^r: a' = 2-^f a"=0 



P P 

Man erkennt daran? , wie schon bei verbältnissniässig kleiner (i rosse 
der Excentricität p die Maximalspannung erheblich grösser wird, als die 

P 

der centrischen Belastung entsprechende glttchmüssige Spannung -p . 

100. — In den drei letzten der in Nr. 1 'M nnlerscliiedenen Fälle 
hinsichtlich der Stütsongsart des iStabes sei A das •Stabende, gegen welches 
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die Itelustende Kraft P hin gerichtet umi an welchem der Stab seiner 
Länge nach ^estütet ist , so dass , unter C den Fusspunkt des vom An- 
grifispunkto D der Kimft Panf die Slabaze geföUten Perpendikels CD=p 
^ ^ verstanden (Fig. 38) f nur das Stfick AC des Stabes 

I ansser auf Biegung zugleich auf Dmck in Anspmcli 

J / genommen wird. Die Buchstaben .1, B sollen zugleich 

■* jj*'' die NN iilcrstandskrälte der (seitliclien) Stützen resp. 

Eiuklcutumngcn au den gleicliuaiuigeu Stabenden bo- 
seichnen und xwar algebraisch verstanden : posUiv oder 
^, jy negativ y jenachdem sie die Richtung YA oder AT 
''\^ 1 liahen. (A) und {B) seien die Spann ungsmomente der 

y '• I < >ui't srhiiitft' hei A resp. />, ((\,) und {(',) die Spannnngs- 

mouu'ntL- der C^uei-schnitte unmittelbar neben d»'r Stelle 
C im Sinne gegen A resp. Bf alle diese Momente 
auch algebraisch verstanden ond awar positiv oder 
negativ, jenachdem die elastische Linie an der be- 
treuenden Stelle im Sinne YA oder AY concav 
gekrümmt ist. Mit den Bezeichnungen AC^n. ]>('=l) sind diose sechs 
( Jii»i,sen Af Bf {A)f iß)f (C'ft), (C'in) durch die folgenden vier Gleichungen 
verbunden : 

XH-J?==0; (Cb)— (C.)=Pp. . . (265) 
(r,) = (J)-f Jflr; (Cu)^(B)-\- Bh . . , (266). 

Von A gegen (' sowuld wie von B gegen C ändert sich das 
Spannungsmonient stetig in gleichem Sinne mit dem Moment der Krait A 
resp. Bf so dass als relative Mazima von M nur die Absolutwerthe von 
(Ca) und (Ch) und eventuell die von (A)f (S) in Betracht kommen, falls 
nämlich liti .1 re<p. JS nicht einfache Stützung, sondern Einklemmung 
stattfindet. Sur diesen relativ grössten "Werthen von M krmnen nacli 
Gleichung (21:9), worin tiir das Stabstück AC die unteren Zeichen gelten, 
fiir das andere B— 0 zu setzen ist , auch solche von a' und a" ent- 
sprechen. Welche von ihnen die absolut gr&ssten sind, hängt ab von 
den) Verhältnisse a : b ond von der verhSltnissmSssigen GrOese der Exeen- 
tricitit p, verglichen mit den Querdimensionen des Stabes. In den folgenden 
Nummern sind ntir jene relativ grössfen Spannunf_"'niotnen(e mit iliren 
algelnaisehen Wertlieii (zur Kennzeichnung (le~ Kniinimnigs^Jinnes der 
ehiMtiüchen Läuie) entwickelt , woraus die weiteren Folgerungen in jedem 
gegebenen besonderen Falle leiclit gezogen werden. Dabei kann auch in 
B noch eine äussere Kraft Q im Sinne BA angreifen ohne dass sie 
f Hilf er der zu Ende von Nr. 104 bemerkten und hier zu Grunde liegenden 
Vt>raus«etzung) auf }f von Kinfluss wiire ; nur ist dann statt P in 
Gleichung (21!)) iVir die Slabstrecken J^J und BC liezieliungsweiso 
P -\- und mit den unteren Vorzeichen der bctrell'enden Glieder zu 
setzen. 

Bei C findet eine plötdiche Aendening des Spannungsmomentes und 
somit der Krümmung der elastischen Linie statt; ftlr diesen Ptmkt C der 

du 

letzteren sei y der (sehr kleine) Wert!» von , d der (im Vergleich 

Ux 

mit p sehr kleine) Werth von — siehe Fig. 88, worin die einem 
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positiven d pntfpreolicnd (ülicrtrii'lion gozeidinofo) vpränderte Lage des 
Puiiktos C, iliic \'('ihiiidim<j:«gt'rn(it'ii mit den Punkten A , 11 und die 
Tangeute der ulastigciien Linie i'ür die geänderte Luge dieses Punktes C 
durch gestriolieUe LiiiiMi angedeutet sind. 

107. — Der Stab sei bei^ um eine snr Biegnngsebene 

senkreolite feste Axo drolibar, l)ei H gestützt. Es ist dann 
(4)s=(i?) = 0, also nach Gleichung (205) und (2GG) mit ^==a + 6; 

— A=J?=-^^-; (r.)=>l<i = — yPi>; (C,.) = J??> = yi> (267;. 

"Was die Neigung und Durchbiegung hei nämlich die Grii.'jcen y 
«nd ö betrilTt . kann , wie Fig. 38 und ihre Vergleichung mit Fig. 20, 
Nr. 58, erkennen lässt , dos »Stück AC resp. BC des gebogenen IStabes 
als ein Stab betrachtet werden, der bei C unter dem Winkel 



gegen die Gerade AC resp. HC geneigt eingeklemmt ist, womit und mit 
resp. 2s 5t femer mit Ps=0, (^ = 0 sieh ans Gleichung (122)y 
Nr. 68, eigiebt: 

Ans diesen Gleichongen nnd mit Rflcksicht auf obige AnsdrQdce tob 
B folgt: 

-E^/= 3|-^ i>J iJ(J = — — i-Pi) . C209> 



1(18. — "Wenn der Stab bei A bcfc-itigt. hei 7? oi n ge- 
klemmt ist, so kann, wii> Fig. 38 und ihre VcrgK'i( hang mit Fig. 10, 
Nr. 54, erkennen iüsst, das iStück AC des gebogenen iStabcs als ein Stab 
betrachtet werden , der bei (7 nnd A unter den "Winkeln 



«=-(»'+4) 5" 



gegen die Gerade AC geneigt eingeklemmt, das StOdt Bö ats oui Stab, 
der bei C nnd B unter den Winkein 

d d 

gegen die Gerade Bö genmgt eingeklemmt ist, womit und mit 2=sa 

resp. l = hf femer mit P=o, = 0 sich aus Gleichung (97) Wr S 
und Gleichung (98) für (.1), Nr. 66/ergiebt: 



(270). 
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Dureh ä» Eintetrang dieser Ansdrilclee in den Olaehmigeii (265) 
werden diese zn zwei Gldohnngen mit den Unbekannten S ; man indet 
daraus mit l = a -f- h 

EJy:=s i j-^ iPjp; EJd = Fp . (2/1), 

dann ans den Gleichnngen (270): 

-A=.B = ^r,, (272) 

(a)=- *<*'"-f+*'> ii>; (a)=»J2!:Ä«2p^ (273,, 

endlich damit ans den Gleichnngen (266): 

Ebenso wie im TOiigen Falle (Nr. 107) sind A and (C) stets 
n^atir, Bf (Ob) nnd y stets posiUv; dagegen können hier (A) und (jB) 

ebenso wie () in bt'i<It n Fällen positiv oder negfttiv sein je nach dem 
Grössenverhältnisse a : h. 1 ) 11 h e i ist der A b s o 1 u t w e r t h von (A) 
stets < — (T,), der von iß) stets <(Ca,), weil, was z.B. erstere 
Vergleidmng betriffl, 

±{2a — h) (n-\-h)-^±(2a^-^ah — h^)<'l(r'—ab-\-b% 

«iinilicli 2«« — 2a/>-f 2 6*>0 und Gr/->0 

ist. Die Vergleitliung von + {B) mit (Ci>) ergiebt sich daraas durch 
Yertaoschang von a mit b. 

109. — Ist der Stab bei Ä befestigt, bei B gestützt, 
80 gelten für A und (C,) die Ausdrücke (270), für B der Ausdruck 
(268), wftbrend (Cb) ist nach Gleichnng (266) mit (^ = 0. 

Nach Efaisetnmg dieser Ausdrucke findet man ans den Gleichungen (266): 



■E/y= ^ ^, — -^Pi EJd^ i-j^5 ^Pjp 



(276), 
(276) 



damit dann — A^B= — -Fp ... 

Audi Jiier sind A nnd ((7») negativ, ^, (Cb) und y positiv, während 
dioYoneichen von {A) und d Ton dem Verbiltnisse a:5 abhängen; auch 
hier ist ferner der Absolntwerth von {A) stets (Qt)y weil 

±[o* + 2/;(a — 6)]2=±(a2 + 2a& — 26*)(a4-6) 
= + + 3 a»6 — 2&«) < 2a» + 8a*& + 26», 

niimhch a»-|-4Z»3>Ü und 3tt^-f 6a-6>0 isU 
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110. — Im Falle von Nr. 108 befindet sich z. B. eine vcrticale 
prismatbche Sftnle, wdebei mm Tragen der Decke eines grösseren Banmes 
(x* B. einer Werkstatt) dienend nnd dadurch oben mit dem Gewichte Q 
centrisch belastet , zugleich an einer mittleren Stelle C (in der Entfernung 

(l vom unteren "RnHo A. f> vom oberen En«!»' II) vormittels eines zeitlichen 
Ansatzes ( iiiij^'('.«flirauli(t'ii Consuls etc.) durch ein (iewicht I* »'xceutrifich 
(iu der ICuLteruaug ^> von der Axe^ beliiÄict ist, lUlIs in Ftdge ihrer Ver- 
binduugs weise mit dem Fnssboden nnd der Dedce ihre Biegung nur so an 
Stande kommen kann, dass die elastische Linie von der geraden Yer- 
binchuigslinie ihrer Endpunkte in diesen berührt wird* Ist dabei der Quer- 
sclinitt vnn snlchcr Form, duss (/ = c" =^ e ist. fo findet in jodom der 
beiden 'llieih' A(J und (k'r Säido die griisstc Spannung — lalls es 

eine solche giebt, d. h. a' nach Gleichung (240^ positiv ist — und die 
gritsste Fressung unabhängig vom Biegungssinne in demjenigen Querschnitte 
statt, für welchen 31 am grössten ist, also im Querschnitte C% resp. (X 
unmittelbar unterhalb und oberhalb der Stelle C- So crgeh(>n sich mit 
Mt, = — ((/«) und = (Cb) die grüssten Spannungen und Pressungen : 

ff.' = ^*-j f ff. ' = M^-j-\ im unteren, 

Ob = Mb ^ > Oh" = Mb -j + -p- im oberen 

Thcile der Süulo. Wcdidies dieser je awei relativen Mnxima von o' und 
a" diis absolute Maximum ist, hangt von Terscbiedenen Umständen ab; 
ohne Weiteres erkennt man , dass. 

wenn > M\, ist , max a"— a/' 

wenn J/|, > il/. ist , max o' = 0\! 
ist. Was dieses Grössenverhältniss von und betriA , so folgt ans 

den Gleichungen (273) mit x^s^^ 

= Mh ist j wenn 4 — x -|- 1 — ' — .'"^ -|- 4 .r 
X^-'hX''\'hX—l^{,K—l){^X^—^X-]~ 1)= 0, 

also a?=l oder Ara«2+ a:=2 — 1^3 = ^ 

2 4-J/3 

ist. Wegen Mb =0 für a = 0 ist also 

Ton-^ssObis bis 1 bis 2 + bis oo 

h 2 -f |/3 

Soll a* höchstens =1;', a" höchstens = i^' sein, so wkd sich bei 
m&ssiger Grösse von p in der Begel 

max& J:' 

effreben , so dass max ü" maa^s<;ol»('iid i^t Hir die orforderlichen Quer- 
Uimeoäiouen oder die zulä^ige Belastung der Säulej doch konnten u. U. 
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auch die VerhilteisM 80 bestinint werden eolleii, daas max ein 
gegebenes Vielfoche von max & wird. 

Es sei s. B. die Sftnle von Gnsseisen mit krmBringiurmigcm (^uenehsitte, 
r der ftusser^ fj der innere Baditu, also 

e = r, J=~(r*-ri*)s«-i-jP(r«-fri»), 



5 ^ „ 4 



ferner a = 2&y also Jf,=s-5-Pj>, Jtfb = "jP|». 

tNor IT aas ff/ oder ffb , jeiAelidem < 1 o^ieri' ^ — ^ — 

ist. Wenn unter fibrigenä geg^Mum Umstfinden p von Noll an wftdist, 
so tritt mnlehst nnr eine annehmende tTngleichh«t der Pressungen in den 
▼ersehiedenen Punkten der Querschnitte ein bis bei einem gewissen Werthe 
▼on p eine der beiden Grössen d,,', a\! positiv und goniit eine Spannung 
im engeren Sinne wird. Bei weiter wachsender Grösse von p nimmt dann 

der echte Bmch mehr nnd mehr an, und es sei die Fkage, wie 

gross höcltstens j> sein darf, wenn nvax a" wenigstens = 2 max ff' 
bleiben söu? 

Unter der Yoranssetzung , dass 



o 

2 _l_ *. . 2 



p>- ! — i-, also maxa'^oj 

4 T 

idt| ündet man entsprechend der Forderung nuix &' ^ 2 max & x 

27 r« + ri« 

^""20 P r ' 

welcher Ansdroek aber nnr dann in der That > ^ ist, wenn 

4 r 

2 

Q> P ist. Anderen Falles wire max & = fft' und eigäbe sich gem&ss 

der Forderung niojc &' s= 2 nuix a' : 

^ = T-~P T— 

2 * 

Ist a. B. im ersten Falle rjss-^ry so ergiebt sich 

^ = 1^=8.9 5.85 ,8 
für 1 2 8 

QrüJbor, filMtloltät uuU FMligkeit. 11 
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111. — Die den vorh ergeh enden Aufgaben zn Grunde liegende 
Annulime, die Ordinuten ;/ der elustisclien Linie seien sehr klein im Ver- 
gleich mit der Kxceutricität p der Kralt Pf kauu um elieston im Falle 
Ton Nr. 105 n. U. unraläsng sein, d. h. bei ezccntrischer Be- 
lastong am freien Ende B des am anderen Ende Ä 
befehligten Stabes. Für diesen Fall werde jetzt angenommen, die 
Durchbiegung d bei J5 (der Absolutwerth der Ordinate y des Punktes 
S der elastischen Linie) sei nicht sehr klein im Vergleich mit 
der E X c e n t r i <; i t ii t p — HD. Dabei verhalten sich die beiden durcii 
Fig. 37 dargestellten Fälle verschieden : siehe Fig. 39. 



Fig. 3». 



\0 




Wirkt P als Zug. so findet eine solche 
Biegung statt , djiss jl/ von U nach A abninnnt ; 
der grösste und deshalb maassgebende Werth von 
M im Qaerschnitte bei £ ist aber ebenso g^s, 
als ob d verschwindettd Idein wäre, ninüich = J)i, 
sofern der Unterscliied «wischen der Stredce BD = p 
und ilirer Projection auf vi y als eine im Vergleich 
mit p kleine ( Ji-risse zweiter Ordnung vernachlässigt 
wird. ^lii üolclier Annäiierung sind also auch die 
Mazimalwerthe von & nnd den in Nr. 105 
als Ittr alle Qnetsehnitte gOltig angeffihrten gleieh, 
80 dass eine weitere Untersuchung dieses Falles 
ohne näher liegendes Interesse ist. 

Wirkt aber P als Drnck, so nimmt M von B nach A ra» 

und es ist liier 

ein Ausdruck , dessen \V»Ttlil>estiuiinnng die Kenntniss der Gleichung der 
elastischen Linie erfunlert. Aus der Momentengleichung 

p 

folgt aber mit a* = -^^ nnd ßssy~~p — d 

dx* dx* 
mit dem allgemeinen Integral! 

j» = »/ — 2^ — d = Asm (nx) -{■'Bcos{ax) , 
unter A nnd B Constante verstanden, die gemäss den zusammengehörigen 
Werthen 



rieh efgeben: 
Somit ist 



A=sO, Bsr—p-^d. 



— T— r = 1 — cos (ax) 



(279), 



daraus nut a;»!, 



Digitized by Google 



Oeiade sUbfitomig« KiSrp«r. 



163 



P 

1 — cos{af) oder j^ = cos(al) . (280) 



und die Gleichung der elastischen Linie: 

1 — eo8(ax) 

p co8{at) 

. Nach Gleichung (280) ist nun »iou: M=P(p d) = ~^^-=- und 



(281). 
eosifll) 

damit nach Gleichung (249): 

tnaxc'^(jJ'^^^)p; nume»=^( , j.-h l)p (282). 
\Jcos{al) Ff \Jcos{al) ' 

Wenn unter übrigens gegebenen Umstünden P oder dne QoerschnittS- 
dimension so bestimmt werden soll, dass d' liorhstens — . a" höcbstcns 
= ist, so kann die gesuchte Grösse, da sie /ngleich im Ausdrucke von 
a vorkommt, nicht als gcscidossener Ausdruck entwickelt, sondern nur 
durch allmähliche N&herung oder dmrch Probiren gefunden werden. Wird 
inabesondere die snlfiasige Belastung P gesucht, so ergiebt sich mit «r= 
jFy ein erster Näherungswertli , indem nuin 009(a2)=sl entsprechend 
asO Setsty = d«n kleineren der beiden Warthe 

übereinstimmend mit Gleichung (262) i dann ein zweiter , dritter u. s. f.: 

P- < -j— und <■ .. — mita.=I/ 

P.<--^^-— und<-^^-- «uta,=|/^ 

eosia^lj ' «w(fliiO 
u. s. f. bis ^ immer kleiner werdenden DiSSnenzen der auf ebander 
folgenden Nfthemngswerthe den snletst gefundenen als hinlSnglich su- 
treffend enchmnen lassen. Aus 

ist ersichtlich, dass cos (al) um so kleiner, die Rechnung nach Gleichung 

(202) also um go melir correctioiisbedürflig ist , je grösser die Länge im 
Vergleich mit der Dicke des Stabes und mit /) ist. ITebrigens kann bei 
dieser Kechnunjr <)(lcn!>ar nmjo* ganz ausser Betracht bleiben und maxa" 
= kf' gesetzt werden, wenn kf'^k" oder niclit viel <;Ä" gegeben ist. — 

Ein unten befestigter verticaler hölzerner Pfosten von quadratischem 

Querschnitte «" = 6, J*=4e«, /= yc*, = -i-e^) , dessen 

Höhe = der 20 fachen Dicke ist, sei z. B. au einer Kante der 

oberen freien Endfläche belastet {p = c) ; die Grösse dieser Belastung P, 
welche der Forderung /j"ss60 (Kgr. pro Quadiatoentim.) entspricht, wfth- 
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rend k' > k" nic ht in Betracht koiuml , ergic'bt sicli dann l»ei der Au- 
nalime 1200UO C^gr. pro Quadrutceutim.) uiu Gluichuug (2ö2;: 

P_ V' 60 



pe 



4-1 ssec(ll/ 



9 



60 



P . , P . 

iSetzt niuii diesen Aufdruck vun - - , der selbst eine Fuuciiuu von -=} istf 



80 findet man 



^=/(0) =15; J = 11,54 
12,21 



F 

und kann danach scldiesslich P=12,2i^Kgr. gesatst wonlon , unter 
den Quersclinitt des Pfostens in Quadrutcentimetem verstanden. Die xa- 

1220 

lässige Belastmig betrügt hier also nur -^^ = 81 % derjenigen, die sich 

1 '> 

aus Gleichung (20 2) ergeben hätte. Die Durchbiegung bei U ergiebt sich 
ans Glttehong (280): 

6=lsec {al) — l'\p = 0,305 p = 0,306 e . 



b. Inaospraohiuüuiio eines genden Stabes auf Kniokung. 

112. — Wenn ein gerader Stab in den Endpunkten Aj B seiner 

Mittellinie von zwei gleichen und entgegengesetzt gerichteten Kräften P 
auf Druck in Anspruch genommen wird^ so ist zwar an und flir sich kein 
Grund vorhanden . wcslialb er eine andere Dotunnation , als eine blosse 
Zu.suminen<lni('kiuig hei j^jerade bleibender Mittellinie ert'aliren sidlte ; allein 
CS kann bei verhältniäämusäig grosser Länge des »Stabes und starker Be- 
lastung jener Gleichgewichtsnistand ein diät Art labiler sein, dass durch 
den geringsten xufiilligen Umstand, z. B. durch einen «iflüligen Seiten- 
druck oder wegen mangelhafter Homogenität des Materials eine Biegung 
eintritt, wodurch neue Spannongen nnd Pressungen veroisacht werdoi, die 

P • 

mit den im Qnersehnitte gleichförmig vertfaeilten Pressungen =s«77 Mch 

P 

combiniren. Man sagt dann, der Stab werde auf Knickung in An- 
spruch genommen , er werde zerknickt, falls diese Inanspruchnahme 
die Trennung seiner Theile zur Folge hat. 
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Ist drtbci der ninstweilen nls p r i s m n t i s <• h vorfmpfyf'^ctzf o Sfah a m 
p i n 0 n Ende A o i n g o k 1 e m m t und ii h r i e n s I' r o i , 8o i.st »licser 
Fall als Grcnzfall des in Nr. III untersuchten zu helraciiten, entsprechend 
dem ITebeiigange von |» in die Gtmm Noll, wlhrend d eine endliche 
Greese behält ; die bei Ä angreifende Kraft P ist die Reaetion der Lings- 
stützung . deren Verbindung mit Einklemmung bei A identisch mit Be- 
festigung <le-i Stalle«; daselbst ist. Indem aber aus (Ueichung (2S0) mit 
p=(}f d>ü sich a)s(al)^~Q ergiebt, erhält man nach (ileich. (282): 

also unliestimmte Werthe, woraus zu s< hlie.ssen ist, dass. wenn gciii.iss den 
Verhältnissen das Gleichgewicht bei gekrümmter Mittellinie überhaupt mög- 
lich ist, dasselbe bei jedem Werthe von d stattfinden kann, so dam 
man keine Sicherheit dafür haben wurde, dass die Biegung und die ent- 

sprechendni S])annungoii ni<ht unwaflisen bis ^ie den Bruch des Stabes 
durch Zerknickung berbeinWin'n. l'm diese rjffahr zu voniipiden. ist also 
P kleiner zu wülden , als der kleinste Werth , bei «loni ir<^en«l eine nnrli 
so kleine Biegung überhaupt bestehen, d. Ii. wodurch co.s (a /)= 0 worden 
kann; dieser Werth folgt ans 



(288) 



und wird sonach als diejenige Kraft betrachtet, durch die der Stab swar 
nicht serknickt werden muss, aber doeh bei der geringsten ZnflUligkmt aw- 

knickt werden kann. 

In Ermangelung einer hier a priori gegobenon Kraft- und lÜogungs- 
ebcne ist natürlich anzunehmen . das? die liicgung in dem Sinne eintritt, 
fnr den der Widerstand dagegen am kleinsten ist; J bedeutet also hier 
das kleinste Tiflgheitsmoment des Querschnittes fßr irgend eine Biegungsaxe. 

118. — Der ans Tlleichung (230) mit — 0. <J>0 folgenden Be- 
dingung cos{al) = 0 kann auch genügt werden durch: 



, J/ /' „ft ^ TT 



al8oP=9--^ 2h-- — 



entsprechend dem Umstände, dass die elastische Linie 
ihrer Gleichung (279) 

y = <J [1 — cos (flr.r)] 

im Allgemeinen eine Wellenlinie sein kann (Fig. 40) ^ die 

TT 1 

aus gleichen Stficken wie AB von der Lause — besteht, 

r 2 n ' 

• und deren Ordinate y==ö i^t nicht nur im Tunkte B 

(ax = t sondern anch im Punkte B^ (ax = 8 , in 

J5j ^«a;=^ 5 — ^ . . , , während sie dazwischen abwcchsclungswciäc =0 



■J, 
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und = 2d \<t. Im Falle dos einerseits freien Suibes ist freilich eine 
solelio weniger «'infache und eine gn'tssere Kraft erfordernde ]{iegung, 
uutäprcciieud einer von A bis oder bis 7i, . . (Fig. 4Ü) reiclicndon 
elastbclNii Linie, bei dauerader Belastung nicht (liöchstnis ▼orttber- 
gefaend bei slOBBveteer Belastung) annmebmen; dagegen filbrt diese Be- 
trachtung zum Aosdradte Ar die Bnicbbeiastang P bei anderen StOtaanga- 
arten des Stabes. 

Ist insbesondere der Stab an beiden Enden gestützt, so 
dass die elastische Linie in ihren Endpunkten A , JJ beliebige Neigungen 
gegen die Oerade AB (die nisanunenfallend«i BiditaBgilinien der in A 
und B angreifenden Kr&fte P) annehmen kann (& B. eine Koppelttaiigey 

beiderseits um Zapfen drelibar, bri ihrer Inansprucluialiinc auf Druck), so 
entspricht bei einfachster l^ie^jnngsart die ela^^tiseiie Linie einem der Stücke 
7>/>\ , Ulli., ' • • der Cur\e. V'i'^. JO, verhält sieh also jede Hälfte dos 
Stabes ebenso wie der ganze Stab im vorigen Falle, so da^s, wenn mit l 
immer die ganze Stablöuge bezeichnet wird, die Zcrknickuug nach Glei- 
chung (283) erfolgen kann durch die Kraft: 

bt der Stab an beiden Enden eingeklemmt, so dass die 
dastisohe Linie in ihren Endpunkten A , B von der Geraden AB (den 
zusammenfallenden KielittiTi(:^slinien der Kräfte P) berührt wird (z. B* eine 
Sünle, <lie beidci ^fit< mit elieiien Endflächen entsprechende Flächen von 
iiu\ eränderlieher Ivirhtiiiig benihri). so ■stimmt hei der einfachst ni<")glichon 
Jiiegungüweise die elastische Linie übereiu mit dem Curveustücke (Fig. 10), 
das von A bis sum folgenden Berfibrungspunkte der Aze AX reicht, ver- 
hält sich also^ dn Viertel des Stabes wie der ^nae Stab im ersten FaUe, 
und ist nach Gleichung (288) die &aft, wodurch der Stab serknid^t 
werden kann: 

p=l^^-^ ^„»^ . . . (286). 

— Die betrachteten Stfitsungsarten des Stabes, die ni den 
Ausdrficken (283)— (285) für die Tiniehbelastung P geltihrt 
haben, ontspreehen den in Nr. 104 unter 1), 2) und 4) 
für den Fall der ex<cntris(lien Zug- oder Dniekbelastimg 
angeführten. Gemäss der dort unter 3) bemerkten Stützungs- 
art kann es nun auch hier noch der Fall sein, dass der 
Stab einerseits eingeklemmt, andererseits 
gestütst ist. so dass die elnstisehe Linie und die Ver» 
bindungsgernde AJf ihnT Kndpimkte sicli bei A beriilirenj 
bei J{ dagegen eine belielii;_'e Neigung ^egen einander an- 
nehmen können. Die einfachste, also wahrbcheinlieh>.le und 
geföhrlichBte Biegung (Tir diesen Fall zeigt Fig. 41 ; sie 
j' isty weil ausserhalb AX ein durch ilfsO charakterisirter 
Wendepunkt C liegen muss, nur dadurch möglich, dass das 
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Stabende B dnrcb eine Ffibning in AX m bleiben geswungen wird. 
Dadorch wird dn gewisser Seitendruck Q dm FOlurung ala nutbestimniend 

fÖP die "Wertlie von Jtf in den verschiedenen Querschnitten des Stabes 
eingeführt, welcher sonncli an die Stolli* der riihekannten S ih's Fnndji- 
raenüilfiilU'S (Nr. 112) und <hT daraus altLjeleiteten Fülle trift uiirl. flx-nso 
wie dort d, nur mit liültu der ehisüächeu Linie, wenn überhaupt, bestimmt 
werden kann. IKe Differentialgleichung der letsteren ist aber: 

oder '|';'^=-o»y + 6«(Z-«) mit a« = ^ , ^'^ if* 
woraus nut ^^^^^ folgt: 



9 • ^'y t 



also, nnter Ä und Ii Constante verstanden, 

5= — a*jf-\'b*(l — x) = A8m{ax)-^Jico8(ax) 

— — ^* = -^ö OOS («^) — ^« s»» («^) • 

Die Int^rationaconatanten Af B und die Unbekannte .sind an die 
folgenden zueanunengehdrigen Warthe und entsprechenden Gleichungen 
gebunden : 

Aus den zwei ersten dieser Gleicliuugen folgt = — a/, aus der dritten : 
-j- = — Gleichung 

al=siig(al) mit " = .... (280) 

< 

durch die gegebenen Grossen erßlllt aein mnss, wenn jene drei Glei- 

4-Iiiingen zusammen bestehen, der vorausgesetzte GIcichgcwiehtazustand mög- 
lich sein soll, während, wenn es der Fall ist, dadurcli nur die Verhält- 
nisse, nicht die Ahsolutwcrthc \ <»ti . , h- hcstinnut sind, mit orlor 
al8u auch die 8pannungi>mumeute der Querschnitte unbestimmt bleiben. 
Analog der Schlosafolgerung in Nr. 112 ist daraus au schliessen, daas 
der kleinste Werth von P, welcher der Gleichung (286) enteprieiit, die 
Zerkniekung des Stabes herbeiführen kann. Indem aber der kleinste 
Winkel ii;i(]i«t Null, dessen Tanponte ihm selbst (in Bogenmaass aus- 
gedrückt j -l.ich ist. in Cradmaass 257" 27' 12" betragt = 4,41)34 in 
iiogenmaass^ ersieht sich aus 
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1 /~P FJ FT 

a/ = Z^-g^=M934 : P= 20,19 = 2,010 jc« (287), 

ein Werth I der zwischen den durch die GUeichangen (284) and (385) 
bestimmten enthalten ist, wie sn erwerten war. 

115. — Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchungen, dass 
in allen Fällen erst bei bestimmter GrSsse der insseren 
^ Kraft P irgend eine Biegung des Stabes mög- 

lieh wird, dass aber, wenn P diesen Werth 

hat, die Grösse der Biegung unbestimmt 

■< ^» bleibt, erscheint so aufTallend. dass es vnri Interesse ist, 
?o . .. . 



X 



I 



zu prüfen, ob und inwiefern dieses Ergebniss etwa nur von 
den Ungenauigkeiten der Entwickelung herrührt. Es werde 
I dabei der Fondamentalfall (Nr. 112) des einerseits 
^ eingeklemmten nnd übrigens freien Stabes 

vorausgesetzt (Fig. 42). 

Ungenau war aber jene Entwickelung zunächst inso- 
fern, als sie von der Momentengleichung 

wmm. I —^M (Gleichung 81, Nr. 40) 

ausging , die als Grundlage der Gesetze der Biegungselasticiliit gerader 
Stäbe aas dem allgemeinen Aasdmcke i&r die Dehnnng in der Entfernung 
TOn der Biegtmgsaze: 

€ = £^ + (l-i-£o)^ (Gleiehnng 73, Nr. 36) 
dadurch hervorgingi dass dafflr näbemngsweise 

e = «o -|- y (Gleichung 74) 

gesetzt wurde. Auf Gmnd des Tollstindigen Ausdrucks von e ist die 
Momentengleichung : 

f — ^= JB. f 

und werde sie in dieser Form zu Grunde gelegt, da die Dehnung der 

P 

Mittellinie hier nicht « 0 , sondmn s — — — ist bei nach wie vor als 

ijfi' 

gering vorausgesetzter Biegung des Stabes. 

Bei der klemen Grösse von 9q (i9AmfyS\B < 0,001, meistens < 0,0005) 
ist freilich diese Correctur von gans onteigeordneter Bedeotong. Wesent- 
licher kann es sein, dass femer mr Intcgiätion der Momentengleichung 



1 

statt y ^ 

gesetst wurde, unter ff* und f^* die Differentialquotienten und ver^ 

standen, nnd crgiebt sich mit dem vollstSndigen Ausdrucke von ^ nun- 
mehr die Momenfengldchung : 
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oder mit a*= vt/4 j \ ' = y — ^ — y'i S^'=^'t 

(1 -f-^} 

nnter «' und y die Diffnmitialqiiotisiilmi -3- und -j^-^ venta&den : 

ax ax* 



Durch Maltiplication dieser Gldchung mit 20'dx ^ 2dM erhSlt sie die 



3 



WOVaus durch Integration sicli crgiebt : 

Dif Consuintc cutspridit den zusammengehörigen Werthen y = 0, y' = 0, 
also gsss'-^S, g'ssOf aomik der Oleiehniig: 



worauB fdgt: 



2 ^ ' I 1 _|_ 



= Is ^ 

[1 - i-a» (d« - [1 — 5"**' 

l-^a«(d«-#«) 
äx = d^r. 
|/ «t (dt jpt) |"i — i. a» (a» — 

Ist femer 5 die Länge der ekstischen Linie, also 

unter / die nr';[)niii;,'liclie Stnhhinge verstanden , so crgieht fich an.« dem 
gefundenen Ausdrucke von r/.r und mit Rücksicht auf Gleichung (288) : 

da = dx VT^'' = dx 

dg 



y (d«— [1 — ~ a« — r»)J 
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oder mit us=a*(d* — s-), 

, , tt , 1 du 1 du 
tJao ß» = d* ; dg=s = — 

«* 2s 2a yu-d- — u 

da oäuUidi js negativ, also a£= — ^a^x;' |/a^iS* — U ut, 

1 du 



2a 



//«(a^a»- u) (i — <*) 



Behufs einer angenäherten Intei::r<ition dieser Gleichung, deren genaues 
Integral ztir Chisse der elliptis' Ik ii I'unctionen irfliort . kann man be- 
merken , «hiss l>fi der liier als grrin- angen<miiiK'ni'U liiegimg dfs SUil)OS 
die eingeführte Vuriuble u ein kleiner linirli, uümlich nach Gleichung (2Ö8) 
von einerlei Grössenordnong waSA ^*=y''j in erster Annfthenug » y'* 
ist. Wenn man also 



-^J_.__=(i-i«) 



iia< Ii der binoniisclicn Heiho entwickelt, so nehmen die Glieder sehr sdinell 
ub, und ergiebt sich mit Hüekeiclit auf die zusuminengehörigen Wertlie 

y=0, z= — d, M = 0 
2a«8-i2a/(l-4-«o) 

Nach den bekannten lieductionsformclu : 

ist hiermit a = 0, 6 = a»d», 0= — 1, ^=u, X = a^(J«ti — 

und mit Bücksiebt darauf, dass {7=0 ist für m^O und itir u = a*d*'. 

J VU ^ i \ü 
/ , J-i-/ u. 8. f., also 

2«?(i+*o)-^ + (y) — +(2r4) U") + • • \\Jjü 

oder, da nach der bekannte^i Integruilurmel 
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/ 



(Ix n ^ i ^ • 2c J' — h 



du , , ■ 2u-'a'd' 
"T— - - = ColisL 4- arc sin « 

=are9m(l) — arc«i»(— ist, 



Wie Bcfanell die Reihe bei mäßiger Biegung des Stabes convergirt» 
ist danach zu beurtheilen, dass aS nach Obigem der Werth von yü lUr 
den Punkt Jt , ulso Nälierungswerth von in diesem Punkte ist Auch 
ist nach der Momeotenglei< liiing 

und da J)I für deu Querschnitt bei A = l^d ist, «« d«Ä — , unter ^ den 

Krümmung-Iialltincsspr der i>l;i-ii-rh»«ii Linie im riinkte A verstanden. 

Bei verscliwindend klfiin-r I )ur( lilii('^Mmg d ist iniclj ( ih'iclmng (280)| 
wenn der entsprechende Werth von 1^ mit J'^ he/eiclmet wird, 

also in erster Annähorung: Pa = ~r i l~t 

in nrmtermit J-«F/«s =^ ^ ^'^O + Y * 

Hicmaeh war es zwar sehr angenähert richtig, die dnreh Olcit liimg (283) 
bestimmte Kraltgriisse als die kleinste zu hezeiclincii, bei der eine Biegung 
des Stabes möglich zu werden anilingt ; dagegen ist die Un- 
beslimmtheit der Biegung durch die genauere Analyse 
beseitigt worden, da d nach Gluchung (289) stetig aunimmt, wenn 
P aber Pq liinaus wichst. Gleiches gilt offenbar fttr die anderen Stütaungs- 
arten des Stabes. 

116* — Bei den praktischen Anwendungen sind freilich die Ver- 
hiltnisse meistens von solcher Art, dass P nur wenig grösser, als der 
(«IsO entsprechende) Grrenawerth P« au sein braucht, um eine unau- 

lässige, nümlieli solche Grösse der Durchbiegung (5 /u bewirken, die eine 
übermässige Aii>trengung oder gar die /«'rknicktmg des Stabes zur Folge 
haben wiinh'. Zunächst kann imxu nändich bemerken, dass, da abs>>hit 
genummen jedenfalls kh-iiiei , als die höchstens zulä.ssige , in gröbster 
Entfernung =rc von der Biegungfsaxe stattfindende Dehnung, d. Ii. kleiner, 

als etwa -^^^ ist, mit praktisch unbedingt zulässiger Annäherung gegei\ 
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1 vemacbläsfligt werden und somit Gleicliting (289) in der Form ge- 
schrieben werden kann: 

Mit demselben Rechte aber, mit welchem gegen 1 su vemachlSssigen 
war. kann in der Reilie auf der rechton Seite dieser Gleichung schon das 
zweite Glied Temadilässigt, somit ftir jeden Werth von d 

p__ p ^ ^'-'^ 
gesetzt wenlen, wenn Cmit J=yf^)i 

d. Ii. wenn < \f ist. In(lfin hImt <!!<• Iii'iclistens zuln?si«,'e Sp.-mTiimpr h 
^vi\s-^'v. Iiis die der Uicfrnng cU's St!ili<>- allein (ohne die gleichzeitige la- 
auspiuchnuhme auf Druck^ entsprccliende, d. h. 

sein mu8S, und nacli Gleichung (290) im Gleichgcwichttizubtaude des ge- 
bogenen Stabes 

ist, 80 ist um so mehr: 

in der Tbat also 6<^^f^ wenn 

- 1 jfe P ^ 

oder mit -j^= 2000 und nahe = 10 , wenn 

-^;< 20000, 



z. B. "bei kreisförmigem Querschnitte ^Radius =Ct J= = ~ Fe- , 

also /*=-^eV wenn — < 100 ist, eine verhältnissmiflsige Stablänge, 

wie sie hei den praktipelien Anwendungen nnter den vnransge?etzton Um- 
standen in der That katim je vorkfimint. Bei den meisten anderen <^uer- 
ßchnittsformen und bei anderen Stützungsarten des »Stabes ersieht sich 
dieses Grenzverhältniss noch grösser. — 

Somit Termag auch die genaueste Analyse nicht su hindern, dass die 
Theorie der Knickung insofern eine schwache Seite der praktischen Elasti- 
citfitelehre ist. als man darauf vorzirlifen mnss, der allgemeinen Forderung 
fNr. '2()) entsprccliend hier die Verliiiltni.ope so zu wählen. dn«?p die ^Taxi- 
nialwerthc von a' upd o^' durch die Biegung des Stabes gegebeneu \N'crthcn 
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A' und h" gleich wenleu , weil dann eine äusserst geringe Vorgntsserung t 
von P scljon hiiireiclien würde, um & und o" bi« zur CJelahr der Zor- i 
kiilckung zu steigern. 10s bleibt nur übrig, die Verhältnisse «o zu wählen, 
dass erst durcli duü nlticlie Uor gegebenen Kraft P diu ; 
theoretische MdglichkeitirgendeinerBiegung eintreten ; 
nnd damit die Gefahr der Zerknickung nahe rficken ' 
\v li r d e ; die Wahl des Sic!icrliei(^i uellicienten n ist dabei der Willkfir 
oder der Erfahrung anheimgegeben , indem er lediglich zufüUigen odvt 
einer rationellen BerQckaicbtigttng aich eutsielienden Umatänden Bedmung 
zu trugen hat. 



117. — Wenn die Kruft P, die der Theorie zufolge die Biegung 
des Stabes ermüglicheu würde , grösser ist , als die einlache Druckfestig- 
keits=£^i<^, 80 ist an echlieeseny dass thataächlich die Biegung und die 
Zerknickung in Folge derselben nicht eintreten könne , weil zuvor schon 

der Stab durch gleiclin»nnige CompressioB serdrfickt wäre. Der Grenae 
zwischen beiden Fällen, «I. h. dem U e b e rg an g e v o n der einfachen 
Druck- zur Z e r k n i c k n n g s f e s t i g k e i t entspricht ein gewisses Ver- 
hältniss der Länge zur Dicke des Stühes, das vom Muteriul, von der Form 
des Querschnittes und von der Stdtzuugsurt des Stabes abliängt, indem es 
bestiflunt ist durch die Gleichung: 

w<hIii fQr die untersdiiedenen vier Stfitsungsarten bedeliungsweise nach 
den Gleichungen (283), (284), (287) und (285): 

4 

zu setzen ist, und woraus mit J = Ff* folgt : 



(291). 



Hiernach sollte die den Bruch des Stabes herbeiführende Belastung P, 
▼enn untw fibrigens unTofindert blähenden ümständen s«ne Länge { 
nach und nach grosser gewählt wird, bis zu dem durch Gleichung (291) 
bestimmten Grenzwerthe von l constant sein und dann erst plötzlich von 
l abhanjErig zu werden anfangen , nämlich bei weiter wacl)8ender Länge 
stetig ubnehnuMi. Durch die Erfuhrung wird über dieses Verhalten nicht 
bestätigt gefunden, zumeist wohl desiialb, weil in Folge der Uumögliclikeit, 
die Voraussetzungen der Knickungstheorie genau zu realisiren, die Gleich- 
zeitigkeit der Inanspruchnahme auf Druck- und auf ffiegungselasticität sich 
bei jeder Stablänge geltend macht. Man findet, dass die Bruchbekstung 

P beständig und stetig abnimmt, wenn das Läogenverhältniss von Null 

an wächst, und cntspriclit es diesem Verhalten besser, sie für alle verhält- 
uissmässigen Siublungen durch dieselbe F'uuctiou auszudrücken; die so be- 
schafien sein muss, dass ihr Werth immer kleiner, als S?'F und jj^- 
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R7 l 
m iflt, diesen Werthen aber sich als Grenzen nähert, wenn y ohne 

Kiulc ab- rcsp. zunimmt. Die einfachste solclie Function ist : 

EJ 

P= , , (292). 

Je kleiner / ist^ desto mehr versctiwindet im Nenner der erste gegen den 
«weiten Summand and nähert sich P der Grenze K'F\ je grösser I ist, 
desto mehr verschwindet der eweite gegen den ersten Sammand und nähert 

EJ 

«ich P der Grenze tn-j^. Mag auch diese Formel die Hnicliltelastong 
im AUgemnnen an lüein ergeben, besonders wenn die Umstände wenig 
von denen verschieden smd, itlr welche B^'F=m-^ ist, indem sie dann 

P nor =sl-K?*F^~^ liefert, so hat das bei der Willkfir in der 

Wahl des Sielierheitscoefticieutcn n kaum einen Nuchtheil , da dieser nur 
entsprechend kleiner genommen zn werdm braucht, als es sonst nöthig wäre* 

Versuelie über die Zerknloknnn^sifestigkeit fjerader Stäbe bat vorzugs- 
weise Ilodgkinson angestellt und die Resultate derselben durch beson- 
dere empirische Formeln für verschiedene Querschnittäfonnen (Kreis, kreis- 
förmige Ring6äche, Quadrat), Materialien (Gnsseisen, Schmiedeisen, Hola) 
nnd Statsongsarten ausgedrOckt. Auch die allgemeiDe empirische Formel 
(292) befindet sich in genfigender Uebereinstimmnng mit diesen Versnchen, 

EJ 

während der Ansdmck «» -^ mit dem theoretisch ermittelten Werthe von 

m die Bruchbelastung stets zu gross ergiebt. 

1 18. — Es bandle sich z. Ii. um eine Schubstange mit kreis- 
förmigem Querschnitte, die bei der Länge / den Druck P von 
dnem zum anderen der an den Enden von ihr umschlossenen Zapfen an 
fibertragen hat, wie etwa die Koppd eines Schnblrarbelmechanismos bei 
ihrer periodisrbcn Inanspruchnahme auf Druck. Soll ihre Dicke d so be- 
stimmt werden, «luss sie voraussichtlich erst durch den Dnick nP zerknickt 
werden würde, so kann nach Gleichung (292) gesetzt werden: 

STF.Tt^^ K"F,10^f 
nP=s py nahes ,y 

und lulgt daraus mit i« = , J = : 



bEn 
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wonach unter übrigens gegebenen Umstindmi als Worael einer quadrar 

tiachvn Gleichung zu bererlinen lüt. 

Setzt man insbesoiulere tiir S c h rn i e d c i s e n , l'ür das Millimeter 
ttls Längeneinheit und für I ii u f I ii c h e Siclierhoit gegen Zerknickung: 

£=20000, iC" = 3ö, M = ö, 

ao wird: 

^♦■=(j,0üo:,00;3 /'(^H- 357 fZ«) . . . (294). 
Wird auf der rechten Seite dieser Gleichung für d der Mittelwerth 

{ 

~ geaetaty so ergiebi sich ala erste Annäherung: 

ci* = 0,000964 Pi«; daraus: 367<J*=lli/P 
mid dnreh Einsetzung in Gleichung (294) als aweita 



cJ«0,16VP/(l+llf^ . . (296). 

119. — Wenn die in voriger Nnmmer als prismatiadi Torausgesetste 
Schnbatange dnreh die Kraft 



EJ 



aerdrfickt wird^ so erfolgt der Bmch im mittlerm Qnendinitte, für den 

das auf Biegung wirkende Kraftmoment am grössten ist; nach den Enden 
hin nimmt dieses Moment stetig ab , und würde in den Endquerschnitten 
selbst erst durcfi eine Kruft = ÜT'"/'' die Stange zerstört, näinlieli einfach 
zerdrückt werden. Zu vollkommenerer Ausnutzung der Widerbtaudstahig- 
kmt des Materials ist es unter diesen Umsttnden angemessen, den Dnrdi- 
messer <2=2r der Stange, wie fiUich, von d^=s2r^ in der Mitte bis 
zu einem gewissen Betrage = 2 an den Enden abnelimeB an lassen. 
Wenn dann auch im relirigen (la< (losetz der Abnahme von r mit der 
Eältfemung x vom mittleren C^uerschuitte willkürlich angenommen werden 

dr 

mag, so, dass, wie Qblich, — =0 ist für iB=0 und absolut genommen 

(AU/ 

mit wachsendem x stetig znninunt, so ist es doch von Interesse, das 

f d 

Yerjüngungsverliültaiss -^=:-^ selbst möglichst so zu 

♦e , ^ 

bestimmen, dass die Zerknick u n g s g e f a hr in der Mitte 
der Zerdrüokungsgefahr an den £nden gleich iat. Mit 

Bficksicht darauf, dass der theoretisdie Ausdruck n^ - '^r der ZeriEnicknngs- 

t 

kraft wesentlich auf der Voraussetzung einer prismatischen Körperform 
benüit, der Factor ge* folglich hier durch eine gewisse Function ^P^'^ 

des Verjüngungsverluütnissea wird ersetzt werden müssen, die för — = 1 
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den Werth rf* »nnimmt , wird jene Forderung aaigedruckt durch die 
Gleichung : 

uuter JF^ und Jq die r = , unter i^'^ und cA| die r = entsprechenden 
Werthe von F und J" verstanden. 

Zur Bestimmung der Function werde mit BttckBiclit auf das 

l 

Coordinatensystem von Fig. 42, worin ^£ = die Hallte der elostisciien 
Linie und die o^Aze Tangente derselben in Ä sei| 

n 

fr=J^{l mf/Y, also r = ro (1 — my) . (297) 
angenommen^ unter m und n positive Constantc verstanden. Eä iät dann 

är n ."--1 dy 

du 

und da für 07=0 auch'^=0 iat| mit wachsendem x aber y und 

if« { dr\ 

— - zunoliuien, so gilt dasselbe auch, wie verhingt wurde, von f 

falla ft<4 gesetzt wird. Aus der Momentengleichung 

P 1 — g 

folgt nun mit -^^ — = a^, 1 — mu = St also «fsas ; 

1 _ , m 

m dx* 



4_ 



.1 — mö — e „a — e /.^\n 



nucli Gleichung (297), und daraus durcli Integration nach vorausgegangener 

ds 

Multiplicatiott der Gleicliung mit 2-^4^s2d;9 und mitRücksichtdaraofi 

(l u ds 
dass für «sO und auch sO. aber B= \ ist. 

ax ax 
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vorausgesetzt dass n weder = 1 nocli =• 2 ist. Wird deshalb die 
näclistcinfache Annahme n = 3 gemacht f so folgt : 

und daraus mit IMc-ksicht darauf, dass a=l — mff mit wacliaendem x 
von 1 bi^ a abnimmt: 

l — Zfls 

|/— a+2ü — (2— a)x?* 

1 

Y = mit |/-«-f-2i.~(2-a)^«. 

Was die Ausführung dieser Integration betrifll, so kann mau 
bemericen, dass mit 

oder nach dor scliou in Nr. 115 citirten Integralformel (abgesehen von 
einem consuiuten ^^ummanden): 

äx 1 . 2cx — h 

, = -7-= orcai» -/-^rr^ — 

ya-\-bx — cx* yc y^ac-\-h^ 

hier I . — ( — yZ+ , — flrc«m , ) 

J ^'/^ 2— ß \ >/2— a 4a(2— «}/ 

i_ r ,/y . ^ (2— «)ir— 1 \ 

isty und somit 

, r ?r . —1 + 2«— et« 

» I — — (Hiesifi -T 

- ^Czäz 2 I ,y tt; r— , * 2 1— a I 

to=:2/-7^=^ IKa— (2— «)«•+ 7= I 

Diese Gleichmig drückt die Bedingung daftir aus, dass die Kraft P 
das Gleichgewicht bd ugend ein« UetDen Biegung dm ICittellmie erhalten 
kdiine; indem aber dann die Grösse dieser Biegung > nSmlich d and Qber- 
hanpt die irgend einem x entsprechende Ordinate y unbestimmt bleibt, 

weil V} ein ganz imbestimmt goMicbener Coeflicient ist, so mups wie früher 
gesclilo.-^SL'ii werden, dnss jene (iriisse von P aiicli pcIiüu geniigt , mii den 
Bruch durch Zerknickung herbeizufuhrcu. Diu theoretische Zcrkuickungs- 
kraft, 



==9) (t")^ Gleichung (296), ist also auch = / (a) ^ 
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4 

also y(^) =/•(«) mit a=(-?-)^ . . . (299). 
Für ri = ro, also a=l» wird ^(a) = 7r*, wie es sein mngs. 

Hiemach knnn luin die der Autgabe entsprechende Gleichung (29G) 
auch geschrieben werdi ii : 

xaA folgt daraus mit Ji = Fo ^ = JB^ AI j 

• ■ (300). 

Für eiue sclimiedeisorhe Schubstange exgiebt sich diu-aus 
s. B. mit 

E 2000000 

flir a = 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 
4- = 0 7,78 11,5G 15,02 18,50 22,78 28,02 

A-=i 0,924 ü,8iü 0,7G5 0,082 0,595 0,503 
imd dnrch Interpolatiim : 

ffDr-J-B 10 15 20 25 30 

A.»0,88 0,77 0,66 0,65 0,47 

"0 

Ist f/„ andenveitig bestimmt, wird z. B. dieser grösste Durchmesser 

dem nneli Nr. 118 zu bcrecluien<ltMi W.-rtfio von d gleich oder nacli 
Schätzung ein wonig grüSMer gcäct/t , »u tiudcL man zu dem dadurch 

bestimmten Verhältnisse . - nach obiger Zasammenstennng durch Inler> 

"0 

dl 

poladon das Vegflngungsrerh&ltniss und somit di» 

Einfacher und zutreffender ist es indessen, den Dorchmener di ans 
der Gleichung 
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fiP«Ä"lfi; d,^V^. .... (801) 

EU berechnen, unter n hier einen SicherheitscoelBdenten gegen Zerdrfickung 
▼erstendMUy und daaii dam den Dorehmeaeer mit BQckBicht «af die 

zusammengehörigen Wcrtlie der Verliiiltuisse — und , die sich aus 

rfi «1 

obiger Rechnung fiir die sohmiedeisenie Schubstange Mrie folgt ergeben: 
a=l 0,9 0|8 0,7 0,6 0,5 0,4 

-j-=rO 8,42 18,66 19,68 27,18 88,29 65,71 

"1 

^ = 1 1,082 1,182 1,307 1,466 1,681 1,988 

"i 

und daraus durcli Interpulation : 

4- = 10 15 20 25 80 85 40 45 50 55 

•^ = 1,11 1,21 1,81 1,42 1,52 1,62 1,71 1,80 1,89 1,98 

Die Differensen dieser Weithe Ton ^^"^^ >- sind einander ao nahe 
proportional, dasa mit hinlSnglicher AnnSherung 

geseUt werden kann. Werden dabei die CoeUBcienten a, 5 aus den 
Gleichungen 

aH- 106=1,11 und a+50&s:l,89 
abgdeitefc, so ergiebt sich 

= 0,915 fZ, +0,0195 ^ .... (302) 
als zureicliontl«' KäherungsCormel. Tülls / zwischen den Grenzen 10 und 
üü dl enthalten ist. Dabei kann nach Gleichung (301) mit 

— sr-^, entspfechend fi=:5,24, und mit £"=83Vs 

(f, = l/i-PMinim. 
' 6 

gesetit werden , falls P in Kgr. gegeben ist. 

120. — Die Kuppelstange eines schnell gehenden 
Kurbelmechanismus kann ührigens ausser durch die ilircr Länge 
nach zu übertragende äussere Kraft P sehr Tvesentlich noch durch die 
Trägiieitskraft angestrengt wurden, mit der die Staugenmasse der periodischen 
Aendemng ihres Bewegungszustandes Widerstand leistet, sowie auch, falls 
der Mechanismus als Kurbelschubgetriebe sur Verwendung kommt, d. h. 
wenn die Bewegung (wie z. B. hei Sägegattern) von der Kurbel ausgeht, 
ansscrdt'ni <hircli <l<'n Triiiilieitswiderstand der mit dem •rcratlliiiit' jiefülirten 

O ODO 

Stangeueudc vcrbuuduuen liin und her gehenden Masse. >Viihreud dabei 

12* 
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FtS. 43. 



letxterar nur den Iftngs «der Steoge wiriEMme» Zag oder Drack beemflnflaty 
wird sie durch ihre eigene träge Masse sogleich auf Biegung' in Anspruch 
genoimneii , wie die folgende Betiaehtang eikennen ISsst. Es sei (Fig. 43) 

AB = a die Kurbel, BC=b di. Kuppel- 
Stai^y diese Lftngen (l . h verstnnden uIh Kiit- 
fcnninf^on der in den Punkten A, Ii. der Figur 
sich projieireuiieu Axen der betroliendeu Dreh- 
kürperpmire, 

et der vom oberen Todpnnkte JBq aus gerechnete 
Drehungswinkel BqAB der Kurbd, 

Y der Winkel AGB, 

V die ah constATit vorausgeseUte Geschwindig- 
keit des Punktes //, 

tv die Gesehwintligkeit des Punktes Cf also 




— die nach BÄ gerichtete Beschleunigung von Bf 
a 

-^^^ gerichtete Beschleunigung von 

der Be- 

dt 



C (so dass ein negati?er Werth von 

ßchleunigimgsrichtung CA entspricht). 



Die I5tnvegung der .StJingc kann zufnmniengesctzt betrachtet werden 
aus Schiebung längs AC und Drehung um ('. Ersterer cnt.spricht die 

Beschleonigung 4rr <>Uer Punkte von BG im Sinne AGi letsterer ent- 
at 

sprechen fQr den Punkt B die Beschleunigungen: 

— 5m o im Sinne BJI normal xa AG» und 
a 



■eosa- 



dw . 



im Sinne BV parallel AG, 



a dt 

fBr euien in dar Entfernung x von G liegenden Punkt X dar (Seraden 
BG f<dglich Beeehlffinigungen , die hn Verh&ltnisse x : h kleiner sind, als 
jene für den Punkt J7. Somit ist die normal su BG gerichtete Beschlen- 
nignngscomponente dieses Punktes X 

X Vv^ . dw\ .1 dw . 

und ergidbt sich daraus die an dieser Stelle die Stange pro Lingeneinhut 
auf Biegung in Anspruch nehmende Normalkraft p durch Multiplication 

mit der Masse der Stangenlange =1, d. h. mit -^-p, unter g die Be- 

scbleuniginig der Schwere, y das .«ptM-irtsche Gewicht, 7^ den hier als con- 
Stant vorausgesetzten (Querschnitt der Stunge verstanden. Nun ist (siehe : 
Grashof, thcor. Maschinenlehre, Bd. II, § 40, Gl. 14 und 19) 

dw d { w\ , * * V 

'j~ = , l -) = — (eosa — Aoa82a) 

di a da \v / a ^ ' 
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bei Vemachliangung der Glieder mit den höheren Potensen von il == ^ , 

aläo 

p = ^ j (*•*• — k cos 2a sin y) — («w « — l cos 2a) sin y J , 
und« indein 

ist} ergiebt eich bei Temachlassigung der Glieder mit X': 

jP= g~~^\^ Acosajsina . . . (303). 

Dieser Ausdruck gilt für die Bewegung des Kurbclzapfens B von Bq bis 
J9j ; Ar die Bewegung von bis Bq , falls dann auch a vom unteren 

Toilpunktc J?j aus gerechnet wird, ist — it (Qt X tu setzen (Theoretische 
Maschinenlehre, Bd. 11, § 40). Hier soll iuich noch das Glied mit der 
ersten Potenz von X vernachlässigt, also einiietch 

p = M - - sina mit « = 

h g a 

fije.seUt wenleu , wodurcli S('ll>st (hmn , wenn der echte T'hik h A iiiclif sehr 
kleiu (nicht kleiner, aU etwa }, ) iwt , doch nur ein sehr kleiner Fchh-r 
begangen wird, weil; wie bich weiterhin zeigt, die grösstc Anstrengung 
der Stanige in solchen Lagen stattfindet, för die der Winkd o wenig von 
90^ verscliieden ist 

Hidem hiemach p dar Entferming x von C proportional g( »otxt wird, 
eigiebt sich der davon heirfihrende Druck auf die Yerbindnngastelle bei C: 

0 

und damit das Spannungsmoment eines Querschnittes in der Entfernung y 
von C: 

Mss^Cff— Jpdx (jif—x) = (c —J'pdx^ y 
oder eines Querschnittes in der Entfernung x von d 

M==(^ — Jj) dju^ X -f- dx 

X 

mit I SS . Diesem Spannungsmoment^ entspricht die grösste Spannung 

oder Pressung beiderseits in der grSssten Entfernung e. von der Bicgungs- 
ase des betreffenden Querschnittes: 
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c.=Jf^ = ^j^ = A.|J^($-|>)m« . (304). 

Wils den von der Trüghcit herrülirendun Zug uder Druck luugs der 
KuppeUtungc betrifft, to sind die beidoi VXQ» ni imtwseheidni , db der 
Mechaniamus als Sehubkarbelgetriebe oder als Knrbelschiibgetriebe cur 

Verwendung kommt, d. Ii. »Ii der Antrieb zur Bewegung vom Schieber 
oder von der Kurlnd uiJi ausgelit. Im ersten Falle, also hei dem 
S e h u h k II r I) e 1 ir »' t r i e h e (z. B. einer Locoinotive , lüx-rlmupt einer 
selinell gellenden i)umj)tra{is«;hine^ kommt für (h-n C^iiei-stlinitt X der 
Stange nur der Trägheitswiderstaud des Stücke» XJl derselben in Betracht; 
auf welcbea allein die von 0 ansgehende, den Bewcgungszostand lademde 
Kraft durch diesen Querschnitt X. hindurch zu übertragen ist, und «war 
ist dieser Widerstand mit der hier au Grunde liegenden Ann&hemng 

yFQ) — x) dw yFQ) — x) 
—J. — L =s 1 — 1 i a 

g dt 9 ^ 

zu setzen. Einem positiven Werthe desselben entspricht die entgegen- 
gesetzte Eichtuug, als ftir welche positiv gesetzt wird, d. h. die 

itt 

Richtung CA resp. X7? ftir die Bewegung dos Kurbelzapfeus von 
nnrli 7?i . dagegen die Richtung AC re.sp. BK l'ür die Bewegung des 
Kurhelz!i|tl'(Mis von Z?, nach ]}^ (wobei auch « von AB.^ aus gerechnet 
wirdj, so dasM er die iStange im ersten Falle uut Zug, im zweiten auf 
Druck in Ansprach nimmt, ebenso wie die durch sie vom Schieber cur 
Kurbel ra fibertragende ftussere Kraft P. Hiernach ist die bdden Kr&ften 
zusammen im Querschnitte X entsprediende gleichförmig Terthsilta speci- 
fische Spannung oder Fressung: 

<r, = ^, 4--^-^6(l~Dcösa . . . (305), 

und indem sie sicli mit der von der Biegung herrührenden gleichnamigen 
Maxinialspannung (J^ zu einer Residtanten = ihrer Summe (mit der 
ungleichnamigen /u einer aolchen = ihrer DiHcrcnz) zu.'sanunensotzt , ist 
die grüsste resultircudc Spannung oder Pressung im Querschnitte X bei 
der dem Winkel a entsprechenden Stangcnlage: 

^ + { (|-|»)5»n«] (306). 

Indem hiernach a eine Funcdon der unahhiingig Variablen ^ und a 
ist, cntspriciit das Maximum von a den Gleichungen: 

-^ = 0, also — 00««+^— (1 — 3^*)sino=0 

und -j^=0, also — ^ (|-f ")öWa=0 oder|=l. 

1 ch 

Aus der ersten Gleichung folgt coUj a = — (1 — 3 
und damit aus der zweiten: 
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oder ,.(i_|_.^)(i_3|.)_(6£y. 
Da die rechte Seite dieser Gleichimg ein sehr kleiner Bruch ist, z. B. bei 
QnerBohiiüte der Stenge (^f*z=-^e^^ und mit dem Mittel- 



werthe = — - : 

b 40 

V** e6/ ~ V 2 y/ ~ VW "~ 711 ' 
flo enteprechen ihr näheningsweise die Wnxseln |sbs 0 und y=z , po^ 

1 c6 

$ssO wird eo^as=- y|-s einer hinlänglich grossen Zahl, nm 
niherangswdae « s 0« also naeh Gleiehnng (806) 

aeüsen eu können; für ^ = -~: ist 00^0 = 0| also aas 90** und somit 



dieser Wertti ist der grössere , also 

P V eh* 

flMM;a=%=-^ + 0»064 ^ -^v* . . . (807), 

da fiir jenoi ausserdem noch der Gleichung y^=Oent^reoliendenWerUi 

p 

S=s 1 in jeder Lage der Stange 0 = -^ ist. 

Im Falle eines Kurbelscliubgetriebes (z. B. zur Bewegung 
eines schnell gehenden Sägegatters dienend) wird die Stange im Quer^ 
schnitte X nicht nur durch den Tkigheitswidemtand des StOifes XC der- 
selben, sondern ,iueh durcli den einer bei C mit ihr verbundenen hin und 

her gclion«l('ii Masse auf Zug oiler Dniek in Ansprudi gonommen. Beträgt 
diese letztere das ;// fache der Stangenmu5se , so ist der fragliche Trägheita- 
widerstand mit der liier zu Gnmdo liegenden Annäherung 

=L,yi!L+y^ ";;=—(«+«)-«•«• 

\ ff <} / dt ff ^ ' a 

Einem positiven Wcrtlie desselben entspricht wieder die entgegengesetzte 

Richtung I als für welche poeitiv gesetzt wird, d. h. die Bichtung 

CX für die Bewegung des Kurbela^fens tou J3q nach li^f dagegen die 
Bichtung XC für die Bewfgnng von Bi nach Bq, so dass er die Stange 
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im crstcMi Fallt' uul' Dnuk, im zwi'iton auf Zug in Anspruch nimmt, 
ebün»o wie die iiu^scrc Kraft P. Die beiden Kräften zusammen ent« 
sprecliende spedfiache Spannung oder PreBsung im Qnersdimtte X ist also 



ein Ansdrack, der vom vorigen (305) sich nur durch den an die Stelle 

von (1 — i*) getretenen Factor (m -\- ^ unterscheidet. Mit dieser Aende- 
mng ergiclit sich analog der Gleichung (306) die Mazimalfpamiang im 
Querschnitte X für die betreffende Stallen luge : 

<r=^ + y^t[(i« + l)«wa+-i-^^G^~^")sma] . (309). 
Die dem Ifaadmum von <r entsprechenden Gleichungen -^=:0 

gesetzt wird, 

cosa-{-c(l — 3$^)smaÄB0 mid — (m-f* 9«»«-|- c(| — |^)oa8tts=0. 
Aus der ersten folgt eoiga=c{d^* — 1) 
und damit aus der «weiten: _(tfi+ $) + cM|— ^>)(8|*— 1) = 0. 
Sofern im viel < c- ist (z. B. bei lueisförmigem Querschnitte und mittleren 
DimensionsverluUtnisBen der Stange viel < 711)^ sind die swischen 0 und 1 

liegenden Wnnseln anch dieser Gleiehnng nnr wenig von 0, -~ nnd 1 

I 3 

vorschiodcn , nml wird dann niicli hier dem mittloron dieser Wurselwertlie 
duä Muximmn von a entsprechen. Setzt mau desludb 

so ist ein hinlünglicli kleiner Bruch, um 

setzen zu können , wodurch jene höhere Gleichung für ^ in folgende 
lineare Gleichung für übergeht: 

— «• ?--5=,«0i (Ic«— 1)17— m-f - (810). 

Dadurch ist jj, dann aucli 

6 

eo^^ a SS c (8 1' — 1) =s . c 17 := 2 1^ ci/ 

1 2/¥ci; • 

«ifios=-— r cos er = -7^ — ^ 

KM- 12 c«/;- Kl + 12c»9* 

bestimmt I und ex;g^bt sich nach Gleichung (309): * 



tuax aas*=-v7 + -^ b 



(m + 4-»A2|/3cr^+ ^. = 
;« V I 3 7 3|/3 



e 



Digitized by Google 



Gerade etabilltBuge KAiper. 185 

1 4 

oder mit m 4- 7 + fi= c^ij nach Gleichtme (310): 
|/3 ' 3 ' 

2 |/3i?+l 
/' 2 y t;=* , 2 3'^'^ 

. 91/8 9 aP ' ^ ' 

oder endlieb, d» naeh Gleichung (310) bei VemaehlfiMigiiBg von 1 

12c^,^= 12 . i^ 4- 36 (3 = K a + 1) i3^ 

*=J + 0,064|^«»//l + [9(l,78«l+l)-£J^' . (311), 

▼on GleichttDg (307) nur durch die Wurzelgritese als Factor des xweiten 
Gliedes auf der rechteo Seite rieh unterschridend. 

Ist u die Umdrchungszalil der Kurbel in einer Minute, so erhült 
durch die SobBtitation 

die dem Falle des Schubknrbelgetriebes enfsprediende Gleichmig 
(307) die Form: 

1!«:-^ + 0,0007-^^1*« .... (312), 

jf 9 r ^ 

insbesondere bei kreisförmigem Querschnitte fldte = -^(^ 
1 * 

' 16 

* = ;^ + 0,0066 -^—-u« (813) 

uid bei reehteckigem Querschnitte mite=4~'^' 

2 12 

^4- 0,0042 .... (814). 

Im Falle des K u r b e 1 s c Ii u b g c t r i e b e s sind die zweiten Glieder 

dieser Ausdrücke (313) uud (311) zu raultipliciren mit 

|/l4-[y(l,73m+l)^J'resp. |/l + [| (l,73m + l) | J (315). 

Durrli (lio Vomacld!i.s.«igunfr fies niiodcs mit A in «lom Ausdrucke 
(303) von j) und analoger Glie<it'r im wcileren Verlaufe oiiii:»]- Uechnung 
ist die Anstrengung der Kuppelstange etwas zu klein getunden worden, 
yreSL diese Glieder, die ftir die Bewegung vom oberen zum unteren Tod- 
punkte die entgegengesetsten Voneiohen wie fEir die Bewegung Tom 
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unteren sora oberen Todpankte haben, mit den demHaximum vonir eaU 
Riechenden Yondehen zu nehmen gewesen wSren. Ist deshalb die Stange 
thatsachlich nicht prismatiscliy sondern in iiblielier Weise nach den Enden 
acu verjüngt, so ist es ratlisam , für d und h in Gleichung (313) und 
(314) li<"i(h.strnä , in den Ausdrücken (Sl-*)) aber wenigstens das Mittel 
der kleinsten und grössten 8tangendicke einzusetzen. 

121. — Bei der Knppelstange eines ParallelkurbeN 
getricbes von schnellem Gange (z. B. einer Euppelstaqge llir 
swel Triebazen einer Looomotive) haben alle Ponkte der Mittellinie diesdbe 

Beschleunigung = - wie im vorigen Falle ihr Endpnnkt Bt so dass nut 

den in voriger Nummer gebrauchten Jiezuiclinuugen liier 

vF V* . 
«ss-^- sma 

il « 

unabhängig von x resp. ^ ist. Die daraus hervorgeliendc Anstrengung «ler 
i^tange durch Biegung ist am grössten in ihrem mittleren Querschnitte und 
für a:s90S nSmlich entsprechend dem Spannungsmommte 

M= 4- Gleichung (146), Nr. 61 : 

1 y »• eh* 




^ 9 a r 

Mit Bfickridit auf den Zag oder Dmck, der in jedem Querschnitte der 
Stange durdi den längs ihrer Aze gerichteten Trägheits widerstand des von 
diesem Querschnitte bis zur getriebenen Kurbel sich erstreckenden Stangen- 
stiickcs verursacht winl , findet zwar streng gonommon dir grr)sstc resul- 
tirt'iide Spannung in einem etwas ausserhall» der Mittr liegenden Qucr- 
sciiiiitte und bei einer etwas von a = dO^ abweicliendcu Lage der Stange 
Statt y wovon aber hier mit ähnlicher Annäherung abstrahirt werden kann, 
wie der Maximal werth von o hta der Koppel des Schubkurbelgetiiebes mit 

f = — — und a= 90° bereclmel werden konnte. Indem aber für a — 90® 

die Beschleunigung im Sinne der Kuppclstange cos aj aucli liier 

wieder ss 0 ist, ergiebt sich 

maxa=h=y-j~ ^-jj^-^--v* . . . (316), 

ein Ausdruck, dessen zweites Glied nalic doppelt so gro.«s ist wie das des 
Ausdruckes (307), wovon es sich nur durch den ZahleucoeiHcieateu 
miterselieidet. — 

Uebrigens ist schliesslich daraul aufmerksam zu machen , dass die hier 
und in voriger Nummer angestellten Kochnungen auf der Voraussetzung 
bemhen, es sei der weehselnde Deformationsznstand der 
Kappelstange beständig dem Gleichgewichtszustände 
unter dem Kinflussc der momentan einwirkenden Kräfte 
entsprechend, einer Y oraussetsung , die keinenfalls streng, indessen 
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um HO mehr zutrff!'on(l ist , je sclmcllcr die Dcl'Dniuition der Stanj^e den 
periodisuhen Acnderungen der TrügiiciUjkraiU; zu t'ulgon vcruiug; je kleiner 
alao die Schwingiingsdaaer der in «nem lolehen Deformationaziutende dem 
Einfluiie ftagüeher Bjttfte entsogenen Stange in Veigleioh mit der Periode 

/ CO . \ 

— Sec.^ der Stangcubcwegung, d. h. der Dauer einer KurbclumdrciiuDg 

ist. Nun ist die ScInvin^iiiiL'sdfiiKM- f der Querseliwingungcn der Stange, 
die wesentlich gröHscr, al.i die «1er L;ii);L,'^?<'!iwingungen ist und deshalb 
am ehesten eine mit der Periode der iStaugenbewcgung vergleichbare Grösse 
annefamen könnte, unter den hier vorliegenden UmstSnden (nach Ent* 
widtelii^gen y £e nicht in der An^be dieses Buches liegen): 

14,064 f r gE 

unter E den Elasticitätamodal verstanden and bei Voraussetzung der ein- 
fechsten (ohne mittlere Schwingungsknoten stattfindenden) Schwingungen. 
Setct man hierin r/ = 981 , femer beispielsweise (tir Schndeddsen und {Qr 
einen rechteckigen Qunsohnitt; 

y= 0,00776; ^=2000000; /'=-^; 
so wird <=: 0,00000308 

h 

und mit dem Mittelwerthe y=r20; ^ = 0,0000616 also selbst fllr 

h = 300 Centim. Stanyinliinge nur = 0,0lÖ5 See, entsprechend 54 
Schwingungen in einer Seeuade. 

Unter den praktisch vorkommenden Umständen (m viel < 60 . 51) 
kann danueh die \'uruussetzung einer dem GleichgewichtszusUinde stets 
entsprechenden Deformation der Stange «war als n&henmgswelse zutreffend 
gelten ; doch bimbt zo beracksichtigen , dass die emtretenden Sdiwingnngen 
die Anstrengiu^ der Stange beeinflussen in einer Weise, deren nähere 
Untersuchung mit erheblichen S( liwi<<rij,'keiten verbunden wäre, ohne 
Zweifel aber im Allgemeinen auf solelie Weise, dass dadurch die Maximal- 
spannuDg bei ungünstigster iuterl'erenz der betrcfi'enden gleichzeitigen Ein- 
flösse vergrössert wird. 

122. Als Beispiel der Inanspruchnahme eines geraden Stabes auf 
Knickung werde noch das (zu Kmle von Nr. 102 erwähnte) Verhalten 

eines prismatischen Stabes bei g 1 e i c h fö rm i g er Er War- 
um n g besproclien , falls dabei die materiellen Endpunkte 
seiner Mittellinie eine unveränderliche Entfernung 
AJB = l haben, sei es dass diese Mittellinie bei A und B 

1) beliebige kleine Winkel mit der CUraden AB bilden kann, wie 
s. B. wenn d«r Stab hier um feste Zapfen mit parallelen Axen drehbar 
ist, oder 

2) von der Oeraden AB berfihrt wird, wie bei mit Einklemmung 
verbundener Befestigung des Stabes. 
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Wenn der Stab toh einer gewissen Tempenlor an gerechnet^ bd der 
keine Spannuig in ihm stattfindet, gleichfönnig allmfthlicb erwftnnt wird, 

so ist damit ziiniidist keine Biegung, sondern nur gleichförmige Pressung 
voi liuiulen = J'ktf pro Fläclieneinheit jedes Querschnittes F, unter I'J den 
EhiMtifitiitsinodul , et den linearen Aiisclclimingseoefficient und unter f die 
Temperaturzunahmc verstunden. >\'jichst aber l libcr eine gewisse Gn)sse 
so biegt sich die Mittellinie des Stabes iu uit / wachseDdem Grade, 
und swar so, dass sie im Falle 1) dem Stflcke BBi der dureh Fig. 40 
in Nr. 113 daijgestellten Cunre, im Falle 2) dagegen dem Cnrvenstficke 
von A bis zum folgenden BerOhmngspunkte mit der ^-Axc cntspricbti 
dort also aus zweifacher, hier aus vierfacher Wiederholung des Corven- 
Stückes AH, Fig. 40, besteht mit der Gleichung: 

y«d[l— (}os(a«)]; 

unter d die Ordinate des Punktes 7>, unter ,/ «las Triigljeit^moment des 
C^uersclmittes iiir die Hiegungsaxe und unter P den längs ileni Stabe 
wirkenden äusseren Druck verstunden. Aus dieser Gleichung folgt 

also das Bogenelement der Mittdfinie nSherungsweise : 

und die Bogenlänge ABy Fig. 40, deren Projectiou auf die a;-Axe 

=s-5 ist: 

2 a 



n 



0 

= £1 1 + 1 ^ = Ii 1 (1+ 1 A . 

2 « ' 2 4 2 a \ ' 4 / 

Hiernaoi» ist die vcrhältnissmäs^ige Verlängenuig der Mittellinie in 
Folge ihrer Biegung für das betreÜ'ende Stabstück und also auch für den 
im ersten oder zweiten der unterschiedenen Falle ans zwei resp. vier 

solchoi Stücken bestehenden ganzen Stab sss -^a^d', und da dieselbe = 

dem Uoberschusse der durch Erwärmung vemrsachten Terhältnissmässigen 
Ausdehnung über die durefi den Druck P venirsachtc vorhältnissmässige 
Zusammendruckung sein muss, ergiebt sich die Gleictiung: 

4 " " jEF 
oder mit>«jP/^, also = 

a ' 
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Wird /=rn— gesetzt, um die bfi<len Fälle 1) und 2), denen dann 
a 

t)cziehiingsweise n ^ 1 und n = 2 enlapricht , gemeinschaftlich za nm- 
fassen, fener 

ß=af^nfrfj- (317), 

80 erhält jener Ausdruck von J <lu' Fonu : 

^^^y^i-lt* (318), 

und cvgidirt sich daraiu die grüsste Dorcliliiegtitig in dw Kitle des 
Stabes = nd, 

Ist 6 die grßsste Entfernung tines QaeracbnittBimnktes von der 

Biegungsaxe auf jeder Seite derselben, so ergiebt sich femer die grüsste 

im Stube vorhjuulon«; spi riii^iclic Pressung k mit Uiicksieht darauf, dass die 

PunktL' Jf , li^ (Fig. 10), liir welche = d ist, Wendepunkte der 
elastischen Linie sind, cnt>|ii tchcud 

^■^^'^ = a»d 009 {ax) — ■ 0 , 
dass also die Sponnungsmomeuto der Querschnitte B und = Null sind, 

oder nach Ol^hnng (318) und mit 

P=JEJa*s=sEFa*f* = EFß* nach Gleichnng (317): 



^l^ßjV^i-ß'-i'ß'] .... (319), 



▼oransgeaetst dass ^ > i^t , unter die Ten^eratarerhöhniig ▼erstanden, 
bei der die Biegung des Stabes beginnt, und welche nach Gleushnng (318) 
den Werth hat: 

= (320). 

Hiennii, kann der Gleichung (819) auch die Form gegeben werden: 

i = £o [2 jr |/(7=^g^ + <.] = £0 <, (2 ^ j/'-^ + 1) 

othr mit ki = Eati=ss der grössten specifisohmi Pressung bei b^^nnender 
Biegung des Stabes: 



'-^-'jV^ .... (32U. 



Man erkennt daraus, wie wenig die Temperatur des Stabes (Iber hinaus 
erhiUit 711 wmlcn braucht, um ü; bis snm müachen von «1 steigern, 
nämlich nur um 
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InsbeBondore bei kfeisföniiigemQnenchiiitt« ^f= ^ cj wird kB2iki(m=2) 

Ist t. B. ein schmiedeisemer Stab vun krcblVirmigem Quersclinitte, 
der aa bdden Enden um Belsen mit pandlelen Azen von unverftnderlicher 
Entfemimg drehbar ist, 60 mal so lang als dick (/alOOe)| und wird 
i&r Schmiedeisen 

J?= 2000000, a SS 0,0000118 

gesetzt y so ist 

der nnfnn^s hI» Hpnnnungslog vorausgesetzte Stab beginnt desluüb sich zu 
biegen , wenn er um 

BS 20,9 Grad 

erwimt wird, und ist dabei seine specifische Pressung; h^TszEaii = 
Eß*= 498 E^. pro Quadrateentim. Zu einer (höchstens etwa sulissigen) 
yerd<qppelang dieser Anstrengung bedarf es aber nor dner weiteren 

20 9 

Temperftturerhfthnng um =1,3 Grad. Wäre derselbe Stab an den 

Enden ho beCesitigt , wie es der Fall unter 2) voraussetzt , so wiiren f, 
und Aj vier mal so gross wie im vorigen Falle. Zu einer Biegung des 
Stabes dürfte es dann gar nicht kommen , wenn k = 2 > 493 nicht über* 
sehritten werden soll; indessen wäre die zuUssige ErwSnnm^, die un 
vorigen Falle nor 20,9 + 1>8 = 22,2 Grad betrog, jetst s 2 . 20,9 = 
41,8 GhmL 

0. ZnaanunfiBgeeetzte Xoiper mit geraden stabfönoigen BeetandtheUm. 

123. — Die gleichzeitige Inauspruclinahme eines geraden Stabes auf 
Zog oder Dmck nnd auf Bi(^;ung kommt besonders häufig bei msammen- 
geseCsten EiSrpwn tw, Indem die stabformigoi Bestandtheile derselben an 

ihren Verbindungsstellen mit Krftften auf einander wirken , dio mit gewissen 
Componentcn längs den Stabaxen gerichtet pIikI. ovent. zutrl» u li (bei fo?ter 
V«'rbindung) mit Kräftepaaren, deren biegciulc \\ irkungt'u sicli mit den 
von äusseren Kräften unmittelbar herrülirenden conibiuiren können. Die 
Untorsudbung des Spannungs - und Defoimationszustandes eines solchen 
susammengesetsten Körpers beruht darauf, dass die Spannungs- und 
Deformationszustände der einzelnen Tbeile an jeder Verbindungsstelle in 
einer von der Verbindungsart nl)h;inL'igen Weise sieb gegenseitig bedingen. 
Jedenfalls müssen die Zug- oder l)ni< kkr:ifte . womit die verbundeneu 
Theüe nach den lücbtungen ihrer Mittellinien auf die Verbindungsstelle 
wirltan, «wammen mit einer hier etwa angreifenden Iiisseren Kraft im 
Gleichgewichte sein, und muss ^ VerrQdcang des Schnit^iunktes der 
betreffenden Mittellinien nach Grösse und Bichtiing dieselbe sein, mag er 
als Endpunkt der einen oder anderen dieser einseinen deformirten Stab- 
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mittellinien betrachtet worden. Bei nicht drehbarer (durch ein Dreh- 
körperpaar vermittelter) , Sundern l'estcr Verbindung kummt diizu noch die 
weitere Bedingung, dass auch die Spannuiigsmomente , mit denen die 
einsdnen Stäbe an ihren Verbindungsstellen avf ehumder wiiicen, tidi 
Gleichgewicht halten müssen , und dass ihre Mittdlinien sich unter 
nnyeiSnderlich gegebenen Winkehi dnselbst schneiden. Spcciollere An- 
leitnng zur Ausnihning dieser Untersuchung kann nicht allgemein gegeben, 
sundern nur auä liciäpiden geschöpft werden , deren einige in den folgenden 
Nummern enthalten sind. 

Nor die allgemeine Bemerkung mag voramgeechickt werden, dass 
unter der hier stets zu Grunde liegenden Yorauaeetanng einer sehr geringen 
Verbiegung der Stäbe die rdative VerrGcknng zweier maiterieller Punkte 
einer Stiibmittellinic im Sinne einer Sehne dieser Mittellinie . insoweit sie 
durch die liicgimg bciliiigt wird, als sehr kh'iii im Vergleich mit der 
relativen Verrückimg dieser l'unkto nach der dtuu .senkrechten Richtung 
Temachlässigt werden kann^ ebenso wie Oberhaupt der Ünteradiied der 
Bogenlänge und Sehnenlänge eines sehr flachen Bogens sehr klon im 
Veiiglttch mit der Pfeilhr>he desselben ist. Im Falle einefl flachen Kreis- 
bogens z. B. , dessen Länge =2/, Sehuenlänge — 2,s, Pfeilliöhe = 
Badins ss r und Alittelpuuktswinkei = 2a ist , hat mau 

l^ra, dsBr(l — eosa)sss~ra*, also aB2-j-; 

femer 8ssr8massr(a — 

, 1 1 . 1 2 d 

aUo l-s==-g-r«*, 

2 

Ist auch in anderen Fällen dieser Zahlenooeffldent — durch dnen 

8 

l g 

anderen m ersetaeni so bleibt doch — - — von einerlei Gidssenordnung 

mit y. 

124. — Ein an beiden Enden auf Stfltzen ruhender 
prismatischer Balken AB, der eine gleichförmig auf 
seiner ganxen Länge s 2a vertheilte Last an tragen 
haty soll verstärkt werden durch Zugstangen AI) und 

J3I) (Fig. 44). die (an Bolzen 

drehbar angreifend) seine Enden 

1 *^ f, jtt ^ ^ dem unteren 

f^j;]3'^ , ^ ^«J^ Ende einer unter die Mitte 
^^"■^J-.,,.,^^!^^^ I ■' '^"•"^"a Q des Ballens gesetzten 

2 schwebenden Stfltze CD ver- 

binden. Ist 

der Elasticitütsmodul , k die grösste spccifische rressuiig <Ies 
Balkens (im höclisten Punkte des Querschnittes bei C in der Entfernung 
e von der Biegungsaxe) , F sein Querschnitt, J^Fp das Tkfglidts- 
moment desselben in Bedehung auf die Biegongsazey 



Pie.44. 
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El der Eksticitfitsmodol, ki die speciiische Spannung, der Qaer- 
BOhiutt der Zngstoogeiii 

a der Winkel CAD=CBDf 
so Beiy während flbrigens diese Grössen gegeben ^d, der erforder- 
liche Querschnitt F^ der Zugstangen zn bestimmen nnd 

ferner zu ermitteln, in welchem Verhältnisse auf solche 
Weise die zulässige Bolus tinig Q des Jijilkens grösser 
wird| als sie ohne die Zugstangen sein dürfte, nämlich als 

=4*F^ .... (322). 

Von oinor vor der Beluslung im System etwa sehon vorhandenen Spannung 
soll dabei abgesehen , auch die kurze Stütze CD als absolut starr be- 
traditet werden. 

Bczeiclmct nun x die horizontale, positiv im Sinne ÄC gesetzte, 
y die verticale, poätir nach oben gesetzte Verrttckung des Punktes A 
gegen die Gerade CD, so ist mit BQcksicht auf die Deformation (Biegung 
und Znaammendrfiekung) des Balkoistfidces ÄC in Folge SMuer gleich- 

furmigen Belastung = ~ Q , ferner der bei Ä vertical aufwärts wirkenden 

Reaetionskraft ss der Stfitse nnd der nach AD gerichteten Zqgloaft 

s=kiFi der Stange AD: 

JLFj Cosa 

da der Anthoil , den die Biogtmg der Stabmittellinie AC an dieser Ver- 
rückung X hat, nach der Bemerkung zu Ende der vorigen Nummer zu 
Temachlftssigen ist, und gemSss Gleichung (87), Nr. 50: 

EJ EF 3/^' 

Diesen Verrückungen x, y von A gegen CD entsprechend ist die Ver- 
längerimg der Stange AD—ysina — xcosctj und da dieselbe auch 

= ist, eigiebt sich die Gleichung: 

woraus folgt: 

JEF4-iiJFt<wa(y^sipt««+«w«a) = ^(?^ ^smaeosa (828). 

Ansserdem ist die specifische Manmalpressung des gagl«eh auf 
Biegong iaaA auf Druck in Anspruch genommenen Balkens: 
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*J'+*i^t(P«»«-cosa) = ~<?'^' . . (324). 

Ans dieser letiten und ans Gleichong (822) folgt: 

|-=l + ^^(^ma-casa), . . (32ö), 

wonach eine YergrOssernng der Tragfiiliigkeik des Balkens durch die Zug- 
Stangen jedenfalls nur dann herbeigefllhrt werden kann, wenn 

ist. Durch EUminatioii von Q swisehen Gleiohang (323) und (824) 
crhfiU man zur Berechnung des der Aufgabe entsprechenden Stangenquer- 
solinittes die Gleichung: 

— ^ (826), 

6 — smaeosaA- 12cos"o — -p^sm^a 
e P 

TOnWMgesetzt , dass sich hiernach für ein positiver Werth ergicbt, 
widrigenfalls die Aufgabe unter den gegebenen l'tnständen unlösbar wäre, 
insbesondere mit dem gegebenen Winkel a, der zwischen gew issen Grenzen 
lisgen mussy um die verlangten Anstrengungen {Je und A^) des Balkens 
und der Ziigrtangen durch euien entsprechend gewählten Querschnitt der 
leCsteren an ennSgUcben. 

Z. B. im Falle schmiedeiserner Zugstangen und eines 
Balkens von Hole mit rechteckigem Querschnitte von der 
Höbe h erhält man mit 

r» 

120000 , =s 2000000 , also ^ = 0,06 
jb=s50, ifci = 760, also ^ = ^ 

§ = | = l + 10(90*;a-l)A«) 

5//;« — (0,6^ / ay - (N36 
^^^^ 50///« — (30/f/a)^+4 * 
Da der Zähler von /(«) negativ oder positiv ist, jenachdem ///«< 0,072 
oder >■ 0,072, der Nenner dagegen positiv oder n^ativ, ienu( hdciu A/ a «< 0, 
oder > 0,1 ist, so haben Zähler und Nenner nur dann gleiciie Zeichen, 
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also /'(er) und somit nur dann positiTy d. h. die in der Aufgabe lie- 
gende Fordening nur dann erfüllbar, wenn tff et zwischen 0,072 und 0,1 
lie^^t. Je griisser Uf a zwischen diesea Grenzen gewählt wird, desto grüsser 
sind i-j und Q; muu lin<lt't z. B. 

für ^a = 0,08 0,09 

Fl =0,011:3 7-' 0,0182 F 

^=2,04^0 0,11^. 

^ Ein rechteckiger Rahmen, bestehend ans Tier 
fest verbnndenen prismatischen St&ben, die einen von 

der Länge 2a, die anderen von der Länge2a|, sei in den 
Mitten der e r s t e r e n von gleichen und entgegengesetzten 
Kräften 2 7^ a n g e g r i f f e n , d c r e n z u s a m ni e n f a 1 1 e n d e R i c h - 
tungslinien denMittelliuicu der anderen Stäbe parallel 
sind. Es soll die dadurch in beiden yerorsachte Haxinulspannnng ge- 
iVmden Werden, wenn der Qaerschnitt, das Tc&gheitsmoment in Besiehung 
auf die Hcgongsnxe, die beiderseits grösste Entfernung der letsterea von 
Qnerschnittspunktc und der l->histicität8modul 

fiir die erstercn Stäbe = F J c F , 
für die anderen ''i 

gegeben sind. — > Die uräpniuglich rechteckige Hittel- 
Unie dM Rahmens bMbt sy m metrisch in Beziehung 
mif die Richtun^slinie OÄ der äusseren Kräfte 2P 
und eine dazu senkrechte Axc OA^ . während sie so 
deformirt wird, wie Fig. -15 andeutet, worin Ali 
ig =a und AiB = a^ die in B (in Folge der festen 
Verbindung daselbst) sich nach wie vor rechtwinkelig 
sehneidenden Mittellhiiai je einer StabhSlfle bedeuten. 
Bei B wirkt der Stab BÄ^ auf BA mit der nach 
AO gerichteten Kraft P und mit einem gewissen 
im Sinne A^OA drehenden Kraftmoment M. Die 
Kraft P würde für sioli allein der elastischen Linie 
AB in ihrem Endpunkte B eine Neigung gegen die 
Aze OAi ertheilen, die nach Gleichung (87)« 
Nr. 60 

^EJ 2 

ist, w&hrend das Kraihnoment M, für sich allein den Stab AB nach 
einem im Sinne OA concaven Kreisbogen krümmend, dessen Radius q 
durch die Gleichung 

Q 

bestimmt ist, dadurch einen jenem entgegengesetzten Neigungswinkel bei B 

a Ma 

verursachen würde, so dass der resultirende Neigungswinkel a (Fig. 45) 
der Gleichung entspricht: 
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Mit derselben Kraft P und demaelbon Eraftmoment die der Stab 
ÄiB hn B tat den Stab AB ausfibt, wirkt dieser im umgekehrten Sinne 
auf jenen, und können ausserdem bei der GeringliBgigkeit der Bi^gnng des 
Stabes AiBf also der Kleinheit der Momente von P in Beztig auf die 
Biegimgsaxen seiner Querschnitte die Spnnnnnfj=;momente der letzteren con- 
ßtant = M gesetzt werden , entsprechend einer kreisförmigen elastischen 
Linie. Ist ihr Radius ; so ist 

ond Jf=^i^, 
Qi Hl 

wonach aus der vorigen Gleichung folgt: 

— (^fli+ii/iO) = 4-^«* • • • (827). 

Qi • 

Im Stabe AB nimmt das Spannnngsmoment absolut genommen von 
M bei B stetig ab bis Null, mid dann zu bis Pa — M bei A ; letzteres 
ist>J[f, also das grösste überhaupt, weil n^ch Gleichung (327) 

Pa>2M, nitmUeh>2^^ 

ist. Somit ist die spccifische Maximalspaunung für die von den Kräften 
2P angegriffenen Stäbe: 

ond für die anderen: 

^i'^Y^+^'^'r,^{jr^ (329). 

Insbesondere fOt einen quadratischen, aus vier gleichen 
Stäben gebildeten Rahmen wSre mit 



ai=ay Fi^Ff J'^^J'f e^ — et Bi^JB 

, (330). 



Wirken die Kräfte 2P im umgekehrten Sinne, so dass sie den 
Babmen nidit sosdefanen, wie Fig. 45 aadentet, sondmi snnunmeikdrQc^en, 
so gelten dieselben Formebi, indem nur alle Spannungen engeren Sinnes 
an ebenso grossen Pressungen werden, und umgekehrt 

126. ~ Wenn der letztgenannte aus vier gleichen Stäben 

gebildete qiiadrntlsfheRabmenvon den entgegengesetzt 
gerichtete n K r ii f t (? n 2 P in zwei g e g e n ii b e r liegenden 
Ecken augegriffen wird, so wird jeder Stab so gebogen, Uass, wie 

13* 
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Fig. 46 x^gt| die Tangenten in den Endponkten seiner MitteUinie 
BC^2a pandlel und unter 45*^ gingen die Richtungslinie von 2P ge- 
^ neigt bleiben. Die Kruft F, die auf den betnicbtcteii 
Stab JiC von dem damit bei C fest verbundenen au^ 
*P. P 
t geübt wird, kann in swei Componraten ■^''^^ 

/..i werden, von denen die eine den Stab auf Zug, die au- 

\ dere auf Biegung in Anspruch nimmt; ausserdem wirkt 

/ /'l' hier auf Biegung und swar in entgegengesetstem Sinne 

y/ ' j ein Kraftmoment Mf dessen Grösse dadurch bestimmt 

yy^ ist , dass die von ihm herrührende Neigung der elasti- 

' ■ seben Linie J{(J bei C gegen ihre Tangente bei B der 

tp durcli jene Kraft venn-sachten entgegengesetzt gleich, dass 
also (siebe den Ausdruck von a in voriger Nummer) 

1 P P(t 
---7=(2a)«=lf.2a i«t, worane = ^ 

2 f2 y2 

folgt. Von bis B nimmt das Spannnngamoment von M bis NuU ab 

und dann wieder bis 

zu. Somit ist die .opccitischc ^^^*xi'nft^pM^ns^T*g (mit den in voriger Nummer 
gebrauchten Bezeichnungen ) : 

Sie ist der dnreh Gleichung (830) bestimmten Spannung h gleich, wenn 

SV2 



/8K2 .\ac ae 



1 a 

ist, z. B. bei rechteckigem Querschnitte mit f* = — e* für — = 5t5y 

I rt 

bei kreiatörmigem ,| „ /"^ = — für — =4|1. 

Jenachdem kleiner oder grösser ist, wird der Rahmen bei der hier oder 

bei der in voriger Nummer besprociienen Aogriffiiweise der äusseren Krätle 
stärker augestrengt. 

127. — Die g r ö 8 3 t 0 Anstrengung, welche die S p e i c b o n 
eines belasteten Wagenrades erleiden, sei unter der Voraus- 
setzung zu berechnen, dass Kraus und Nabe starre Ringe, die Spmchen 
aber prismatische elasUsche Stäbe und mit jenen der Art fest verbunden 
sind , dass , wenn durcIi die Belastung P der Mittelpunkt N der Xabe 
(Fig. 47) um die kleine Strecke KN=X aus dem Mittelpunkte K des 
Kranzes herausrückt , und somit die unteren Speieben zusammengedrückt, 
die oberen ausgedehnt werden , hierbei zugleich alle so gebogen werdeu; 
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Fig. 47. 




dass sie am einen Ende normal (radial) gegen den Kranz, am loderen 
normal gegen die Nabe gerichtet bl«ben. 

Die Zahl der Speichen sei = 2n, ilire 
Lftllge = 97 wäliroiid die Bu<'Ii>(alK'n J*) 
Jf^FP, e und J'J in hv/.ug auf i^ie die 
bekannten (z. B. in Nr. 125 angediiirteuj 
Bedeutungen haben. Ffir irgend eine Speiche 
mit der Mittellinie AB (Fig. 47) in soU 
eher Lage , in der sie den W inkel (p mit 
dem verticnlen Durehmesser des Rudns (der 
Riclitungslinie der iM'lastendon Kraft P) 
liildet; sei p der zu ihrer Defurmntion ver- 
wendete Theil von P mit den Componenten 
Pi und beriehungiweise in radialer and 
dacQ senkrechter Richtung. Von Pi wird 
sie zusaromengedrQckt um einen Betrag = 
.r <w ff . von /)j gebogen, und /war verfiält 
sie sich in letzterer Hinsicht wie die Hälfte eines beiderseits ciii";ck]ommtcn 
Stabes von der Länge 2s j den die in der Mitte angreifende Kruft 2})^ um 
xsmgt daselbst durchbiegt. Somit ist 

und nach Gleichung (115), Nr. 67: 

Die Summe dieser Einaelkrfifte p für alle 2n Speichen zusammen muss 
B P smn , also 

foDs liier die Summcnzeiclien auf die Hälfte des Rades ^ somit auf n auf 

einander folgende Sj>cichon bezogen werden. I^t also f^,, der Werth von 
q> für die der ersten dieser ti Speichen benachbarte der anderen Hadhältlte, 
80 ist mit Kücksicht auf die Oloichungcn 

l-\-C4)s2(p 1 — (!0S2lp 

2 ' ^ 2 * 



008* 



S €08* 

m ^ 1 



S8m*f= 



« 1 "5" , 2,r\ 



n 
2 



n 
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weil ^ cosy2^f^-{- m~) die ulgebrabclie JSumme der rrojeclioaeu der 

Seitenlangen = 1 eines regulären «-Ecks auf eine Gerade , die mit einer 
der Polygonseiten den Winkel 2(pQ bildet, und somit — Null i^^t Avie jede 
solche algebraische Pn)jcctionssuinme der Seiten eines geschlossenea Poly- 
gons. Obige Gleichung für P geht abu über iu: 

P^nEF^ (l + 12 O und gM>t . 

*^ nBF{l + 12L) 

Indem nun die Maximalspannnng der S^p^dten im Querschnitte bei 
A oder bei B, woselbst das Spannongsmoment am grössten^ nimlicU nach 
Gleichung (I15j 

2i>. . 28 1 

T^' 

Ist, den Ansdmdc hat: ffs^ + i-jj^s^ 

oder mit liücksicht auf obige Ausdrücke von j;^ und ; 

sc / € \ 

assE-j- [cos (f — sin g>j , 

eigiebt sich doroh Einsetzen des Ansdrack« von xi 

P 



und CS bleibt nur noch übrig, hier für den Werth zu bctzen, wodurch 

diese Spannmig am gTÖ8St«n wird. Setst man aber 6 — ^tgß, so ist 

s 



C0SW4-Q — st» o) SS - " 

^ ' s ^ eosß 



ß ^ 

amg«össten=^«|/rqF^==l/l+«6|^ 
fOr q>f^ßt also ^9=6 — . Das ikagUche Maximum Ton a ist also: 

8 



1 p y 



1 + 36 



oder mit f* = ac^ und mit 2c = a= der Spuichendieke: 

TT ^ • • • • C332)« 

1 + 80-- 
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Dabei ist für einen rechteckigen Querschnitt o=r— , lUr einen eUiptiscben 

8 

a = -^y und man findet s. B. 

ftlr— ==0,Ü4. Ü,08 0,12 0,10 



mit a = =1,006 1,022 1,048 1,082 
8 

mit a = 4-*^=M06 1,023 1,051 1,088 




Diese Anstrengung der Speichen, die sich etwas mehr als doppelt so 

gros^ ergiebt, wie sie sein würde, wenn die Kraft P cicli als Zug- oder 
Druckkraft gleichmässig auf alle 2n Speichen vertheilte, Ist natürlich nur 
als «"ino or.«tp Annähoning zu It^'tracliten. Eino zweite müssto «!!«• Dofor- 
mation de.'« Uiidkrnnzf.s heriicksiclitigt'n. wenn auch die ^'abe ohne wcsent- 
liclion Felller als ein starrer Körper nach wie vor gelten kann. Auch 
pflegen die einseinen Bestandthelle des Bades schon anabhängig von P 
eine von seiner Herstdlnngsweise abhängende Anfongsspannnog sn haben, 
die s. B. fiir oin Locomotivrad als Wirkung des warm aufgesogenen Bad- 
reifens nach Nr. 32 zu beurtheilen ist. 



IL OombliuittoB Ton Zug- oder Drnek- und SehnbelastleltSt 

128. — Kia Beinpiel dieses Falles , der übrigMkS von weniger all- 
gemeinem Vorkommen ala der vorige ist, gewährt das Verhalten der Niete 
xnr Verbindung von Blechen, Oberhaupt von platteu- 
förmigen Körpern unter der Einwirkung von Kräften, 
welche diese Körper längs einander zu verschieben 
streben. Boi dem gewJilinliclien \'t>rfalircn der wannen Nirfniig, wobei 
das Niet rothgliUiend duicli die sit li ouLspreclienden Niütlf>clier getrieben 
und aus dem vorstehenden Theile des Schaftes der Schliesskopf durch 
Hämmern gebildet wird, ist es nämlich nicht die auf das Niet wirkende 
Schubkraft allein, die seine Spannung bei der fertigen und belasteten Con- 
struction bedingt; zum Tlicil ist diese Span tuing eine durch die Zusammen» 
Ziehung des »'rkaltond»Mi Nietes verursachte Nonnalspannung nach seiner 
Axrichtung, die tolgenderniaassen ausgedrückt werden kann. Es sei 

t die Erwärmung des Nietes , ^ die der Blechtheile rings um das 
Niet herum, insoweit sie innerhalb der durch die Bänder der beidra Niet- 
köpfe gehenden Cylinderfläche enthalten sind, beide Temperaturen besc^psn 
auf den Znstand, in welchem das Niet so eben fertig gebildet wurde, und 
gerechnet von der gewr»hnlichen Lufttemperatur aus (von der mittleren 
Temperntur des wieder erkalteten Oelüldes), 

a der lineare Ausdeliuungseoet'licieut iles Nietes, a^ der des Bleches, 

a die Länge des Nietschat'tes — der Summe von Blechdicken zwischen 
den Nielkdpfen nach der Erkaltung, 

« in diesem Zustande (nach der Erkaltung) die specifische Dehnung 
de« Nietes, C| die spedfische ZusammendrOckuiig des Bleches. 
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Dann ist die Gl^hnng, welche ausdrückt^ daas auch im wannen Zustande 
unmittelbar nach der Herstellung des Schliesakopifes die L&nge des Niet- 
schaftes und die Blechdidce zwischen den NiedLÖpfen ^nander gleich waren : 

a(l + — «) = o(l -f «1 ^ 4- «i) 
und folgt daraus: e-|-e|=a4 — a|^. 

Ist ferner E der Elasticitätsmodul ^ F der Quersclinitt des NictschailcSi 
J*', ficr Elasticitatsmodul des Bleches uiul Fj der Querschnitt des Hohl- 

cyliiultTS zwischen der Ohorfläehe de? Nii-t^cliaffcs und der dnrcli die 
Kiindcr der Nietkiipfe gehenden Cylindcrtliiclie . ho ist die Gleichung, 
welche ausdrückt, duss die Spannung im Querschnitte 1^ des Nietßchades 
der Bressong des Bleches im Querschnitte gleich ist: 

EFb=£,F,€, oder^==^. 

Streng genommen findet freilich diese Clleichheit nicht statt, ist vielmehr 
die Spannung JCFe = der Pressung Jbl^F^t^ plus einer gewissen nach 
der Nietaxe gericliteten Schnbspannung in jener durch die Bftnder der 
Nietküpfe gehenden Cylindorfläche, wodurch die Pressung auch auf einen 
ansserhalb dieser C"\ liiidorHäche liegenden Theil der Blechmiisse flbertragen 
wird, ein Umstan l, «Iit indessen dadurch horiicksichtigt worden mag. dass 
^1 nach Schätzung etwas grösser, als der obigen Definition entsprechendi 

angenommen wird. Ans den Gleichungen flir e-]-^ und — folgt nun: 



EF «1 



(333). 



Dadurch ist auch a = 7''£ = der axialen spocifischon IS'ormalspannung 
des Nietschaftes bestimmt. AVas seine 8chubsj)annung betritll, so ist vor 
Allem zu berücksichtigen, dass dieselbe nicht durch die ganze Kraft P 
verursacht wird, die das eine gegen das andere Blech zu Terschieben strebt, 
dass vielmehr ein Thdl dieser Kraft durch die Reihung aufgehoben wirdi 
die zwischen den Blechen, dem Drucke E^F^t^ ~EFe = Fa ent- 
sprechend, stattfindet, Ist nlso /i der l)cfrcftcnde Reibungseocfficient , so 
ist nach Oleichiin^^ (200) > Nr. 81} die grüsste Schubspannung im kreis- 
Hirmigen Nietquerschnitte : 

4 F-nFo 4 /P \ 

f -WKf-^'V' • • ^*^*> 

und somit, nach Gleichung (58), Nr. 2^1 der aus a und t resultirendc 
grüsste AbeoIntworUi des ProdhM^ miMr Dehnung und des ^astksatiUs- 
modul: 



j^_ m — 1 
2m 

worin der etwas schwankende Werth des C!oefficicnlen m im Durchschnitt 

sar— , also 
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gesetzt werden kann. Natürlich sotzen die Gleicliuiigoii (334) und (335) 
voraus, dass F'^fiFa ist, widrigeafalls f=0 und k = a wäre. Auch 
setsen lie vorMiSy dam das Niet nur in einem Qoereohnilte anf Ab- 
seheenmg in Anepmdi genoaunen wird; vertheilto rieb die Schubkraft P 

unter zwei Quersclinitte desselben Nietbobtens, wie bei «ner doppelten 
Band Vernietung (stumpf an den Kändem zn«nmmenge8to8seno Bleche mit 
zwei die Stossfuge von beiden Seiten übcrdockendon Blechbändem) , «o 

wäre P ftlr P so eetien. 

Was die Nonnalapannung a = Ee betrifft, so ist sie freilich aus 
Gleicbnng (888) nicht mit einiger Znverlissigkeit zu berechnen w^en 

dm Unsicberlieit der für , t und ^ anzunehmenden Werthe ; zu einer 
mehr zutreffenden Beurtheilung dieser Spannung können nur Versuche 
dienen. Bei solchen , die in England bei (jelegenheit des Baues der 
Britann ia - Brücke . und bei anderen, die später in Frankreich angestellt 
wurden, iiatte man nach Art der doppelten Bandvernietung zwei Blech- 
Streifen mittels sweier die Stossftige von briden Seiten filierdedtender Stoes- 
platten durch swei Niete so susammengenietet , dass die Nietbolzen in den 
gestossenen Blecliplatten Spielraum hatten, und fand dann die Zugkraft, 
die das Gleiten der letzteren zwischen den sie einklemmenden Stossplatten 
bewirkte, = lOUO bis 1400 Kgr. pro Quadratcentimeter des Nietcpier- 
schnitteS; im Mittel also fna =(oOO Kgr. pro Quadratcentim. mit Rück- 
sicht darauf, dass hier die Reibung in zwei Flächen stattfand. Mit fi =■ 0,4 
wOide danus «1=1500 Kgr. folgen, und w^em diese schon an und Ar 
rieh ungewöhnlich grosse Spannung ehie weitere Steigerung gemäss 
Gleichung (385) nicht gestattet, müsste 

P , P 

<ifia oder i'^> ■gQÖ" Quadratcentim. 

sein. Setst man in Gleichung (838) 

«i=«; E, = E, F, = ^F. 

so folgt o^Eess-l^Sait—ii) 

8 

und mit JE;;» 2000000, a= 0,000012 für Schmiedeisen; 

woraus mit 0= 1500 folgen würde: / — fj = 100'' TemperuturdifTcrenz 
des Nietbolzens und der ihn umgebenden Blechtlteile unmittelbar nach 
Herstellung de:* Scldiesskopfes. — 

Bei der Uusiciierheit der Aunahmeu, von denen nach vorsteheudcu 
AuseinandMBststmgen die theoretische üntersudiung der Anstrengung dnes 
Nietboliens ausgehen muss, ist es Tomudehen, die Widerstandsfähigkeit 

einer Nietverbindung auf Orund von Versuclien zu bcurtheilen, bei denen 
die Belastung bis zum Ümche ^'cateigert wird. Solche Versuche, wie sie 
U.A. besonders von W. Fairbairu angestellt wurden, haben ergeben, 
dasS; damit der Bruch einer einfachen Nietung mit gleii-h(>r Wulmiclicinlich- 
keit durch die Abscheerung der Niete wie durch da^ lieiüsen des Bleches 
berbeigeflihrt werde, die Niete susammen ungefähr denselben (^unscfaiiitt 



Digitized by Google ' 



202 



Gende stebfönoige Körper. 



haben mflaBen wie du xwisc^en den Nietiochera übrig g^Uiebene Bleoh. 
Bei der Berechnung und Anordnung einer Vernietung kann lüeronch eo 
verfahren werden , als ob die ^'unze auf relative Verschiebung der ver- 
nieteten llleche hinwirkende Kralt eine in den Nietquersclinitten gU'icli- 
Ibrmig vertheilte Schubspamiung hervorriefe , die in Folge entspn'cliender 
Wahl der YerhältniBse = der im Bleche selbst hervorgerufeneu grössten 
Norninlftpennnng wem eolL Diese dadnreh allein notiä nicht bestimmte 
Wahl der Terhältniasmässigen Werthc von Blechdicke, Durchmesser der 
Nietbolzon und Entfernung der Nietlöcher von einander ist ausserdem von 
der Rücksicht auf möglichst geringe Schwächung des Bh'chcs abhängig zu 
machen sowie auf den Druck /;\vischcn den Niet holzen un<l ihren haU>- 
cyliudriächcu StützHäclieu in den Nietlucheru, welclicr Druck eine gewisse 
erfahningsmissig höchstens zulässige Grenze nicht ttberschreiten darf, wie 
eS| angezeigt durch aufgeworfene Bänder an den Nietlöchenii der Fall 
sdn kann, auch ohne dass die übrigen Thmle der Vernietung schon tue 
zum MaKimnm ihrer zulässigen Spannung angestrengt sind. 



III. Comblnatlou toh Zu^- oder Braek- imd.Breliiuigs- 

elasticität. 

129. — Ist P die naeh der Aaaiehtnng eines aus isotropem Matsriale 

bestehenden geraden Stabes aehend oder drückend wu-kende äussere Kraft, 
M das auf Verdrehung um die Axe wirkend«' Krnftnioment, 80 verursacht 
1* eine gleichförmig in jedem Querschnitte vertheilte Spannung a, ]\[ aber 
eine 8chubspannung 7, die in einem gewissen Punkte dos Umfanges am 
grijssten ist, und in diesem ktsteren Punkte jedes Qnerschnitles findet 
deshalb auch der nach Gleichung (58) zu berechnmide gvttsste Absolut- 
werth k von Et statt. 

Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius 
so ist: 

P 2Jlif 
a = — max%^ — s nach Gleichung (230), 

IJW. — Wenn z. B. durch eine P r e s s s c Ii ra u b e . deren äusserer, 
mittlerer und innerer Gewindohalbmesser beziehungsweise — r^^ r und 
sei, der Druck P ausgeübt werden soll, und M das Kraftmoment Ist, mit 
weldiem zu dem Ende die Sehraube gedreht werden muss, so ist nach 
Gleichung (386), worin ftir r der Halbmesser des Schranbenkernes su 

10 

setzen ist, mit m=»—-i 

o 

»=77^(o-35 + 0,G5|/rM6(|y(J)') . (337). 

Von dem Moment M wird ein Theil durch die Reibung zwischen 
der Schraube und der Preasplatte, überhaupt dem von der ;;>chrMibe an 
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ihrem Ende gepresstcn und an der Dreliung nicht Theil uehmendeii Körper 
im Gleichgewichte gehalten, so diiss , wenn diese Reihung in einer Kreis- 
fläche vom Radius entsprechend dem Reibungscoei'ficienten /i' stattfindeti 
fQr das Gl«icbgewicht mit dem I>racke P ond der Beibuig im Matter- 
gevrinde das Kraftmomenl 

o 

übrig bleibt y dessen auf den mittleren Halbmesser r reducirte Kraft P* 
bei Voraussetzung einer Schraube mit f 1 a c h e ni Cr e w i n d e (rectiteckigem 
OewiiuhMiuerscIinitte) nach den Gesetzen der schiefen Ebene bestimmt ist 
durch die Gieictumg : 

cos a = Psin cc -\- f.t (P' sin a P cos a) , 

unter n den Cofficlonfen der Reibun«; im Muttergewiii'h' und unter a «h-n 
mittleren Steigungswinkel, d. h. den ^Viiikel verstiiudun , unter welchem 
die Durchschnittslinie der SchraubeuHüche mit der coaxialen Cylinderfl&che 
mm. Badins r gegen eine cor Sehnnibeiitte Beakreohte Ebene geneigt ist. 
HierMU folgt mit fts^tgqi 

P eosa — fisina 1 — f'neUfQ 
also das in Gleichung (337) vorkommende Verhültniss 

^ = ^ + Yi«'^ = <j(«+«) + yM'^ • (888). 

Hat insbesondere die Schiwibe ein einfaches Gewinde qua- 
dratisohen Qnerschnittesy so ist die Steigung a 2 (fj — r,) und 

Wird dann beispielsweise angenrnnmen: 

^=sft'sO,l md rg:r:ri=s6:7:8, * 

M 

so findet man: a^h^ 12% ^=5° 43', -^ = 0,2ö0 

*= 0,66 l/I+l ) = 1,86 ^ . 

Ist A; gegeben, so ist der nöthige äussere Durchmesser der Schraube; 
j « o »"i 8 1/1,85 P , l/P 



IT. Combinatioii Ton Biegungs- and SehubelAstieititt. 

181. — Fiir irgend einen Querschnitt des Stabes sei M das auf 
Biegung wirkende Kmftmoment, R die Schubkraft; die Ebene Ton M 
tbeile den Quenchnitt in zwei ^ymmetiische HSlfien, und der Schnitt 
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(die Syinmetric'KX«') »ei diu Kichtiingslinie von Ii, Die Bieguugsaxe iflt 
dann senkrecht zu diesem Schnitte, und wenn 

J duN Triigheitsnionient des (Querschnittes in lie^ug auf die liiegungsaxe, 

y die lireite im Ahstunde z von der letzteren, 

ip den Nuiguugä winke! der Tangenten des Querschuitti>umi'anges in 
den j^dpnnkteii der Breiftenlmie y gegen die Richtungslinie von Mj 
e den Maximalwerth von gf 

dF=y dz einen der Biegungsaxe parallelen Flächeustreifen 
bedeutet, so iBt in allen Punkten der Breitenlinie y die Nonnal8|NUinuiig: 

Mm 

- nach Gleichung (81), 

V 

wfibrend die Sehnbepannmig in ihren Endpunkten am grössten, nämlich: 

r> « 

T=-— ^ — fgdF nach Gleichung (201) 

Jycosq^z 

ist, in < denselben Punkten folglich nach Gleichung (58) das Produot von 
Elastioit&temodul und grösster Dehnung bei Voiaussetsung isotroper Be- 
schaffenheit des Stabe«: 

Der dem Maximum dieses Ausdruckes entsprecliende Werth von e ist 
Ton der Querschnittsform und von der Beaehung swischen JBf , ü und der 
die GrrOsse des Querschnittes bei gegebener Foim bestunmenden Dimension 
desselben abhängig. 

132. — Der Querschnitt sei s. B. ein Rechteck = &c, die 
SchubkrafY Jl parallel den Seiten e% das Bi^gungsmoment Jlf=JSa* In 
dem Ausdrucke (889) ist dann au setaen: 

und ergiebt sich itlr die Entfernung M^a-^ von der Bi^nngsaxe: 

m 

s. B. mit m =B 4 : 

Die Art und Weise, wie sich f(a) mit a ändert und wie dieses 

Aendemngegesets durch ' den Werth des Verhältnisses ^ bedingt wird, 

r 

macht die l'ulgeude tabellarische Zusammenstellung anschaulich. 
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M 1 


M 1 
U 1 


j» 1 


O O 


Ii o 


u 1 


a 


e 16 


c 8 


T T 


e 16 


c 8" 








/^(«) 




/^(«) 


A«) 




0 


40 


20 


10 


8 


6,667 


5 


0,1 


39|903 


20,106 


10,213 


8,236 


6,919 


5,275 


0,2 




19,813 


10,252 


8,345 


7,078 


5,503 


0,3 


CT 




10,123 


8,333 


/,149 


5,691 


0,4 


P »: 


bestä 1 

A l 

Audi 
b 


9,835 


8,211 


7,146 


5,852 


0,5 




9,406 


A 


A A A 

7,090 


A A AM 

6,007 


0,6 




w rr Q. 


8,868 


7.734 


7,016 


6,186 


0,7 


!*• > 


8,285 


7,476 


6,!>79 


6,430 


0,8 


7* 




7,781 


7,329 


7,065 


6,786 


0,9 




8,590 


7,58 '> 


7,450 


7,375 


7,299 


1 


8 


8 


8 


8 


8 


8 



a 



i) 



Hiernach irt flir /•(0) = /*(0,6) — /•(!)=: 8, nnd liegt 

svisehen f{0) und /'(0,5) ein Mazimiim, iwiflchen /'(0,5) und /*(!) ein 
Minimnm von ^(a). 

Für grössere Werthe von — bleiben zwar dos Maximum und das 

Minimum zonftchsi noch besteh^, allein sehr bald, s. B. sohoh för 

f ab der onverlnderiielie Clreniwerth 



■ — = wird das Maxininn 

c 8 

f(t)ss8. Wird noch gi6sser, so flndet, s. B. schon fllr = -^y 

beständige Zunahme statt von f{Q) bis /*(!)• 

Wird '® sonftchst das Maxinnm ▼erhMlInissmSssig 

weniger von /'(O), das Minimum vcrhültnissmiissig wcnigor von f(\) ver- 
schieden: alsbald bei weiterer Abnahme von ~ iEUfc mnäohst das Minimnm 

e 

a 1 

forty z» B. schon für y später auch das Maximum » c. B. schon 

für — = 77i bei welchem wie bei jedem noch Ideineren Verfailtnisse — 
6 16 e 

ema bestlndige Abnahme von /'(O) bis /*(!) stattflndeC. 

üebrigens ist das etwa noch yoriiandene Maximum von f{a) fllr 

41 5 ^, . a h 

-— >— stets nur so wenig > /(l) und für — <r:r stets nur so wenig 
c l6 c l6 

>/'(0), dass es mit meistens nnerheblichem Fehler dort ~ f{\)j hier 

^f{^) S^N**^ werden kann. Das hier fUa gefundene Grena- 

flL ö 

TSrh&ltniss — ^ allgemeiner dasjenige , welchem , wenn 
C 16 



206 Gerade stabftnnige Körper. 

/•(o) = («. - 1) o + (m + 1) |/«« + ^ (1 -«•)• 

genW wild, /"(O) =/(!), alio ""^^ — = 2m totaprieht, <L L 

a fn+1 

e 4 m 

Im FaUe ±«-^>^i ist tXao max f(a):=m), 

imFrfle-^«^<-^^ „ „ »iar/'(a) = /'(0) 

zn setzen (genau oder nahcrungsweise , jenachdem — mehr oder weniger 

. 0 

tti I 1 

^— — ist), oder die Anstrengung des Materials in dem betreflRmden 

^ ■} nr 

Querschnitte dort nur mit Tviicksiclit auf Biegungselasticität , hier nur mit 
Kücksicbt auf Schubelasticitüt zu beurtlieilcn. 



— Das Gewinde einer flachgängigen Schraube, 
die naeh der Bichtong ihrer Axe den Druck P ansniQben hat, fcanny 
sowMt es in dkw Matter enthalten und deshalb doreh die Knh P belastet 
isty nShemngsweise als ein prismatischer KOrper von rechteckigem Quer- 
schnitte = bc betrachtet werden , dessen Dimension h die anderen bedeutend 
iibertrifll , indem nämlich h = dem Umfange den Schraubenkemes multipli- 
cirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungen , c = der 
Dicke des Gewindes zu setzen, die Länge aber = der Gewindetiefe t 
B fi — r, ist , unter r^^ den ftosseren , den inneren Greirindefaalbmesser 
Terstanden* 

Wenn das Gewinde ohne allen Spidraom in das entqpreohende 
Mntteigi^inde passt, so ist eine Bi^ong unm6glichy die An s trmignng 
folglich nach der in der Anhaftnngsfläche am Schraubcnkcme hervor- 
gerufenen grössten Schubspannnng au beurtheilcn, die nach Gleichung C205): 

3 P 

niaxt = — -r- (341) 

2 oc 

igt. Wenn aber Spielraum vorhanden ist , der nur sehr klein zu sein 
braucht, um eine mit erhel)liclier Mehranstrengung verb\uidene Biegung 
zuzulassen , so entspricht dieser letzteren , falls der Druck P als gleich- 
förmig auf dem Gewinde vertheilt oder in der mittleren Schraubenlinie 
ooncentrirt angenommen iHrd, die grOsste Nonnalspannnng : 




*üf — W ' ' ' ' 
12 

gMda&lls in dem- Qoeisebnitte, mit welchem das Grewinde am Schrauben- 
kerne haftet. Indem aber hier die in Toriger Nummer mit a beseicbnete 
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Länge — ~ und somit , falb < > c ist , ~ ^ ' fi>®^^ 

also > — -2- — istf 80 kann in diesem Falle das Gewinde auf blosse 

im 

Biegung bereclinct, d. h. die Anstrengiing nach jenem Mfiximalwerthe von 
a beurtlicilt werden, der insliesondt-ro bei quadratiscltom Gewindequerschnitte 
(<=c) doppelt so gross wie nuu: t ist. 

I»t die Hübe der Schraubenmutter , ao kann mm anch seteen: 

also bei qnadratiflchem Qnenclmilta ond etwas Spielranm des Gewindes 
ia der Matter; 

SP 

max0^ r • 

nr^h 

Pör die in Nr. 130 betrnebtete Prcsssehraube wfirde diese Maximale 
Spannung im Gewinde dem dort bestimmten Maximalwertlie von E»i 

h 3 

im Schnmbenkeme gleich sein , wenn — =r ^ oder das VerliKUniai der 
Mntterhühe zum äusseren 8chraubcndur<-hmetjäcr : 

rf, ~ 2 t\ r, ~ 8 ~ 10,8 6 

wäre. — Dieselben Formeln (341) und (342) gelten für das Matter> 
gewindo, wenn darin 

hc = Ttr^ h 

gesetzt wird. Die Mutter läuft also geringere Oefahr einer übermässigen 
Anstrengung , sofern nicht etwa die Widerstandsfähigkeit des Materials, 
worans sie besteht , in bedeutenderem Maasse, als im Verfaftltnisse des 
inneren cum ftnsseren Gewindednrcbmesser Itleiner, als die des 
der Schraiiibe ist 



134. — Aus der in Nr. 132 für einen rechteckigen Qnor^olinitt 
angestellten und in ähnlicher Weise auch ffir andere Querschnittslonnen 
ausführbaren Untersuchung ist zu schliesscn , diuss überhaupt in solchen 
F&llen I in denen die Breite des Querschnittes nirgend 
grttsser, als in der Biegnngsaxe, und derselbe nur von 
solcher Form ist, dass die grösste Sohnbspannang in 
der Biegungsaze stattfindet, die Anstrengung in ihm ohne 
wesentlichen Fehler nur mit Rücksicht auf die Normal Spannungen oder 
nur mit Rücksicht aui die 8chubspannungen zu beurtheilen sein wird, 
jenachdem 

Es für s = e^Ee für z = 0 

ist, folglich) mit Bücksicht auf den aligemttnen Ausdruck (339) von JE7«y 
jenachdem 
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_^ JzdFodM^> — ! 

iaif uritcT ^0 die Breite in der Biegungsaxe und unter (pQ den ent- 
sprechenden Werth von q> dkt g=sO veicBtonden. 

Wenn sich aber der Querschnitt mit wachsender 
Entfernung 0 von der Bieguugsaxe verbreitert, so kann es 
der Fall eein, daes einem gewinen swieclien 0 und e üegenden Werthe 

von z ein solcher Maximalwerth von Es cntspridit, der wefentlicli gn'isser 
Ut als Ee für e = c und für z = 0 , indem dann an einer solchen Stelle 
die NoriTiHlspannung eine erlieblielic Gr(')ssc haben kann , ohne dass die 
>Scimbs[munung viel kleiner als in der Biegungsuxe wäre« 

135. — Von der zuletzt erwähnten Art sind z. B. die doppelt- 
Tfdrmigcn Querschnitte prismatischer Trftger von ge- 
walstem Eisen, nach Flg. 86 (Nr. 84) bestimmt durch die Dimen- 
nonen h, d , c , und zwar ist es hier namentlich zu erwarten, dass flir 

Z—f^e-^d, d. 1. an einer Stelle, wo die Scimbspannung nur wenig 
kleiucr als ihr Maximalwerth für ^ = 0 , die Nonnal-spaiinung nur wenig 
kleiner als ihr Maximalwerth für Z — C ist, die entspreclieude grösste Deh- 
nung 6 erheblich grösser werden kann, als an jenen beiden Stelleu 
(s=sO und #=re)| um so melir, je weniger ne an ^esen letiteren Stdlea 
verschieden gross ist und je klehier die Dimensionen a, <l im Yeigleich 
mit den Dimensionen hy e sind. Haben dann ferner in dem- 
8 e 1 b (• n u e r s c h n i 1 1 c d i e S c Ii n b k r a f t und d a m B i e g u n g s - 
m o m e n t J/ i Ii r e g r ö s 3 t e n W e r t h e , so ist der z ~ f entsprechende 
grösste Werth von e in diesem Querschnitte zugleich der grösste im ganzen 
Körper, also maassgebend fUr die Bcurtheilung seiner Anstrengung. Dies 
ist s. B. der Fall, wenn der Träger, dessenLftnge = 2{ sei, 
bei gleichförmiger Belastung mit p pro Längeneinheit 
an beiden Enden eingeklemmt ist; R und 3f sind dann in den 
Endquerschnitten am grössten, und zwar nach Gleichung (116): 

R=j)l und M=^:—^ = 8 • 

Damit und mit ms 3 sowie den Beseiehnungen : 

c e 

H^=fzdFwiA Ht^^gdF 
folgt aus Gleichung (339) 



mr #=0: E^^h. = -^iü"l 



(848). 
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tmd ist darin: /=-|-[6c3_ (ft — a)/^ 

3 



* (344). 



Ans den Ausdrücken (343) ergiebt sich i dass in den Eudquersclinitten 
des Trägers 

vaA i^>*, wm ?< ^^^* ^ ^ ^ (346) 



18t, also hl nigltich>l^ und >jb| wenn { swisehen diesen beiden Gienc* 
werthen enthalten ist» 

Unter den Trägorprofilen der Borbacher Hütte beündet sich z, B. 
«n solches mit den Dimendonen: 

^assdt (aelOO, (2=11, 6=100 Millim. 
Damit crglebt sieh: 

J-s 28898547 , = 189595 , » 108950 
nnd ki>Jco für 2>868 KiUim., 

ki_>k für ;<1228 HiDim. 
Läge l iwischen diesen Crvraaesi, so wfirde die Annahme, dass der grössere 
der beidm Werthe und k das absolate MaTinrnm von Ee ist, vorans- 
irichtlich dann am meisten feldorliaft sdn, 

wenn ka=^k, d. h. wenn 1= . . • (347) 

wire, bei vorliegendem Beispiele ftlr 2ss620 Millimeter. In diesem Falle 
ist aUgemein 

hier = 1,249, in der That also wesentlich grösser als 1 und als das 
analoge Vcrhiiltniss bei rechteckigen Querschnitten, das nach Nr. 132 den 
ungefähren Wertli 

maxiEi) _ 8,846 _ ^^^^ 

Ä*0 — k 8 

hat. Meistens wird freilich die halbe Trügerlüuge l grösser, als der durch 
(346) bortimmte Offmawerdi s«n, und ist dann die §=$ «atsprecbende 
giueste Normatepannupg k sogleich das maassgebende Maximum von 

Oraskof, BtaMeUlt vad ViMigMt. 14 Digitized by (i)OgIe 
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13^ — Wenn die Belastung des prismatischen Tri* 

gers von doppelt - TT r m i g e m Qoersclinitte an einer ge- 
wissen Stelle 6' in den E n t f o rn « ng en ^r'= / , yljC*=^, von 
den Enden A , c o n c f n t r i r t . / < /j und der Träger an 
beiden Enden eingeklemmt oder an beiden gestützt ist, 
80 ist 12 am grössten und zwar gleicb gross in allen Querschnitten der 
Strecke ACt M aber im Falle der Einklemmung im Querschnitte A, im 
FaUe der StOtmag im Querschnitte C am grössteui und swar ist das Ver- 
NhSltniss dieser MMtimalwerthe von M und R 

im ersten Falle = ' ' nach Gleichung (109) und (110), 

im sweiten Falle ={• 

In demselben Querschnitte, also bei A im Fidle der ^Uramoung, 
bei C im Falle der Stfitanng des Trigen an seinen Enden, ist somit anch 
die Anstrengung dessdben am grössten, nnd swar im Abstände 

#=0, g=f oder #=e 

.von der Kegnngsaze, jenachdem — analog den Bedinguigen (345) und 

M l 

(346) in voriger Nummer, tro aber war — der AVerth von 

iQ + h) • 

. - . ersten, l an zweiten ralle 
unter» iwischen oder über den Grenswwthen : 



-©■ 



liegt. Im Bruchquerschnitte {A resp. C) ist A*5=Ä;, wenn analog 
Gleichung (347) 

im ersten FaUe ^t^*^, im sweiten /=i^ 

ist. Das Verhältniss - , ist aber in beiden Fällen das dnrch Giei- 

chung (848) bestimmte, insbesondere also anch hier =1,249 filr das in 
▼<Mnger Nummer als Beispirt betrachtete TrtgerprofiL 



137. — Für die FdlfTorungen in den zwei vorifTon Nummern war 
PS wesentlich. dasH unter den dort vorausgesetzten Fm^tiinden rlio Maxima 
der Schubkraft R und des Biegungsmomenta M in demselben (Querschnitte 
stattfanden. Wenn aber, was der gewöhnliche oder wenigstens fiir die 
Anordnung meistens vorau^gesetste Fall ist, der prismatische Triger 
von der Länge 21 bei gleichförmiger Belastung p pro 
Längeneinheit an beiden Enden auf Stützen liegt, so ist 
fiir einen Querschnitt in der Entfernung x = ^l von der Mitte: 
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jHOar Rssspl ftir f=l, d. i. in den Endquersclmitten^ 

j l ' 

maxM=^ für 1=0 1 d. i. im mittleren Qaeradmitte. 

Mag nun auch in solchem FaUe bei gewissen Stablüugen und in gewissen 
Qaenchnitten derjenige Werth von Ee der grösste sein, der in einon ge- 
wiiMn xwiachen 0 und e liegenden Abstände M Ton der Bi^ngeaxe 

Btattfindety eo ist doch im ganzen Träger fUr jeden bestimmten Abntand 
g die Dolimtng e «'iitwcder im mittleren Quorschnltto odor in den End- 
quergehnitten am grössten , und zwar hol jeder (^wersclmittsform , so dass 
dann die grösste Anstrengung immer entweder (bei grösüurun ^Lablängen) 
die den Normalspannangen im mittleren oder (bei kleineren Stablängen) 
die den Schnbepennungen in dnem Endquerschnitle entsprechende ist, nach 
Nr. 184 nindich jene oder diese y jenachdem 

, , , hdF 

ist, IuUh der Querschnitt eine solche Fonn hat, dass seine Schubspannung 
in der Bi^ngsaze am grOssten ist. Li der That ei^ebt sich ans 
Oleichmig (889) mit 

w = 3, if= JedF 

s 

nnd obigen Ansdrficken von R nnd Mi 

=?T^(9 

mit /-(ö^ 1 + 2 Kl - 2»|« + 

und n=i Ir fj— ^ — \ • 

2 Hyßcosip/ 

Bei gq^benem Warthe von gy also g^benen Werthen von 9>» IT 
entspricht nun das Mazimnm von f{]^ und somit von s der Gldcnung: 

also ^ = 0 oderj/l — 2»$*H-^* = 2|« — 2n, 

Totaosgesetzt , dass der ans dieser letsteren Gleiehnng folgende Werth 
Ton nämlich 

0 nnd 1 enthalten ist. FOr |=0 ist aber wiiUich ein 
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Maximum (fOr den anderen Werth von § also , falls er < 1 itty ein 
Minimum), wenn der ^=0 enteprechende zweite Diflerentialquotient 

^^ = -2 + 2(-2»)<0, d, i. n>~ 
ist. Wäre dagegen «< also / (0) ein Minimum, so wäre 

es würde also ein MftTimnm «wiflelien 0 und 1 gar nicht geben, vietanehr 
f(JQ vom Minimum 

f(0)=^B bb ^(l)=r2K2(l— ») 

3 

stetig wachsen, welch' letzterer Grenxwerth wegen 1 — jedenfalle 

> 2 Ks =8,464 wäre. 

Insbammdere bei doppelt- ^förmigem Qneriehnitte(Fig.36) 
ist d«r TrKger mit Benig auf den Spannungeeustand seines mittlermi Quer- 
schnittes auf Blegungsolasticitiit oder seiner Endquerschnitte auf Schnb- 
elarticit&t an berechnen, jenachdem nach Gleichung (849) 

'^1^ (360), 

jenadidem s. B. b« dem in den Torigen Nummern betraditeten specieUen 
Plrofil { grosser oder kleiner als 418 MUloneter ist. 

138. — Man könnte sich die Aufgabe stellen , die Qucrsclinittstorm 
eines Trägers so zu bestimmen , dass die grösste Dehnung ein 
allen Entfernungen g von der Biegungsaxe gleich gross 
wird. Sollte freilich diese Forderung fOr aUe Querschnitte erf&Ilt werden 
80 , dass die fiir jeden einzelnen conatante grösste Dehnung audi für alle 
gleich gross ist, so wfirde sieh eine Kirrperform ergeben, die nur durch 
On.«s nach einem Modell rfnli^irt \vt'r<lt'n kitnnte , dessen Kosten aber die 
dadureli erieichbnrt' Mutfiiiilcrspunii-s mehr als aufwiegen würden, falls 
es sicli nicht etwa um die Ht-räleUung sehr vieler unter gleichen Um- 
stSnden m benntsender Träger handelte. 

Bei prismatischen, durch dun NValzpruce.ss herstellbaren Trägem, also 
bei eonstantem Querschnitte könnte man sich darauf besciiränken, die Form 
des letzteren so zu bestimmen, dass wenigstens im Bruchquer- 
schnitte, wo die Schubkraft JS und das Biegungsmomen't 
M am gröflsten sind, die grösste Dehnung unabhängig 
von r und somit m«) glich st klein wird, wenn niclit dadureli 
diese (^uerschnittsform, um der Forderung zu geniigen, an eine bestimmte 
Länge, Uuterstützungs- und Belastungsweise des beirelleuden Trägers ge- 
bunden sein wfirde , wfthrend im G^cgentheil die Hfitlenwerke darauf be- 
dacht sein mflssen, die Mannigfaltigkeit ihrer passend gewählten Profile 
mögliehst bcsclnünken zu können, dieselben also so zu wählen, dass die 
betreffenden Träger unter möglichst verschiedenen Umständen mit Vortheil 
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verweudbar sind. Dazu kommt, das^s in dem gewuhulidicn Falle eines 
beideraeits auf Stfltiem liegenden und gleichfdnmg belasteten Trägers die 
Forderung gar nicht erfflUbar ist, weil dann im mittleren Bruchquersohnitte 
nur Normabpannungen , in den Bmchquersehnitten an den Enden nur 

Schubspannungen stattfinden , dort also l)ehufs vortlioilhaftester Material- 
verthoilung die Breite y niirli der Mitt'- Itiii bis NiiU abnehmen, hier da- 
gegen mngekeiirt nach der Mitte hin wachsen müsste. 

Immerhin würde es thunlich und zu möglichst mannigfacher vortheil- 
harter Vorwendharkolt der betrelTendon Träger zweckmässig sein, die üb- 
lichen d () p p e 1 1 - 7 t' <■) r in i g e n ( ^ u e r s c h n i 1 1 h p r o Ii l o so abzu- 
ändern, dass die Dicke des Steges von der Mitte nach 
aussen bin wächst: von a ffir z = 0 bis zu «ner gewissen Grösse 
Ol für M=^f (mit den in den vorigen Nummern gebrauchten Beieidi- 
nungen), und kimnten dabei unbeschadet der nach den üblichen Abetufbngen 
am wählenden Dimensionen hf dt e die Dimensionc-n /; und etwa so 
gewählt werden, da.«!?, wenn der nach dem bplroflenden Profil gewalste 
Träger bei kleinster (biftir in Aussicht genomiiu-ner Lange beiderseits auf 
»Stützen liegend gleiclilurmig belastet ist, die Auütrengung im mittleren 
Qnarschnitte Ar irs=e deijcnigen in den En^dqneiachnitton Är ir=0 gluch 
ist, dass aber, wenn er unter Obrigeos gleichen Umstanden eine in der 
Hitte concentrirte Last trägt, daselbst in den Abstanden g^e und z = f 
von «Icr Biegungsaxe die Anstrengungen Cgri^ssten Delmungcn e) gleich 
gross werden. Da.« rjp.«(>tz, nacli wcb'bom dio Stegdickc »/ von n bi? flf| 
zunimmt, könnte dabei willkürlich mit Kück.«iclit auf dio Erleicliterung der 
Rechnung und die praktische Ausfiihrung der Walzen z. B. so angenommen 
werden, dass der Querschnitt des 8t^^ von zwei glnchen Parabeln be- 
grenzt wird, deren Hanptazen in der Biegungsaxe U^en, entsprechend der 
Gleichung: 

Eine weitere AusfOhnmg dicner Andeutungou wQld« nur mit spe- 
ciellcr Rücksiclitnahmc auf die Technik dos Walzprocesses von Nutzen 
sein. Bei zus^ainmongesetzten Trägern wird die wüiL^clienswerthe Quer- 
schnittsform cinigormaasson t<chon durch die Winkelciseu vermittelt, die 
den Steg mit den Gurtungen verbinden. 

139« — Schliesslich ist zu bomorkon, d u .s h auch d i e K r ü m m u n g 
derlfittellinieeines ursprünglicli gcradenstabfSrmigen 
Körpers ausser durch die Biegnngsmomente M sugleich 

durch die Schubkräfte 7\ bedingt wird. Wird die gekriimmte 
Mittellinie (die elastische Linie) auf ein roditwinkoligcs Coordinaten-systom 
der jc , s bezogen , so dass dio ./-Axe in dor iir.-^pnin^lioh geraden Stab- 
axe liegt und die z-Axe im Sinne der gogobonou belastenden Kräfte positiv 
ist, und dann für eine Stelle in der Entfernung x vom Anfangspunkte der 
Coordinaten die resnltirende Ordinate 

gesetzt, unter S den durch die Biegung, unter ^ den durch die Schiebung 
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venmachten Bestandtbeil ventanden, so kann S nach den Regeln der 
Bi^gungeeloeticit&t beedminl werden, während 



6*= J Yjdx=^ ^J^^^^ 



zu setzen ist, unter '/y (-= \md Ty (= die nach der z-Axe gerich* 
Ict»' (;,'oin!i<» Nr. 11 resp. Nr. 1 positive oder negtttive) Scliiebung und 
.Sclmbspuuuuni: iui Sclnverfiunkto oimvH <^iu'r.^(liniueä verstanden. Durin 
ist, wenn X <ii(' (geniü«» Nr. i7 pubitive oder negative) 8ehubkrail eines 
QuerMdinittes , die Breite desselben in der Biegungsase bedeotel und 
die in Kr. 185 festgeseUle Bedeotiing hat, nach Gleichung (200): 

lubi)esondere liir einen pribinutisclien IStab sind tf , und JIq 
unabhängig von ist also 

während d stets auf den Ausdruck: 



u 

0 

gebracht werden kann, wenn mit it ein Coeffident bezeichnet wird, der 
von der Stfitaungs- und Belastungsweise des Stabes und von dem Ver- 
hältnisse des AbStandes x cur gansen Stablinge abhängt. Somit ist 

d n G x*yo 

und folgt daraus, da eine cubische Function der Querschnittsdimen* 

sionen ist, dass, wenn leüstere klein im Vei^leich mit x sind, ~ im All. 

o 

gemeinen eine kleine (inis^^e zweiter ()rdnn?i<r, und .somit meistens gegen 
d zu vernacldässigen sein wird, falls nicht etwa (wie z. h. bei Ein- 
klcnnnung deä .Stabes) n ein sehr kleiner Bruch oder (wie z. Ii. bei 
doppolt- jTfftrmigen Querschnitten) sehr klein ist. — 

Wenn z. B. ein prismatischer 8tah von der Länge 21 an den 
Enden gestfitat und in der Mitte durch die Kraft 2P be- 
lastet ist, so ist daselbst, nämlich in der* Mitte des Stabes: 



und nach Gldchung (351): 



Iii 



OJ^qJ GJ I/o' 



. ^ jdby Google 



Gerade stabförmige Körper. 215 

•^■»^ ¥ = l = T=''ft • • • ■ 

s. B. bei recliLecki^eiu QuerbchniUc (Breitest) 

dagt^eu bei dem doppelt - jTförmigeu (^uerüclmitle von den iu Nr. 135 
beispieUweue ungerührten VerhälCnissen, also 

mit y, = 0,09ö, iio = 0,139595«» i 12,41 (y)*. 

Etwas kleiiMr ist bei gleiobförmig Tdriheilter B«- 

lastnng = p pro Län<,auoiDheit des an den Enden ^'estfitxten 
Stabes, indem dann nach Gleiohong (147): 

>^ 5 j>.2<(2t)» ^ 6 

8 J&T 48 

und nacli Gleichung (851) mit X=px {x von der Mitte aus gerechnet) : 

d. 1. nur so gross wie nacli Gleichung (.352) ist. 
5 

Wäre aber der Stab nn den Enden eingeklemmt, so wKre 
d bei der in der Mitte ooncentrirt angreifenden Belastung — nach 

Gleichung (115) in Vergleich mit (147) — nur so gross, bä gleich- 
förmig venlieilter lielastung — nach Gleicliuug (119) iu Vergleich mit 
(147) — nur — 80 gross wie im vorigen Falle bei ui^vecindertem Werthe 
von & y folglich bei der einen wie anderen Belastungsart t - 

insbesondere z. B. für jenen doppelt- Tföxmigen QnerBchnitt fast =s 60 ^-y-^ , 

wonach in solchen Fällen die Vernachlässigung von d' g^gen d in der 
That mit erheblichem Fehler verbunden sein kann. 



Y. Gomliimitioii Ton BiegimgB^ und DrehimgselasüeitAt. 

140. — Dieser Fall liegt vor , wenn aut den geraden stab- 
förmigen Körper Kräfte wirken, die rechtwinkelig und 
(wenigstens theilweiw) windschief gegen die Aze gerichtet 
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sind; (tbr dnen beliebigen Qnendiiütt F geben sie ein auf Drehnng 

wirkendem Afoment Mi , dessen Ebene parallel JF^ nnd ein auf Biegung 

wirkendes Moment 3/j , dessen Ebene rechtwinkelig m P ist. 3/, ändert 
pich im Allgemeinen beständig; von einem zum anderen (^ut'r-chniftf . 3/j 
nur jdfitzlich in den Quorsclmitlsebenen , in denen solciie äussere Kräfte 
liegen, dfren Kichtungslinien die Axe nicht schneiden. 

Die fliurli 3/, bcflinjrten ScJiufi'spanimngon r sind in gewissen Punkten 
Au die durch bedingten Normabpannungcn a in gewissen Punkten ji^ 
des Umfanges am groisten nnd können naeh den Formeln der Drehonge- 
resp. Bi^goagsdastidtit berecbnet werden. Fallen die einen nnd die 
anderen Punkte nicht susammen , so bedarf es einer besonderen Unter- 
suchung «ur Bestimmung der (oimo ZweilVd aurh dem Umfange angehitrigen) 
Stellen , wo die aus i und o resultir»'iiil<- irrrt-^tc Dcliiuuig f, nämlich wo 
nach Gleichung (58j bei Voraussetzung isotroper K< irpersubstanz 

2»? ' 2m ^ ^ 
am gr<»sston ist, sowie dieses grössten Werthes selbst, wobei 

^ =0,85 und ^^^— = 0,66 entsprechend m=i? 

'Im ' 2m ^ 3 

gesetzt wrrdfii kann. Wenn aber die Punkte und ztisammenfallen, 
so lindet in denselben Punkten natürlich auch das Maximum von Ee statt, 
insbesondere z. B. bd kreisiurmigem Querschnitte, wobei das Maximum 
▼on % allen Punkten der Peripherie zukommt. 

Dieser letzte Fall ist namentlich von technischem Interesse hinaichtlidi 

der Anstrengung einer Transmissionswelle, wenn bei grOesorer 

Länge derHelben die Schwerkräfte und Umfangskräfte von SchMungnidem, 
Zahnrädern , Riemenrädern etc. nicht so klein ?in<] oder nicht so nahe hei 
den I.ii^'crn angreifen , djiss ihre biegende Wirkung gegen die verdrehende 
des übertragenen Kraftmomentes vernachlässigt werden darf. Ist dann r 
der Radius des kreisfönnigcn Querschnittes der Welle , so ist 

fmKBTCBs — i und maxir=s — i, 
alM iB«r(E.) = - |. , ("'-l jq + iiLtL^jgqö^) . (866), 

und wenn nuix{EE) = h gegeben ist, so ergiebt .«ich hieraus der nötliige 
Werth von r, indem für das grös»tc liiegungsmoment in irgend einem 
Quersdmitte des WdlenstQckes gesetzt wird , welches das Drehnngsmoment 
3I| sQ flbertragen hat» 



VI. Combinatlon Ton Sehnb- und DreliaiigseUistieitSt 

141. — Wenn die das Kraftmoment Mi fibwtnigende und dadurdi 
auf DirehungselastidtSt in Anspruch genommene Transnuidonswdle sngldeh 
von transversalen Kräften angegrüTen wird . so kann es bei kleiner Wdlen- 
Ifinge oder wenn diese Kr&ile sehr nahe bei den Lagern angreifen, der 
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Fan sem , dass dadoreh die Welle in liöhereiii Grade auf Söhub-i als auf 
Bi^;oiq;eda8ticil&t in Anipmeh genommen wird. Ist dann R die reeol- 

tirende Sclmbkraft fSr einen Querschnitt vom Radios to ist naeh 
Gleicbang (206) die entsprediendo gr()sste Schabspannung 

_ 4 Ii 

3 7t r* 

und indem sie sich mit der durch das Drehungsmoment verursachten, an 
der betreffenden Stelle in gleichem Sinne stattfindenden grössten Sdiub- 
8[)annung 

_ 2Mi 

combinirt f ist die grösste resultireudi* Schubspannung : 

sowie nach Gleichung (59) der entsprechende grösste Werth von Ebi 
«iaaj(iS«) = ^^il(j£, + |-Är) . . (856). 

Sollte zugleich das in dcmäclben Querschnitte etwa stattfindende 
Biegungsmoment berQeksichtigt werden, so wbre ra prOfen, ob dieser 
durch Gldchnng (856) bestimmte, in den Endpunkten der Biegnngsaxe 
stattfindende f oder der doreh Gleichung (355) bestimmte, in grösster Bnt^ 
femnng von der Biegnngsaxe stattfinflende Werth von J^n der grössoro 
und somit maa«sgcbcnde ist ; denn da.*.« in einor undoren KntCernung von 
der Biegunggaxc aus der C'ombination der Wirkungen der Kraftmomente 
Mu und der Schubkraft Ii nicht etwa ein noch gri'isserer Werth von 
Eb henrorgeht, ist schon aus der allgemeinen Bemerkung in Nr. 184 
m sohliesseni 

C. Allgemeine Untersuchung des Spannungs- und Oeformations- 
zustande« eines belasteten isotropen prismatischen Stabes. 

142. ^ Die vorhergehenden üntstsnchnngen einibcher und msammen- 

gesetzter Fälle der Elasticität gerader stabfiirmiger Körper, von denen die 
letzteren leicht noch durch die Betrachtung solcher Combinationen ergänzt 
werden kiinntcn , in denen drei jener einfachen Fälle oder alle vier 
zusammen vorkommen , sind mit Rücksicht auf da.« praktische Bedürfni.'?? 
ausreichend. Weil aber jene üntcrsuchungcu zum Theil von Auuahuen 
ausgingen y deren anderweitige Bestätigung wflnscbenswertb ist, aneb der 
Defozmationsznstand des Stabes bidier nnr unvoUstSndig in Betracht gesogen 
wurde, insbesondere die Deformation seiner materiellen (Verschnitte uner- 
ortert blieb , <5o i.st es von Intere.«se , den Spannungs- und Defonnations- 
zustand eines belasteten geraden Stjiheis p^hlies-slich noch von allgemeineren 
Gesichtspunkten aus und vollsLiindiger /.u untersuchen , vorliiiitig ohne 
einschränkende Voraussetzung hinsichtlich der belastenden Kräfte des 
fibrigens als isotrop und prismaüsdi angenommenen Stabes i demidiohst 
aber an prüfen, ob dnreh naehtrSgUche Spedalisirmig der so gewonnenen 
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allgemeinen Resultate sich die Annahmen bestätigt linden , von denen in 
gerade tungekehrter Weise im Vorhei^eheaden bei den einfachen Fitten 
ausgegangen und dann ai zuaanunengesetsteren Fällen fortgeschritten wurde. 

— s»M oln Punkt der Mitt«'n*mi»> Stahes, also der Schwer- 
punkt lies hi'lreH'ciidcn (.^lU'ix linittes J '. Kr wird zum Anfangspunkte eines 
rechtwiukeiij^un Axensystems OA'j OV, an;^enoiuiueu von solcher Lage, 
dass OX mit der ursprünglich geraden Mittellinie , die Ebene YZ mit 
dem ursprfin^ch ebenen Querschnitte F susammenfiUt, und xwar sollen 
die Axen OYf OZ In den Uauptaxen des Querschnittes liegen, dessen 
Trägheitsmomente 

für die Axen OX OY OZ 
beziehungsweise mit A B C 

bezeichnet werden. 

Wegen der Deformation des Körpers <hn« |i die Iddastenden Kräfte 
erfordert indessen das Axensystem eine behtiuiuiierc Fixirung, und zwar 
werde festgesetzt, dass, wenn im ursprünglichen Zustande jP ein Punkt 
der y-Aze im Abstände dy von 0, Q ein Punkt der ^-Axe im Ab- 
stände dg von 0 ist, immer 0 der Anfangspunkt, P ein Punkt der 
Jf-Aze und Q ein Punkt der yxF- Ebene sein soU, wie auch diese 
materiellen Punkte 0, Q verrückt werden mögen. Diese Art der 
Fixirung de^ Axensysleins gegen den seiner Form nach veränderliclien 
Ki'trper wird dadurch ausgedrückt, da^^ , unter ^, r^, l. allgemein die mit 
der Defurmutiuu des Körpers verbundeueu Aeuderungen der Coordiuutun 
X, yy z eines materieUen Punktes desselben verstanden, 

gesetetwird: $=0, i;=0, ^=0, ^ = 0, = ^| = 0 (367). 

Unter den äusseren Kräften für den Querschnitt YZ werden alle 
diejenigen vOTstanden y die den von diesem Querschnitte an gerechnet anf 
der Seite der positiven d;-Axe gelegenen Theil des Stabes angreifen; 
es seien 

JJ, jRy II, 

die Cnmponentensumraen dieser Kräfte, algebraibch verstunden, so dass 
positive WiMthe den Richtungen OA' , OYj OZ, negative den entgegen« 
gesetzten iiiciituugen entsprechen, und 

3f. 3/v 3/. 
die MomentenstMumen in iJeziehung auf die Axen, in der Weise algebraisch 
verstanden, dass positive Werthe den Drehungsrichtungen YZ, ZXj XI' 
entsprechen. 

Wenn nun noch Form und Grösse = F des Querschnittes YZ 
g^ben sind , so besteht die Aufpd»e zunächst darin , d i e Sp a n n u n g e n 

zu ermitteln, die in den verschiedenen Punkten des 
Querschnittes hervorgerufen werden. 

144. — Offenbar ist die Aufgabe, in dieser Allgemeinheit aus- 
gesprochen, noch nicht bestimmt. Vor Allem könnten, sofern nur der 
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einzelne t^uerbchnitt und «Iii« durcli die seclis Grössen U und M cliai-akteri- 
nrton Etmonen Kinwirkungcn gcgtben i^btWf dAdiureh, wenn ttberhaopt, 
jedenfidls nur die Spaiminigen a^t Ty> bestimmt sein, die sich anf die 
Flftchenelemente dieses QuMVChnitteB selbst als Spanuungsebenen I>oziehcn, 
während die Spannungen Cy, (7z, unbestimmt blieben, und es ist also 
nittlii;;. ein gewisses Stück des SuiI»ok zu betniehten. dus n'u-\\ vom Quer- 
scliniiu" yZ Iiis zu einem um ()()' — l im Sinne der itüsitiven x-Axo 
von jenem eutteinlen C^uersuhuitte erstrecken möge. Dio Form diettes 
StabstOckes» die gegeben Min mnss, wird hier «la prismatiaeb voana' 
gesetat; Air einen vexftnderliefaen Quarsehnitt würden die Besuhate der 
folgenden Untersuchung nur nähorungsweiae und unter der Voiaossetsong 
gelten, daaa 0(/sbsI unendlich klein ist. 

Denkt man den Stab durch den Querschnitt /" Ix-i (>* zerschnitten 
und an. der so entotandenen Endilüche des betrachteten Körperstückes 

die Kräfte JiJ By' Ii,' 
und Kraft epaare MJ My Mt 
angebracht . worauf kIcIj di«* jenseits des Quersclmittos V angreifenden 
äusseren Kralle i cilucii oii lashcn , wenn sie an den l'unkl 0' versetzt 
werden, so ist dadurcli der Gleichgewichtszustand des betrachteten Stab- 
stOekes immer nocb nicht bestimmt, weil es unendlich viele Systeme von 
äusseren Kiiften, in den Elementen der Kndi&che F* angreifend, giebt, 
die sich aof 

<lie Kräfte M^' Ry' RJ am Funkte 0* 
und die Kräftepaare M% My Mn 
reduciren lassen , dcsgleiclien unendlich viele Systeme äussorer Kräfte , an 
den Elementen der UmHaclic (iirisnmtifchon Obcrlläflic) und an den Massen- 
elementen im Iiiiifrcii des betrachteten Kiii[ier>tiit kes Hngreifen<l , «lie 
zusammen mit den Kralleu Rjy R^' und Kräftepaaren Mx'i 

M» sich auf 

die KrSAe B, im Punkte 0 

und die Ejüflepaare Jf. My Mm 
redudren lassen, und weil jedem besonderen solchen Kiillesysteme aaeh 
ein besonderer Gleicbgewichtsstistand des betrachteten Stabstfickes ent- 
sprechen muss. 

Abgesehen davon indessen, dass bei solcher Specialisirung des Systems 
der äusseren Kräfte die wOnsctienswerthe Allgemeinheit (h>r Lösung ver- 
loren ginge, stehen auch einer derartig strengen ]k'iiandhuig (h's Problems 
kaum iil)erwin(lliche SchwierigkeiU'n im Wege ; man sieht .«ich vielmehr 
genöthigt , die Aufgabe umzukehren : eine gewisse Art desGleicli- 
gewichtsxustandes voraussnsetaen und die äusseren 
Kräfte stt bestimmen, die denselben herbeiführen 
würden, um daraus schliesslich die freilich nur angenähert sutreffende 
Folgening zu ziehen , dass ein System von Kräften, welches 
dem gefundenen 1» e z ii g 1 i c h der W i r k u n ir a u f «1 e n starre n 
Körper äquivalent wäre, den vorausgesetzten (ilei<'h- 
gewichtszustand des elastischen Körpers zur Folge 
haben werde. 
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145. — GemSas dan Annahwn , die Bchon in Nr. 24 dteMm gamtn 
Abflohnitte wa Gntade gelegt wurden, werde nnn an solcher Gleich* 
gewichtsztistand des betrachteten Stabetückes Tonuisgeeetsky dan in allen 
Funkten desaelben 

Oy — a,=^ t i 

ist, d a s s also die f a d c n f ö rni i e n K 1 p m c n t e v o n d e r L ii n g e / 
und vom Querschnitte dy ds^ woraus man das Stabstück 
bestehend denken kann, weder einen Zug oder Drnck 
noch einen transTcrealen Schnb anf einander ansfiben.*) 
Danut dies möglich sei, dflrfen weder anf die ümflidie nocb anf die 
Massenelemente im Inneren Kräde wizken, die normal zur x - Aze 
gerichtet sind ; hier soll al)fr illo noch woitor ;x«'hondc Voraussctning 
gemacht werden, dass u u s s c r den in den Endfliiclien i'" ii n d 
angreifenden überhaupt keine äusseren Kräl,te auf 
das betrachtete Stabstflck wirken. 

Gemäss dem in Nr. 23 erklärten allgemeinen Verfahren sind nun 
sonftchst die Gleichungen: 

mit c = -~ + Y^-f-.- und a« — z-^E 

hx hy * h» 2 111+ 1 

wa. berfloksiehtigen. Ans ihnen folgt 

■Im (368), 

und wegen T»s=0: d«'^dy~^ 

so dass nun wegen 



e 1 



•) Da« Probien», betreflTpnd die Ho«iinimunp der JluHseitn Kriiltc. die einen 
solchen (tleichgewirht>zustand /.ur Folge huluMi. ist in voller Allgeiaeinheit von 
de Srti n t ■ Vi- n a n t behandelt wonlcn. l)i<' loli^n-ndc 1 »iirstcUnn}; si lilirsst sich 
in der Hauptsache der vonClebsch (Theorie der Elu.sticitiU fester Körper) dem 
Problem ni Theil gewoidmen Bebaadlnngsweise an. 
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«A» »1+1 ^ 



(360) 



ist. Die Einführung dieser Ausdrücke in die allgemeinen Gleiciiungen 
(Nr. 28): 

mit XssFaBs^ssQ giebt, was «mächst 4i« «fite dincr Gkioliiiiigsft 
bstriffty 

m+1 

«lao nach Gteichong (868): 

b*B b^^ d«f 

^U+w+i^^" • • • • 'ä""' 



die beiden anderen Gleichungen, die sicli auf -r — == 0 und 

ox ox 

TsdaaifeBy liefern die Belationeii: 



^ +L; = 0; ^+^=0 . (362). 



bxbp bx* bxbt ' bx* 

Um die Grössen |, i;, ^, die uunitlettMr den DefonnntioiiSKiistaad 
und durch Vennittelang der Gleichnngen (360) auch den Spannnngtzustand 
des Stdies bestinmien , als Functionen der Coordinaten x, y, Z auszudrücken, 
dienen nun ausser den Gleichungen (35H), (359), {'MW) und (3r»2), die 
in jede m Punkte erfüllt «ein müssen, noch die ( 1 r e n z he d i n g u n g e n , 
nämlich erstens diejenigen (357) i welche die Lage der Coordinatenaxen 
im Körper fixiren ndt EficksiehC avf Gleichung (359) dahin erweitert 
werden können, dass 

lür,=»=,=0: J=,=J_|i-»i=g=g=0 1363) 

sein mnss, xweitcns die Gleicliongen (Nr. 28): 

peosX^ Oxeo9a cos ß + ty cos y 

= r, cos « + «'y ß + COS y 

die flir jeden Ponki der UmflScfae evAlit sein müssen, wenn darin j)=sO 
gesetst wird. Mit (rj = ffs=rTssO and eosa^O (entspreehend der 
cur X'Ax» senkrechten Richtang jeder Normalen der {Nrismatischen Ober- 
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fliehe) werden aber die xwei letsten dieeer GUiehmigen identiadiy wftlireDd 
die erste wogen cos y = f^in ß und mit ROcketcbt atit' die Aoadrfidce (360) 
von Ty und die 0 berflächenbedingung liefert: 



0 



(364). 



Dabei ist zu bemerken, da», wllhrend in den aUgemMnen Gleiehnngen 

die Winkel tt, ßt y nur von 0 bis it gerec^met waren , hier die Ersetzung 
von y durch ß vermittels der Relation cosy — ftin ß den Winkel ß in 
Gleichung (304) als von ö bis 27r im Sinne YZ gerechnet 
voraussetzt, so dass, wenn danach ß im «-rsten «)(h»r zweiten (^ua- 
druuten liegt, ulso sinß positiv ist, der Winkel y sp'iUe, und somit auch 
easy positiv ist, wenn aber ß im dritten oder vierton Quadranten liegt, 
also sinß negativ ist, der Winkel y stumpf und somit auch eosy 
ncgistiv ist 

146. — Ans den Gleichungen (861) und (362) folgt durch Differen- 
tiation besiehungsweise nach jff ßz 



^ das* dafdy 



^ bx*b9 



bK 



= 0 



(.365) 



bxbß* ' bx*bß 
und durch Gombination dieser Glmehnngen mit Rüduiclit auf (358): 

da;' düc^\bff bz/ \ in/ b.r^ bx* 

Aus den OhMchmigcn (3G2) folgt forner durcli AiMition , nachdem die 
erste in Beziehung auf s, die zweite in Beziehung auf y diflcrenzirt wurde, 



b^^ 



bxby 

also mit Rücksicht auf (359): 



bß'^ bx*\b8^ by) ' 

b'^ 



= 0. 



Wegen 



bxbybß 

= 0 geht jetzt die erste der Gleichungen (365) über in : 



_ül_+_»!L.=o 

bx by* ' bx bß* 



und folgt aus den xwei anderen durch Snbtraction mit Rücksicht auf (358) : 
b*^ . b^ fbv bt\ bn 



bx by* 
Also ist auch 



bx bz* 



h^(bv,_bi:\ 

b.r^\by bzl 



b^ ^ 

^ — ^— =rO. 

bx by^ bx bs* 



bx by* bx bß* 



= 0. 
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— ("-^W — f-' W — ^-^W 0 

>a:/ 6$f*\dx/ d0*\dx/ bybg\öx/ 



Den so geAmden^ vUae Bediogiingflgleichinigeii flir die Function 
nämlich 

bx*\dx. 

kann dudurch genügt werden , diiss -r^ = einer ganzen t unetion von x, 

ox 

Pf g gesetzt wird , die jede einzelne dieser Veränderliclien höchstens in der 
ersten Pittenz entliiilt. während ancli ein (Jliod mit dem Froducte yg 
nicht vurkommt. iJie allgemeino Form einer soiciien Function ist: 

womas nach Gleichung (358) folgt: 

-^=-jf=—^(«+«.»+«.«)-^ ('' + «-.» + 6.*) 
nnd durch Integration beziehnngsweise nacli x, y« Mi 

i=x(a']-a,y + a^z) + ^(h + b,y'\-h,s) + f{j/r::) . (36G) 



(367). 



~ («^ H- «ly* + ^ — (^«+ ) + ix,y)^ 

YoUstlDd^ entsprechen diese AnsdrOdce Ton ^, ly, in denen n, 
o,, oonstante Coefficienten nnd /*, t/^ beliebige Foncdonen 

der bezüglichen je zwei Variablen bedeuten , vorliiiifig nur <ler Bedingnngs- 
gleiehung (358) in voriger Nummer, und es bleiben noch die Functionen 
/* gemäss den übrigen zu bestimmen. 

147. — Abgesehen ztiniichst von den Orenzhedingungen müssen die 
Fimotionen (p und »/' in den Ausdrücken von und i. den (ileichungen 
(35!l) und (3G2) entsiirechend gemacht werden. Aus (362) folgt aber 

mit Rücksicht auf den Aosdrucic von ^ in Torigw Nummer: 

ox 



b 

bx* 

da 



daraus durch zweimalige Integration nach ./■. wobei als Int^^iationsconstante 
jedesmal eine Function von y und e hinzuzufügen ist: 



X* , X* 



C=V'i(y'«) + ^»/'8Cy^«)— «1-2 — ^ 0 
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Di» y«i|^ohung dieMT Ansdrfieka toq i^, { mit den Glflidnmgett 
(367) lehrt ^ dase die FimoUonen und ^ keine Glieder mit y «user 

den in (367) vorkommenden enthaken können, ebenso die FunetioneD yt^ 

und ifi^ keine Glieder mit r ausser den in (367) vorkommenden, so dass 
bei Abtrennung jener Glieder mit i/ sich ff^ und q^^ ^'^^ blosse Func- 
tionen von gf resp. bei Abtrennung dieser Grlieder mit g sich yj^ und i^^ 
auf blosse Functionen von y reduciren. Somit wird: 

+ ^Pk W + «ftaW— «ly— 

Doreh die Einflilinmg dieser Ansdrückei die vorUnfig erst den 
Gleichungen (358) nnd (862) genOgen, in (869) erhält man: 

- ~ + Vi' (y) 4- v^' (y) 

welche Gleichung, da sie fiir alle Werthe von x erfüllt sein muss, in die 
swei Gleichungen 

und g>^'(#)— "i^ir + V^'W-^ y^O 
aerftllt, von diesen aber wiederum 

die erste in: ^i' ^ = «0 "f ^« i/;/ (y)»— + ^ y, 

fit m 

die zweite in: ft' (e) = -\- ^-^ 3 und V's' W = — ^'o + 

unter nnd Grössen verstaaden, die, da sie gemSss dem einen Paar 
GlekArangen nur Functionen von z, gemfiss dem anderen nur Functionen 
von ;/ sein kruinten, in der Tliat Constante sind. Durch Integratum er- 
giebt sich daraus: 

unter af, af'f 1/, b" abermals Constante verstandeui und damit endlidi: 

.j^üdby Google 
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,=-±(ay + «,l!Lr£-'+a.**)-^(6» + 6.^'+i'.y-') 



-}-a' + Oo^r 4- a:(6' + fco^) — «1 Y — ^»1 -g- 



00 



Die Funetioii f(sff ») im Ausdradce (866) tob | man nur der 
GleichaDg (861) enteprechen, die dafür die BesCimnniiigBi^obiiag : 

2 (6 + &i 2/ + M) 4- 5^, + = 0 
liefert; dieselbe wird «n&chery wenn 

~^^^~2^'~^iy**'"^«i'**+^(y' . . (3a9) 

gesetzt wird. Dann ist nimlioh die Function JF(y, an die Gl^hong 
gebonden: 

W+iii='' (3"»- 

148. — Durch die Grenzbedingungen wird die Function 
F(i/, r) niilior (»ostiinint, sowie auch die in den Ausdrücken von tjf ^ 
vorkoinmcndüu ConäUnten 

a üi a.j a,, a' a" 

h ?>, ?>, h, h' h" 

dadurcli auf eine geringere Zahl reducirt werden. 

Zunächst folgt aus den Bedingungen (363), Nr. 145: 
a' = 0; «" = 0; «0 = 0 

wobei der Zeiger 0 «1<ti \VfTtIi <l<'r betrofR'nden Function für den An- 
fangspunkt der CoonliiiiitLii ho/t'ifliuet , oder vielmehr (ür y = g=Ot da 
X in der Function /' niclit vorkommt. 

Die Ol)crÜücbenbedinguog (3G4)y Nr. 145 1 erhält eine einfachere 
Form, wenn 

gesetzt wird , nnter Q eine neue Function von y und ß TerstandeU} die 
gemiisd (370) der partiellen DiÜerentiulgleichuug 

Oraahof, BtuMcItlt oad FMlIckelt. IS 
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ontcpriclit nnd die Eigenschaft hat, flQr y=4r=0 2U vertchwindeDy wäh- 
rend die obigen Gleichungen 

jeUt erseUt werden durch : 



Was nämlich jene Obei t1;i« honbo<lingung (3G4) bctritU , die nun in Ver- 
bindung mit (37 zur Üeätiuimung von Q dient , ho i'olgt aus (308) 
und (369): 

g - + 6. |. _ Jy _ - 8 + " ^ 

da? * '2 m '2m * m ' ^ 
^ = a.a: H- Ji, - 6# - 2 6,yi? - y « + ^ 

womit raid mit ^ +6' = -*^, '^/^ + t" = 4^ Gleichoog (864) die 
dy Oy de oM 

Form annimmt: 



. ( 1. I. 3m+l . <' + ( 2«»— l)y 



i 



2m 



4-^^)smiJ=0 (372). 



149. — Den Bedingungen Dir die Function Qj nSmlieh den Glei- 
chungen (371) nnd (872) nebst der Fotderaogi för yssfsO so ver- 
schwinden, kann dadorch entsprochen werden, dass 

geseist wird , nnter 9 , Q^, Qi nnd Functionen T(m y nnd § xet- 

standen von solcher Art, das* dieser Ausdniek von Q jenen Bedingxmgen 
genügt, welfho Werth»' die C'onstnntcn /< , />„ , />, , aucli Imben mr>gen, 
insbesondere iilso luicli dann , wenn l>eliel)i'rc drei der.selhen = Null ge- 
setzt werden. Diese Zerlegung der Funciiun ist zuuäciist dadurch 
wicblig, dass sie den Werth der Constanten ( r=s Null eigiebt. Wem 
nimlidi i^=&^si^aO geseilt wM, so geht GHeiehnng (371) in: 
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(873) 



und Oleichang (372) in: 



by 



cos 



ß+^^smß^*^^^(pcosß-i-g8mß) . (374) 



m 



über, und es raüsste crstcrc Gleichung durch alle Warthe von y und e 
eriiillt werden, die einem Qucrscitnitte , letztere durch alle solche Werthe 
von y und ßf die dem Umfange eines QaenchnitteB angeh&reni unter ß 
den (von 0 bis 2^ g«reclineten) Winkel der Normale dieses Umfanges 
mit der jf-Axe verBtanden;- indessen lässt sich seigen, dass diese zwei 
(iloiclMin^en einander wiiliM-^prcclion . dass also Q ihnen snfolge Unmöglich 
iatf mitiiia 6=0 geaetzt werden mius. 

In der That mfisste wegen Gleichung (373) das fiber den gansen 
Querschnitt ausgedehnte Integral 

oder das ihm glmche Ober den ganzen ümfang ao^edehnte Integral 



die Werthe von Ar die Schnittimnkte 

öy ^ 

tmd 



sein, unter (— ) und (f-^ di 
\dy/i \dy/^ 

des UmÜMigea mit der Greraden g sss Gonat. (Fig. 48), unter (^^f^ 

(^^j Schnittpunkte des Umfangee mit der Geraden y =s Const. 

(Fig. 49) yerstanden. (WOide der ümfang von der einen oder anderen 
Geraden in 4, 6, 8 . . Punkten gosohnitton. so Avürc nur ,T in «ine ent- 

sprerhond grö-jsorp Zahl jihnlicli gebildeter Bestandtheile zu zerlegen, um 
die folgende SchlusHt'olgerting in leicht ersiclitlicher Weise auch auf solche 

Fülle ausdehnen zu k«")nnen.) Sind nun aber 
dSi und dSf (Fig. 48) die Bogenelemente 
des Umfanges swischen den Geraden g^C 
und gsC-^-dgt Bo ist iregen 



Flv. 4«. 




{(Isi sin (ßi — ™) s== — dsi cos 
dß = } ^ 

\<ls^ sin (^i^ -\- = dsg cosß^ 

^fdsl^cosß 

Über den ganzen Umfang ausgedehnt, und ebenso ist nach Fig. 41); wenn 

n* 
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.ULI". 



dSi und äsjf jetst die Bogenelemente des Umfanges zwiechen den Gemden 
|f=s(7 tind y=iC'\- dp bedenteiii wegen 



Fig. 49. 




(2 +/?i)= — ds^sinßj^ 
d$^ cos — = dsg sm 

ß 



(876) 



über den ganzen Umfang ausgedehnt, also 

und somit nach (^374.) auch 

/(l<ii!/c()sß-{' i)=0 . . . . (37G), 

falls das Integral wie in (375) ühvr (U-n <:nnzcii Umfang ausgt'dehnt 

wird. Indem nun aber die (Jh'iclmngen ('S7'3) und (375) gemäss der 

Tonrtehenden Ableitnng sich gegenseitig bedingen, nnd ans letalerer die 

Gleicbiuig (376) dadurch hervorgeht, dass jf für # Ar geaetst 

wird, 80 mQsste der Gleioliung (376) anoh eine für den ganzen Quer- 
sdinttt gültige partielle Difterentialgleichnng entsprechen, die auf dieselbe 
Wttse ana Gleichung (373), d. i. aus der Gleichoag 

hervoigeht, wälurend doch im Widerspruch damit 

^4-^ nichtsO, sondem = 2 
dy dz 

ist. — Es bleibt sonach nur ührl;', h 



0 und 



7U <!Pt/on. unter 



Q^KQo-^biQi^b^QM .... C377) 

' Qi I'nnctionen von ;/ und z verstanden, die ftir 
t/~ ~ — {i ver-:( ln\ inden. die ferner — nach ( -^71) und (o7J) hpziehungs- 
weise mit = = 0 , 6, = 6^ = 0 , = 6^ = 0 — für alle Quer- 
sehniltqftankte den Oleiehnngen: 



dff* 


-i- 


dz* 




-f 






de* 




-h 






dz^ 



= 0 



(378) 



= 0 
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und insbesondere für den Umfang eines Quenohnittee den Gleichnngen : 



'^oosß + ^smß = ysmß^0CO8ß 



^1/ ' ds 

-r^ OOS ß 4- sm ß — ' — cosß-] ' — yssmß 

-Y^cös/?- - -T^ mnß=ss: J ! — pBcasfi 

dy ^ ^ ÖS ' 2 m ' w» ^ *^ 

entsprechen, ond die. somit von der Qoecscbnittsfonn abiiingig sind. 

150. — Die EinfUtirung der in den swei vorigen Nummern erhal- 
teoeu Werthc: 

in die für || ^ gewonneneu Ausdrücke (368) und (369) liefert: 



+o-'0.-m. ■■■■ 



(880) 



' I» \ 2 ' 2 m / ' in ' " 



(881). 



-^'(tV'^.'-)-.T+-© 

1. s yz ( , — v*\ , 

t — ■i—.;;— .lT+-sr;-''-'» 

Danas fo^: 

|£.^.+,g-..)-.^,-+^-(|f). 

und ergeben sich damit nach (360) die Spannungen in einem be- 
liebigen Paukte des betrachteten Kdrperstfickes: 
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_ Ty = — ^^y — 61 — ^ — i- ■ ^ + -z-^ 



(388). 



Ö 2/// m ^ bij ] 

I )io S j) 11 Ii n u II g f n i m A \\ f u n g « <] u e r s c- Ii ii i 1 1 e Y Z «Tgcben 
sich hieraus mit j;=0, wodurch aber nur der Ausdruck von Ox speciali- 
sirt wird, wihrend %y waA in entsprechenden Punkten aller Quei^ 
schnitte des betrachteten KörperstQckes gleich sind. 

151. — r)as StatHiiulcn des vorausgcsotztcn rilri 'lif.'0\vi(li(szustaiide9 
erfordert nun streng genommen, dass in den Fhicheneleuieuteu d F = dy ds 
der Endfläche dos betrachteten Stabstückes 00' = 1 solche äussere 
Krftfte wiilteni die sich dnrdi Multiplioation von dyds mit den Werthen 
(882) und (383) von ax? Ty und itlr x^l ergeben. Ist aber das 
Systral der äusseren Kräfte für den Anfangsquerschnitt YZ nach Nr. 148 
nor durch R, My M, 

gogoben, so lassen 8i(!b näherungswoise die Spannungen in diesem Quer- 
sclinitt«! nach Nr. 144 den obigen (382) und (883) lur £=0 gleich 
setzen, iulls nur die übrig gebliebenen sechs ('(instanten 

a Oj O, 6« 61 6, 
80 bestimmt werden, dass 

M^=/{yty — gu)dF\ My=fga^dF\ ^Mn^fyOxdF 
ist, die Integrale Aber den gansen Querschnitt F ausgedehnt gedacht. 
Diese Gleichungen rcielien cur firaglichen Bestimmong gerade aus und 
geben mit RQcksicht darauf, dass nach den Annahmen und BeaeiohnoBgen 
in Nr. 143 /ydF=jMdF^J'yßdF=Q 

B=/ß*dF\ C^fyUF\ A^B-^-C 
isty nach (882) und (388) mit jcs^O: 

sowie ^ und \ die Gleichungen: 

« • » 2in 

C hO 

di 



(384) 
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=_j. mm + l)y'-(2m-l)>'^^j._ 

• 

152. — T)ie Confitanten />^, , h^ und 6^ erscheinen hiemacli als ab- 
hüugig von den Functionen Q^^ , und (^^ , auf welche die Function Q 
doidi die Gleichnng (377) zurfickgeflihrt inudo; indessen ist es ein be- 
nMckflnswerther Umstand^ dass, wenn auch diese Fbnetimien selbsk nor fOr 
bestimmte Qnerscbnittaformen bestimmbar smd, dodi die Int^^e 



und damit nach (385) auch die Constanten 5^ und allgemein aus- 
gednickt werden können. In der Tliat eigiebt sioli durch theilweiae 

Integration nach y: 

wo die Zeiger 1 und 2 sicli gomUs.« Fig. 48 auf die Schnittpunkte des 
Querschnittsumfanges mit einer Parallelen zur y-Axe beziehen , und da 
nach Gleichung (371) 

ist, woriu jetzt die Zeiger 1 und 2 gemäss Fig. 49 den Scluiittpunkten 
des ümfanges mit «ner FaraUelen snr ihlkXB eotsprechen, so fol^ 

oder, da nadi Nr« 149, 

F^. 48: dt^^dSieosßi^madgieoBßf 
Fig. 49: dffsas—dsitmßimsdstsinßgi 

also 

is^ ergiebt ^h: 

Nach Gleichung (872) ist aber wegen h^O und mit den Beseioh- 

nuDgen 

^ 21» ' * m ' " 
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alao auch J ^ dF= J y{Ym ß + Zsrn ß) äs 
oder, da gemäss oner der obigen en^egengesetzten Schlussfolge 
/ yYds casß= fliyY), - (^1') J cU = ff dy dz 

fyZdssmß=^fz,-Z,)ydy=ff^^^ydyds= ff^^dydg 
ist, mit dyäM=^dF: 

Ebenso bitte aicli offenbar 

«geben, und da nun nach obigen AnsdrOcken von T nnd Z 

ist; 80 folgt scliliesslich 

J dy *\ 2 m ^ m / 

J bg ^\ 2 m ' «1 / 



und damit nach Glcicliung (385): 



2 m 




1 m Ry 


Iis 


2 m+l 




1 m 


Ii. 


2 m+1 


EB 



. (387). 
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Die Gloicluing (380) crübri-it zur Bestimmung von Jl^) und es las 8t 
sich danacli uur diese Coustaute nicht allgemein ohne 
Speeialisirnng der Qaerschnittsform ansdracken; sadem 
ist es bemerkenawerthi dtts, wKhrend nach (384) und (887) 

die (konstanten n Oi fr^ 5^ 

nor resp. 7<m Bx A My M, A 
abhftngeny die Cunstante J)q dagegen im Allgoinolncn nicht nur von M%f 
sondern nigleicb von und bg, also von JRj und i2| abhängig ist. 



153. - 
(:384) und 
Ts fiar a;= 
anf (377) : 



- Die lünfiilirung der Wertho von a, rtj , rt^, 6j, nach 
(387) in die Ausdrücke (382) und (383) von a^, tj und 
lO, d. h. itir den (^lerschnitt YZ liefest mit BOeksiclit 



F B 



3L 



1 

4 



m 



w-l-l C \bß 



y • • 

2m+l 



(388) 



m 



/dp. 



j>«+(2iit— l)y 



2 fft-fl ^ 2t» 

m+l C7 \dy 2m / 

1 m /bQt 21»+ 1 



(389). 



m B, (bQt 
»+1 B\bif 



' 2 m-t-1 JS \oif m 
Darin ist ^ nach (386) bestimmt durch die Gleichung: 



+ 



r (4».+ l).»-(2»-l),. 

" ./ 2f» ^ 

Der allgemeine Charakter dieser Fcmneln besteht darini dass die 
resnitirenden Spannungen in irgend einem Punkte des 
Querschnittes dio Summen derjenigen Spannungen 
gleicher Art sind, die von den einzelnen Kräften und 
Kräftepaaren 

7?x By My 

herrühren. Dabei liängt die Normalspannung nur von i?x, J/yi 
Mg und swar von My und in gleicher Weise ab, während die Schnb- 
^aanungen tj, nur von By, B^j Mx und swar von und JB, anf 
l^dche Weise abbSngig smd. 



(390) 
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154. — Der Doformations zu stand des Stabes wird durch 
dk Grössen |, i^, ^ bestimmt, die nach (380) und (381) ebenso wie die 
Spaimiiiigsoompoiienten lineare Fonctioiieii von Oy üi, a^, b^f 5p 6,, smntt 
auch von 2^, Ryy 12, ^ Mxt ^yt -^i *u^d. An der Stelle einet 
gewissen Querschnittes betrifll die Defonii.ition des Stabes die Gestalts- 
iinderuiig diesos ursprünglich cbcneti matetiilltMi (^)nor,schnittos und poino 
Neigung gegen die Mittellinie, wäliiend die DelViriiiatlDn des gunzeu Stabes 
oder eines gewis^sen Stückes desselben zugleicli die Aenderung seiner 
ursprünglich gcntden materiellen Mittellinie und die reloÜTe Verdrehung 
der Qaerschnitto in «ich begreift. 

Die OleicbuDg der deformirten Qoersehnitltflfteh« 
eigiebt sieh ans der Gleichimg (880) flir | mit xssQ, ist alao: 

-'(ll)-^*'*-*^»'' • 

Die Coordinatenebene Y02 berührt die Fläche im Funkte 0, da in 

demselben ~ und -r^ as NnU sind, ond awar berOhrai die Azen OT 

Otf öz 

und OZ die defunuirten Sjinmctrieuxen des Querschnittes, die sich im 
Ponkte 0 nach wie tot rechtwinkelig schneiden gemäss dem Umstände, 

ht 

dass daselbst nicht nur der Annahme (357) zufolge ~ = 0, sondern nach 

(863) auch 4^ = 0 ist. 
oM 

Was die Neigung der Qnerschnittsflaohe gegen die 
Mittellinie beträft, so ist fllr letstere, nimlich mit y = iras0 
nach (881): 



(392). 



Die Werthe von und -5-^ , welche hiemach o; = 0 entsprechen, 

az QX 

sind nach Gleichung (26), Nr. 11, da die sagehörigen Werthe Ton 

und -H^ = Null sind, die Schiebungen im Punkte 0 des Quer- 
Schnittes nach den Bichtungen OY, OZ, für die sich also ergieU: 



. (393). 



Zugleich sind sie die kleben Winkel, unter denen die Fjrojectionfln der 
ifUf^^BjiiiA auf die Ebenen XY und XZ im Punkte 0 gegen die d;-Axe, 
d. lu gegen die Nonnale der betreffenden Querschnittafläche geneigt sind. 
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Der kleiue Winkel den die Mittcliiiüe selbst im Punkte 0 mit der 
x-AxQ bildet, ist: 

Die Deformafiini dor M i t t c 11 i n i f liostolit in ilircr L;in;;on- 
änderung und Kriiuiumng. Die Liingeuänderung ist nach (38 U) mit 
y = g=zO, also Q=Qf für ein Stabstück von der orsprüngUchen Länge x : 

falls Jl^f also a oonstant itt, wid^eniUIs a nur die Delunug im Punkte 
0) jene LftngenSnderaqg aber: 



X 



= /adx (394) 



wire , nnter a = die Dehmmg im Abstände x von 0 venlaaden. 

Die K n'i m mn n g der Mittellinie ist bestimmt durcli die 
Gleichungen iliror Projcctioneii in den Elienen und XZ, welche, 

>fvenn (gemäss der Voraussetzung in Nr. 145) ausser den in den End- 
fl&chen angreifenden keine äusseren Kfifte auf das betrachtete StabetQck 
wiiken, nach (892) und (898) wiien: 



wonach für a;=0:^=-~a^. -5^ = -«. 
nnd für jede« : 4~T- =^ — &if -t-t=» — 



(395) 



sich ergicbt. Im allgemeinen Falle bei beliebiger stetiger Belastung des 
Stabes setxt sieh, was zunftchst die Projection der Mittellinie in der 
xy- Ebene betriSi, ihre Ordinate n im Abstände x von 0 aasammen aas 

dt 

dem ilirer Neigung -~ = im Punkte 0 gegen die a;-Axe ent- 
sprechenden Antheile «s xy^ nnd ans den Antheileni die den Aendemngen 
s J,, dxf dieser Kelgong fBr die einaelnen Elemente äxf von x nuaamien 

entsprechen. Von letzteren ist derjenige, der durch das in der Entl'eniung 

d^n 

▼on 0 befindliche L&ngenelement dsf yemisacht wkdy =(X'^s^)-^^d^f 
vmA ist somit ttbeihaupt: 



d^* 

X X 



0 0 

indem nach der VorseUsung des in Bezug aut die hier in Hede stehende 
Integration eonstanten Factors x die nnabhängig Variable naler dem 
Integiakeicben anch mit x statt ji^ beaeiehnet werden kann, oder andi: 
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0 0 

Ebttiflo ist: X s 

0 0 

Da die Vocaiusetniiigea der bisherigen EntwidEdmig aneh im alige- 
Falle für dn nnendlidi Udnes StabstQck als soCreffend xn betrachteii 

sind , so haben die Differentialverhiltnisse diosolben Bedeutungen wie nach 

(30.')), falls nar die Grössen /7j , rr^, 6j , jf't:<t auf einen beliebigen 
Punkt der Mittellinie bezogen wcnlen , in wt l« her Bedeutung sin d<'m 
Belujtungsgcbctze des Stabes entsprechende Functionen von a: sind und 
mit a,, bezeichnel seien« Wird also allgemein 

5^5 3^ «,^»1 "»-ES 

gesetzt I so ergiebt sich: 



dx 



0 0 



(396). 



0 0 

Wenn von 0 lus snr Entfernnng x davon keine Susseren Kräfte am 
Stabe angreifen , so sind für die.^c Strecke Mf Q&d COOStanti also 
auch ß^^bi und ß^=:h^^ während aus 

«j = Oj -|- 2>j und a, = rt^, -j- 
folgt, unter und ff^ die "Wert he von und für .7; = 0 verstanden. 
Damit erhält man aus den allgeraciucn Gleichungen (3üÜ) wieder wie oben: 

X* , x^ 

ond analog Casa;}^,^!^-^ ^"g"* 

Was endlich die Verdrehung des Stabes betrifll, so war nach 
Gleichung (230) in Nr. 94 der specifische Drehnngswinlcel : 



indem aof Grand der dortigen Yoranesetningen die materiellen Hanpt- 
axen (dort Symmatneann) dea Qoenehnitles als gerade bleibende Linien 
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angcnommon werden konnten. Hier ist das niclit zulässig , im Allgemeinen 
vielmolir der Drelmngswinkcl nur auf dio Tangenten der materieUen 
Hauptaxcn im Puniite O zu bczieiien f ulso 



zu setzen , wo der Index 0 den bctreÜ'endea Werth für y = 0 und ^ = 0 

ÖL dt) 

beseidinet. Da nun aus den allmieuieB AnBdrfieken ▼on ~ und -r-^ in 

' ox cx 

Nr. 150 8ieh 

ergiebty m bat — die Bedeatong des spedflschen Drehongiwiakels^ der 

dabei positiv gesetzt ist, falls ein im Sinne der positiT«! X»Axi TOm 

Anfangsquerscliuitte YZ entfernter Quersobnitt gegen jenen im Sinne von 
OY durch den rechten Winkel ^egen OZ verdreht wird. Ist diese von 
3fx, Jiy, Rz abliängige Grosse variabel und wird sie dann für den 
Abstand x von 0 mit (Jq bezeichnet , so ist die ganze Verdrelmng des 
Stabstfiekes Ton der Länge x 

X 

^—/ßodx (397). 



155. — Die Gleicliuog (390) Itlr wird «nfiielier, wenn der 
(^unchnitt in Beaehnag anf eine Uaoptase oder in Besiehmig auf beide 

symmetrisch ist. 

Ist OZ S y m m e t r i e a X e , so ergänzen sich fiir je zwei solche 
UmfangspunktOi die in Beziehung auf- symmetrisch liegen, die Winkel ß 
der NorniBlen mit der y-Axe so 180^^ sind also die betrdBTenden Wertlie 
von amß gleiciiy von e&sß entgegengesetst, woraus folgt, dass smß sine 
gerade, d. h, sololie Function von y ist, die der Gleichang 

entspricht, aber eine ungerade, d. Ii. der Gleichung 

entsprechende Function von y. Denkt man sich diese Functionen in 
Reilien entwickelt , die nacli wachsenden Potenzen von y fortschreiten , so 
enthält die Entwickelung der iremden Function nur Glieder mit geraden, 
die der ungeraden nur Glieiler mit ungeraden Potenzen von y, und ist 
daraus ersichtlich, doss der nach y genommene Diilerentialquotient der 
geraden Function dne ungerade, der ungeraden «ne gerade Function yon 
y ist, dass femer das Froduct swMer geraden oder swei» ungeraden 
Functionen eine gerade, das Froduct einer geraden und «ner nngeiadin 
dag^en eine ungerade Function von y i.«t. 

In den Grenzbedingnngen ('MW) für die Functionen Q(^, Q^, von 
y und e sind somit die rechten leiten der zwei ersten Gleichungen ungerade 
Functionen von y, w&hrsnd die «echte Seite der dritten GMehoog ein» 
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gerade Function von y ist ; indem dasselbe dann anch von den anderen 

Sölten pplten niuss, sind Q^^ und uno:eraden und ist einer geraden 
Funetiun von y gleich zu setzen funhesehiuiet der gleiciizeitigen , vorläafig 
beliebigen Abhängigkeitsurt von so dass 

^ he hy 

eine ungerade Function von y wird. Sofern nun , unter f (^) eine 
ungerade Funotion von y verstanden, das Integral 

ffiy) dF=0 

ist, wenn es über den ganzen in Beziehung aui^ die z-Axc symmetrischen 
Qnenclinitt ausgedehnt wird, da die ElemmtarbeBtandtbrnle desselben sich 
gegenseitig sofheben, so Tendiwindet in diesem Falle das Glied mit Rg 
in Gleiehnng (890)- nnd wird 

_ i. - ^ A U - fiy - . ) .if\ 

Ware OF Sjmmetrieazei so wOrde in Gleiehnng (390) das 
Glied mit verschwinden, und wären die im AosdnidEe von Obi^ 
bleibenden Functionen nnd angerade Functionen von g, 

Ist endlich der Querschnitt in Beziehung auf beide 
Ilauptaxen symmetrisch, so verschwinden die Glieder mit ^ und 
H^f und wird 

Olk- /-/ >r)v • • • • («»»X 

■nter Qq ans iu Bezieiiuug sowohl* auf y als auf s ungerade Function 
veratanden» 

156. — An der LSenng des allgemeinen Problems fehlt jetat nur 

noch die B (• s t i in m u n g der Functionen Q^y , von y imd r 
geniiisK den fileichungen fo7S) und (370) nebst der Bedingung, ftir 
y — S = Q zu vergeh wiu<h>n. Dns »Ugemeine integral der Gleichung 




unter hier irgend eine th-r Fnnctionoii Q\ ^ Qi verstanden, kann 
aber (wie flberhanpt dus einer partiellen DiÜ'erentialgleichung ersten Grades 
mit eonstantea Goeffidenten nnd swsi nnaliliitngigen Venindeffieben y, jer) 
nnter der Form: 

dargestellt wecden, nnter e die Basis der natiirlichen Logarithmen nnd 
unter 2 das Zeiehon oinor Summe unendlich vieler (llieder von der Form 
^giny + n« versiAuden , deren roi-fHincnteti .1 im Allgemeinen versoliieden 
sind und deren Constante n alle Werthpaiu'e haben können, die 
dsr unbestBoniten Olsiehnng entsprehen, welche durch Einsetzung von 
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Q z= e^y+'** in die DifierenUalgleichiing erhalten wiTd. LeUAete iat 
hier: 

i»«-|-n*«0 und gicbt n = im|/ — + 
also C=5^e«ür±««)«s5ile?«ür+««)+JjB^<y-W 1 

unter /* und ^ die Zeichen beUebigw Functionen von y-f-tir resp. y — iß 
ventanden, als wolchc in der That jene mit S bezeiclmoton Sunmien 
unendlich vieler Glieder belraclitet werden können, in denen A, />, ni, n 
vorliinfio; rvorbelmltlicli ilirer Bestimmung' gi-miias den f irenzbedingungen) 
beliebige ("(instante sind. Die Reihenentwickelung von + und 

e^'Cr— •») ergiebt Q = einer Summe von Producten eonstanter Coefficienten 
mit allen ganzen Potensen von y -\~ ie und von y — iß, md awar von 
der erften Potenz angefoagen, d* Ar y=#=0 anoh QsO ist, also 

C«'^-4(y4-t*)»4-^B(y--f>)" mit fi=l, 2, 8 . . . 

oder 

Q^S±(^Ä-h-^)ty+izY + S-^{A^^^ . (401) 

bei veränderter Ausdruckpform der Coerticienten , die so gewählt ist, dass 
der imaginäre Factor i aus der Heihenentwickelung verschwindet. Wegen 

(y + 1 ä)" = y° + » rv" - 1 — w, - r « M, i ^ 4- IT ~ * ^ 
^ 1.2 ' ^ 1.2.8 

ist nämlich 

Y C(y + + (y - w)"] = jr - n, sr-« •»+«4 y"-* ir* 

also nach (ileichung (101): 

Q==IA f//"- u,i/--'8*-\-n^j^-^ß*—,,)-^:iBiny*^-'ß- f^^ß*-]'.,) 

+ (!,^~ .^vr^) + I?, (3 f/^r- 

-f .1, (//' _ ü //^r^ + ^«) 4- J?, (4y'r — 4 yr') 

+ A, (y' - 1 U//3<^^ + 5 yz*) + (öy'z- lOy'-z' + ,:••) 

+ löy*i?«H- 15y*Ä*— fr«) -i- i?g (6y'*5 — 20y3;s3 + 6^^*) 

~|~ • • » • » • . . 

Ist nun der Querschnitt von algebraiachen Linien 
begrenzt, so dass wegen 

sin ß dy 

ms ß dz 

sin ß und cosß ganzen algebraischen Functionen von y und s proportional 
sind, so können die Constanten 

• • • ^% • • • 
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den Grcnzhedingungen (370) cntsprechciul iKKtimmt werden mit Kücksicht 
darauf, dass, uuchdum von den Vuräudeiliclieu y, Z die eine durelt die 
andere gcm&H der betreflendeo Umfuigsgleichung aiugedrOdtt und die 
Glächung geordnet aof Nnll gebracht worden ist, die Glieder mit den 
verschiedenen Potenzen dieser Gbrig geblielx-ncn Veränderlichen einsdn 
= Null sein müssen. Freilieh setzt diese Bc-itimmbarkeit der Constanten 
voraus, dass ihre Zahl nicht kleiner, als die der Bcstiiiumnigsgleicliungou 
ist, denen sie Genüge leisten müssen, wie es insbesondere dann der Fall 
sein kann^ wenn der Umfang Ecken, d. Ii. Stelleu mit zwei vcrseiiieden 
gerichteten Tangenten hat; die Scfanbspannang; die jenen Grensbedingiingea 
gemäss im Umfange tangential an denselben gerichtet iat^ mnss in der- 
gleichen Eckpunkten aogleich den Werth Null haben ^ um weder g^g«n 
die eine noch gegen die andere Tangente geneigt so aein. 

Wäre der Querschnitt von transcendenten Linien 
begrenzt, so müsstc entweder auf die algebraische Entwickelmiu' des 
Integrals (400) verzichtet werden, oder man könnte Jone Linien uülteruugs- 
wdse durch algebraische ersetcen, d. h. die Proportionalwerthe yon sm ß 
and enß m Beilien entwidceln, deren Glieder, nach gansen Potenxen von 
y und 9 fortschreitend, von euier gewissen Ordnung an Temachlfissigt werden. 

157. — Was nun die einfachen Fälle der Klastioität ge- 
rader Stab förmiger Körper bctrifil, hinsichtlicli welcher von der 
hier durchgeführten allgemeineren Untersuchung nach Nr. 142 u. A. die 
Bestätigung der Annahmen erwartet wurde, tUk Grund welcher diese FSUe 
vorher behandelt und demnächst combinirt wurden, so hat dieses C!ombi-> 
nationsverfaliren schon doroh die allgemeinen Bemerkimgen zu Ende von 
Nr. 153 und zu Aufanir von Nr. 151 seine Bestätigung gofunden. so dass 
nm- noch die eiulurlien Fälle selbst au:^ (h-u iill;.';('nit*ini'n Foruu'ln abzuleiten 
bleiben unter ergänzender Berücksichtigung der Iriiher unerörtert gebliebenen 
Deformationen der materiellen Querschnitte des Stabes. 

Diese emfadien ¥%lle suid diejenigen, in denen von den sechs ChrGsaen 

Ä, 22y JWx il/, 

alle ausser einer = Null sind ; wegen Gleidiartigkeit der Einflttsse von 
' IRj nnd 1^, sowie von My und sind aber nur vier dieser Fälle wesent- 
lich verschieden, entsprechend nümlicli den Voraussetzungen, dasS 

1) nur nicht = Null ist: Zug- oder nnukelasticitiit, 

2) nur My oder Mz nicht = Null ist : JSic^ung^^elusticiUit, 
Z) nur /*v oder jKj niclit = Null ist: Scliuhehisticität, 

4) nur J/x nicht Null ist : Drehungsulasticität. 

Im Allgemeinen ktonen «war bei der Biegungselasticität My und Mmt 
bei der SchubdasUcität Ity und beide von Null verschiedene Werthe 
haben, doch genHgt hier die Voraussetzung der praktisch allein wichtigen 
SpecialfaUci in denen nur eine dieser Grössen nicht = 0 ist. 

Null iät, bo iät nach (o88) 
Tg=0 



Digitized by Google 



1;>8. — Wenn nur n i c h t = 
«ad (389): 



Gerade biabiurmigv Kürper. * 241 
und nach (394) die Aendening der nraprünglichm Stabl&nge xi 

0 

beides in üdberainstimmimg mit Nr. 27. Wegen 2»^ = Z>} = fi^ = 0 ist 
nacli (377) aiuh Q = 0, nnd deshalb nach (891) die Gleichong der 
materiellen (^ueisGhnittsflftche : 

d. h. diese Fläclie eine Ebene, die w^pen ^jsy,sO nach (393) aar 
Mittellinie senkrecht ist. 

159. — Ist nnr M, nicht = Nnll, so ist nach (888) 
und (889): 

in Uebereinstinimang mit Gleichung (81), Nr. 40. Von den in Nr. 154 

allgemein mit , a, , , bezeielmeten Grössen , von denen die 
Krüininung der Mittellitüe abhängt, ist liier BOT a% nicht = 0, jene 
Krümiuuug also bestimmt durch: 

<f«C_ 

übereinstimmend mit Gleichung (H2). worin nueh das Minuszeichen gilt, 
wenn die elustisclie Linie im Siune der positiven Ordiuuleuaxe (hier £r-Axe) 
concav gekrOmmt, d. b. wenn der hier mit My bezeichnete algebraische 
Werth von M positiv ist. 

Die materiellen Querschnittsflächen sind ebenso wie in Nr. 158 als 
aar Mittdlinie senkrechte Ebenen an erkennen. 

100. Wenn nur JR» nicht = Noll ist, werde «gleich wie 
frflher bei Betrachtung der Sohubela^icittt (Nr. 81) die ir-Axe als 
Symmetrie axe des Cjtiersciinittes ant^cnommen. Nach Gleichung (398) 
ist dann b^^d und deübulb naeli (389): 

2 m -\- 1 B \ dz 2m )\ 
1 m Ih/dQ, 2m-\- l \ 

2 w + 1 Jj Vd f/ m 
Nnch Nr. 155 ist eine gerade Function von // und deshalb nach der 
allgemeinen Kut Wickelung der Funeliunen in Sr. 15Ü: 

i^, « 4- ^ (y « - 0 + ( 3 y * - ^ ^) 



(402). 



= 2^y + Gi?,y^r + 4^ (i/^ - 3i/-^) + . . . 



(403), 



^=J?,-2^,^r-f-3jK,(i/^---^)-4-4.4,(-3y'^r + .^»)4- . . . 
Or»«bof, BiMtkttitt nnd Pwtigkelt. 18 
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wobei die Constanien />, , f , -4^ . . . uacli (379)^ bestimmt sind 
dnreh die Grenzbedingnug : 

(He in ulltMi riiifangspunkteu erfüllt sein miu$s und, indem sie nach (402) 
aucli iu der Form : 

— Ty ig ß 

geschrieboi werden kann, ausdrückt, daüs die resultirende Schubspannnng 

T= ^ Ty' -|- "^«^ ^^^^ Punkten des Umfanges nach der Tangente 
desselben gerichtM sein moss. 

Als Gleichung der deformirten QuersolinittsHüche ergiebt sich aus 
(891) mit ft| =0 nnd Q = \Q^ : 

oder nach (403) und mit (387): 

• . . . (i05). 

Die Aiisdnieko , die in Nr. 82 fifir Ty und hergeleitet wurden, 
nämlich nach (»leicliung (199) mui (2ÜU) daselbst mit 

R = R^, J=B und q>—ß (siehe Fig. 34): 



(40GJ 



sind von anderer Form, als die Ausdrücke (402) mit Rücksicht auf (403)« 
Insbesondere ist Vy nach diesen früheren Formeln dne blosse Fnncüon 

▼on ff nach (402) dagegen im Allgemeinen sogleich von y abhüngtg, 
ebenso wie die Querschnittsflüche (405) nicht nur von Ebenen , die der 
ar^r- Ebene, sondern im Allgomeinon nnch von 8(d«'lien, di<^ der .r//-Kbene 
parallel sind, in krununcn i^inien gesclinitten Avinl. Die in Nr. 83 
ausgelulirtc Prüfung der Austlrücke ,(40ü) blus mit Rücksicht auf die 
erste der allgemeinen Gleichungen (2) in Nr. 2 war also nicht gans ans- 
reichend zu ihrer Rechtfertigongy vaA. es bleibt noch Übrig zu untersuchen, 
ob ihre Fehlerhaftigkeit, besonders in Betreff des Mazimalwerthes der resnl- 
tirenden Scliult.«pnnnunfr r in einer frewif5sen Entfernung .? von der if-Axe 
und im ^'iinzeii (^uenschnitle , wenigstcim kloin «roTuig ist, um für prak- 
tisclie Zwecke ausser Acht gelassen werden zu dürfen. 

Indem diese Fntersucliung :mf solche (^uerschnittsformen beselirHnkt 
werden soll, die (en^^Jtre^•llend den in Nr. 81 betrachteten Hois[)ielen) zu- 
gleich in Bezug auf die ^-Axe symmetrisch sind, erleidet die Function 
•ine weitere Einschrinkong» sofern sie nach Nr. 155 jeiit nicht nnr 
eine gnade Ftmction von sondern sngleich eine ungerade Function 
Ton M sein musB, somit bei Entwickelong nach ganaen Potensen ron y 
nnd g 
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^^«ÖJ?.;/.^ + 20 i?, {y^z ~- i/ -0 + • • • 1(407) 

^=ii, + 8B,(y«-;er«)-|-5y/5(//'-ß//^^' + ^*) + ) 
zu setzen isti und zwar sind die hier feiilenden Glieder der Kntwickeluiig 
von wenigsteps von der siebenten, also von-^— nnd~^- wenigstens 
von der seviisteu Dimensiont 

161. — Fttr einen elliptischen Querschnitt mit der Um- 
fangsglachnng : 

T¥ H~ ~T = 1 ♦ voraus = - = — - 

0* cosß dz c^y 

folgt, ergiebt sich durcli Suhstitution dor Proportionalwerthe c-tj und h*M 
(ÜT cosß oad sinß in Gleichung (404) mit Rücksicht auf (407): 

(6£.+ .._a5L±i)y,.e., 

(f+ :!)+8b.(v-'')+ .._ ^'+(^;-^)y '],.,=o. 

ludcu liier zugleich der Üml'ungsgleichuiig entsprechend 

gesetzt wurde, enthält ditse (Jleiclunig, wenn die Enlwickelung von 
auf die Glieder mit i>\ und beschr&nkt wird , nur Glieder mit y*g 
nnd solche mit nnd indem die Summe der einen und der anderen f&r 
sieli = 0 .«( in inoBs, sind dadorch B^ nnd jff, gerade bestimmt, n&mlieh 
durch die Gleichungen: 

B. + an, (2c' + it)=^J!l±lc' + 

die etwas vreuiger eiufaeii »ich auch ergeben hätten^ wenn noeh der Sab- 

rttaöo. V«. mr lo de, U»&.«.gl«iel»»>g di. 8<m>m. 

ihrer Glieder mit e und die ihrer Glieder mit jede für sich s Null 
gesetst worden iHlre. Aus ihnen folgt: 



m 



also Ä = «c- , 3 J5, = n — — mit » = . ^ . (408). 



16» 
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Wegen w>2 ist 2^-i^ = 2 + — <3, also n<l. 

JM ttt 



(409) 



findet man nnn aas Gleidrang (402): 

und aus (405) als Gleichung der det'urmirtea Querschnittsflüolie : 

Wenn iu^beäuuderc die Ellipse in einen Kreis übergeht , wird mit 

6=c=r nnd B = F—t 

4 



. (411) 



^ 2 w + 2 \ r « ä m -f 2 r ^/ 

«1+2 II tfz 

m + 1 i' r' 

(418). 

Die Wertlie von %y und r«, sowie von % =i}/%j* ^ die sieh 

113 

hieniaeh mit mas8 fBr j=:0, -rrr^ ir^f -r^ ^""^ 4r-Aze 



und hn Umfango. niimlirh für y/ — 0 und //-=r;//j f^r"* — 5* ergeben, 
sind in der folgenden Tubelle zusammengestellt zur Vergleicliuug mit den 
Spannungen , die der früheren Gleichung (206) in Nr. 84 filr die- 
selben Werthe von ß nnd iUr y=y^ entsprechen. 
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Während die Schubspannung r naclt den fHihereii Aannhmcn in jotler 
Entfernung z von der //-Axo mit der Entfernung // von der s-Axe nach 
b«'i(lcn Seiten bis fj zimeliincn s(d!te , zeigt sich liitr tliiit.siirhh'c]i dieses 
Verluilteu nur für die gröööcreu Wcrthe. von gf wogegen in der xSülie 
der y-Aw6 das betreffende relative Ifaxiinam Ton r in der ir-Aze selbst 
stattfindet. Aueh ist es an diesen Stdlen etiras > , und ist deshalb 
auch das nbs >liite Marimnin von v für den ganxen Querschnitt etwas 

grosser als ~ ^ nach Gleichung (206). In noch bSherem Grade würde 

dies der Fall ^^v'in, wenn ni "> 3 aiigenuuiincn würde, indessen ist in keinem 
Falle jene Gleichung (2U0) s« fehlerhaft, dass ein praktisches Bedürfnis^ 
KU ihrem Ersätze durch die Gleichungen (411) vorläge. 

162. — Bei,«nem rechteckigen Querschnitte mit den 
Seiten 2 b parallel der ff'Axo und 2e parallel der g^AxB ist für diese 
letsteren Seiten: 

«»^= + 1, smß = 0, 
wodurch die Grenzbedinguqg (404) übergeht in: 

— 1 __ Q ^^^^ T_ = 0 für u = -^b 
dp m ' ■ 

und alle Werthe von z zwischen r und — c. Daran« folgt bei Re- 
sohränkunn; der Entwicklung von auf die Glieder mit Bi und Ji^y 
also nach (407) mit 

dy 2 m 

wodurch nun nacli (102) filr alle Punkte des Querschnittes r^, = 0 
wird, somit die ( Jrenzbedingtmg für die mit der //-A\e parallelen Seiten 
darauf hinaus käme , dass in allen Punkten derselben ty==0 1 dass also 
nach (402) 

•~ 2m ' 2m ^ 

sein nuissl«' für z ^ r und alb* Werthe von ff zAvi.H<'hen h und — h. 
Indem aber dazu nicht nur die Glieder ohne was durch entsprechende 
Wahl von J9, su erreichen wSre, sondeni auch die Glieder mit y* für 
eich die Summe Null geben mfissten, erkennt man, dass die Erflillung 
dieser Grenzbedingnng umnr)glich ist. Auch durch die Entwickelang von 
bis zu einer griisseren Zahl von (iliedern ist der AViderspruch nicht 
zu lösen . weil dunn mich f Uieder mit höheren Potenzen der Coordinaten 
in Betracht kiimen . wi lche die Wahl der weiter hinzu kommenden Con- 
stanten bedingen würden ; es liegt hier vielmehr einer der in Nr. 156 
erwfthnten F&lle vor, in denen die Function trotz des algebraisdien 
CharakterR der Umfimgslinien des Querschnittes doch nicht als ganze al- 
gebraische Function von endlicher Gliedersahl darstellbar ist. Dagegen 
würde den (Trenzbedinjjungen vollständig zu prenütren sein . wenn nach 
Fi;Er. 50 die der ;/-Axe parallelen ^cniden lie^retizungslinien dnrrb knnnme 
Linien ersetzt würden, die der Gleichung (413), d. i. der Gleichung 
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jet'sO oder 



Flg. 60. 



entspr.'clifii. und die -»oiuit Thcile einer Hyperbel 
sind mit dem Mittelpunkte 0 und der z-AxQ 
lila reeller llauptuxe. Dumit diese durch die 
Eckpunkte des gegebenen Rechtecks gehe, mnss 

* m f» 
sein, und ist dann ihre halbe redle Hanptaxe: 

1/, 1 

t 

Wenn die so luvst immte (^iiersclinitt'jnjriir dem 
gegcbeueo Kechteckc subätiUiirt wird, ^va^ mit uiu 

80 kleinerem Fehler geschehen kann, je weniger ^ von 1 Terschieden, je 

c 

kleiner also ist, so ergiebt sich nun mit 




n«h (402): ,,=i.§(c»-,'-^^)i ,.-0 . 



2m 

(414) 



uud uls Gleichung der C^uerschnittsdüclie nach (405) : 



1= 



MB 2m 



. . . (415). 



Bei gcgobenem Werthe Ton t wachst tj^x mit der Entfernung von 
der XF-Axe bis 

T, = -i-^(c* — für y = + & 

oder, wenn schliesslieh für das Tiiiglieitsmoment Ii jener im Sinne der 
£-Axe h/perbolisch begrenzten äubstitutioustigur 50 das des Rechteckes in 

Besiehung auf die y-Axe, also B^^Fe* gesetzt wird mit F^MCi 



iu Uebcrcinstimmung mit (jleicluing (205), Nr. 81. 

Indem somit die frühere Hereelinun^sweiHe der Sehubelasticitiit sich 
ftir den Fall eine.« reeliteekigen (^uerseliniUcs als um so zutreirender er- 
wiesen liat, je mulir derselbe im Siunc der Schubkrall länglich gestaltet 
ist, werden insbestmdere auch bei doppelt- ^förmigem Quersdoiitte die 
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früheren Formeln insofern weiu<rsten8 als hinlänglich zutrcflend zu be- 
tracliten sein, als es sich um die 8chiibepannunge^ in dem schmalen mitt- 
leren Theilc desselben handelt. 



— Wenn endlich nnr Jf^ nichtassNall ist (Drehungs- 
elasticitat), so ist nach (389): 

a,«0; ^i=^h{^-y)\ ^. = 0(^0 (^4^) (416) 

und bei Yorauflsetsang ebes doppelt - symmetrischen Quer- 
schnittes nach (399): 



-M. 



tmter eine in Beriehung sowohl anf y als auf g ungerade Function 
▼erstanden, so dass nach Nr. 156 gesetzt werden kann: 

Co = 2Bt y»+ 4^4 (y»* — yir") H 

Die in diesen Ausdrücken voikommenden constanten CoelBcienten B^^B^ * • » 
sind dadurch bestimmt , dass nach Gleichung (379) flir jeden Punkt des 
Umfanges 

("^ + ') ^ - y) = ö . (1 1 ö) 

sein musS) eine Glmohung» welche nach (416) auch geschrieben werden 
kann: , 

und somit ausdrückt, da^s die rcsiihireiul»; S( !ml»8|»jinnung % in allen Funkten 
des Umfange» tangential an denselben gerichtet ist. 

Nach Nr. 154; ist der specifische Drehungswmkel i9-= — 6^ und die 
Gleichung der defonnirten Querschnittsflftche nach Gleichung (891) da^ 
selbst mit Bdckiioht auf (377) : 

da und für m=.j?=0 nach U17) selbst s= Null sind. 

by dß *^ 

tf4. — iflt insbesondere der Querschnitt eine Ellipse mit der 
Gleichung 

|- J- -y -SS 1 woraus — = == ^ 

folgt, so erhält di« Gleichung durch Substitution dieser Proportional- 

werthe fBr sinß und wß die Form: 
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und sie wird durch beliebige Werthe v<m gf also auch durch die 
Coordinaten aller Umfan^pimkte erflttlt, wenn 

Qo = 2Biy0 und (2J?,4-l)c«-f-(2i>», — l)&»«rO, 

gesetzt wird, mit fz^dF=^hc\ C= Jy^dF^^h^c, 
Indem nun hiemacli 

also ^^^"^BC ^^'^ 

vAf ergiebt sich nacli (416): 

'* = '-'iBC^Ac+B+^r = ~B' 

in Uebercinstimmung mit Gleichung (227) in Nr. 90* Der specifische 
Drehungswinkel ist: 

u_ 7,-1 B+CM._ 1 / l , 1\Ä 

wie nach Gleichung (241), Nr. Oü, und eudlicii die Gleichung der Qucr- 
sohnittsflftche: 

Sic ist iiiTi so iiH'lir <,'t'krninmt , jo niohr /> und also nml r. \ rr- 

schiedeu sind. Ein l^ieisl'ormiger (^uorsLluiitt (Ii — C) bleibt nach wie 
vor eben. 

165. — Für dasRechteck mit den Seiten 2b (parallel der ^-Axe) 
und 2c (parallel der g'Axe) ist in allen Punkten der Seiten 2c des 
Umfiukges: 

naoli Gleichung (418) folglich: 

^~ + M=(ßB,-i-l)g + ^B,i3b*M^g')+ ... =0 
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für jedes s , woraus sich ~ \'* i^^'^ ^^^^ übrigen Cocilicicnton 

0 ergeben wQrde* In allen Punkten der Seiten 2h des Umfanges ist: 

naeh Gleichung (418) folglich: 

~ y = (25, - l)y + 45^ (y» - 8yc«) + . . . « 0 

fthr jedes y, w<mHis sich Bt=-^f jeder der übrigen Coefficienten wieder 

sss 0 ergeben würde, bkdem aber diese zwei Werthe von sieh wider* 

sprechen, ist zu schliessen , dass entweder Qq nicht als algehnüsohe 
Function gemäss (417) darstellhnr ist, oder dass die dieser Entwickelung 
zu Grunde llegonden Voraugsetüungon (Xr. 1 I-'») hier nicht streng erfüllbar 
sind. Analüg dem in Nr. 162 bezüglich (h>r .Schuhehiiiticitiit eingeschlagenen 
Verfahren könnte nun auch hier untersucht werden, wie etwa der Quer- 
sdinitt mit möglichstem Anschlösse an das gegebene Rechteck zn ftndem 
Ware, nm die Coefficienten B^i S^» » • des Ausdruckes (417) Ton Qq 
ihm ansnpassen. Indessen können auch die Ausdracke (221): 

V, s: my + y + % V^* t, = n* + n^tf^g + li^*», 

Von denen in Nr. 88 ausgegangen wnrde, und welche f&r den Fall des 
rechteckigen Querschnittes nach Gleichung (234), Nr. 92, zu 




sowie nauli Gleichung (245)« Nr. Ob, zu 

geführt hatten , als eine (dem nur unvollständigen Zutreflen der Voraus- 
setzungen in Nr. I I,") entsprechende) VeniUgemeinening der ( Jleichunjjen 

(416) betrtichtet werden, die duraus mit Rücksicht auf die Gleichungen 

(417) hervorgehen, wenn u. A. 

n^^ = — n, = — 3 = 3 »J, 

gesetzt wird. Indem aber jene Ansdnicke (231) von r, nnH T, Inr den 
reehtecki^icii <^nersclinitt diesen ürziehnnfjen nicht entspre<'hen , sondern 
i/ij = n^ = 0 , während /«^ und nic^ht = 0 sind , ist ihre Unter- 
oHnung unter die Glttchw^en in Nr. 163 nur bd Beschrftnkung der 
Entwickelung von auf das erste Glied , also auf 

möglich , entsprechend ; 

Q JLf 

».=eib(2B,+ i)*=— i 
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Daraus folgt: 

2 Ii 1 B C B ''f 

_ 8 1 Jf. _ 8 / 1 , 1 \ Jf. 

wie oben nach (ileicliung (245). Als Gleieliung der delormirtea (^uer- 
Sühjüttsfläche ergiebt bich dann mit derselben Annäherung: 
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166. — Die einleiteiulon Erklärungen in Nr. 24 und 25 (Ich vririgm 
Al»scluiittps Helten uiicli liier. iti«lein sie sich allgemein auf stabforniige 
Kiirper bezogen. Der^'leiclien mit ur>^prüngliih krummer Mittellinie sind 
bezüglich ihri'S Spannungs - und Detbrmutioiiäzustandes unter der Ein- 
inrkimg äusserer Kräfte besonder» unter folgenden VonoBSetKangen von 
tochnisdiem Interesse: 

1) dass die Mittellinie dne ebene Curve ist, 

2) dass die Mittel ebene (Ebene der Mittellinie) eine Symmetrie- 
ebene des Stabes ist und dass sie 

3) die Rieh tun gslinicn aller äusseren Kräfte enthält. 

In diesem Falle eines einfach gekrümmten , in Bezug auf die Mittel- 
ebene pynnnetrischen und in dieser belasteten fitablVirniigen Körpers, der 
zudem tils isutrop vorausgesetzt wiid , bleibt olleubar auch die deformirt« 
Mittellinie eine ebene Cnrve, nnd es ISsst sich das System der iosseren 
Kräfte (Vor irgend einen Querschnitt =as F durch eine im Schwerpunkte 0 
desselben angreifende resultirende Kraft nebst einem resultirenden Kräfto- 
paare , beide in der Mittelobene liegend , ersetzen. Das jMoment <les 
letzteren = M werde positiv oder negativ gesetzt , jenachdem es auf 
Verstärkung oder Verminderung der Krümmung im Punkte 0 der Mittel- 
linie hinwirkt , d. h. auf Verkleinerung oder Vergrösserung ihres ursprüng- 
liehen KrOmmungsradius s=s r. Die resultirende Kraft kann in eine mm 
Querschnitte senkrechte Componente (Normalkrafl) =s P und in eine im 
Querschnitte liegende (Schubkraft) = Ii serlegt worden , von denen erster© 
positiv oder negativ gesetzt werden s»»ll , jenaelideni sie einem Zuge oder 
einem Drucke auf den Querschnitt entspricht. Unter ähnlichen Umständen, 
wie bei geraden Stäben, kann auch hier vom Eiullusse der Schubkraft 
abgesehen werden , mit um so kleinerem Fehler nämlich ^ je Ideiner die 
Querschnittsdimensionen im YeigiMch mit der Länge der Mittellinie smd, 
sofern nicht etwa die Breite, d. L die zur Mittelebenc senkrechte Quer- 
selinitt-'limension , gegen die i^iegimgsaxe hin beträchtlich abnimmt. T'nter 
der l! i !■ ^' II n g s a X e eines ( ^iiersi hnittes wird die durch seinen Schwer- 
puixki j^chuudc Nonuulu der Mitlelebune verstanden. 
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A. Einfach gekrümmte, in Bezug auf die Mittelebene symmetritche 

und in dieser belastete stabförmige Körper 

I. ohne Rücksicht auf die Wirkung der Schublurftfte. 

167. — Im ursprünglichen Zustande, d. h. vor der Belastung tind 
entsprechenden Deformation des Stabes seien 

F, F' nncndlieli nahe benachbarte Qaerschnittei 

O, O' ilirc Scliwerpiinktt'. 

ds~r(hj <lii.s iJog^Miclcmcnt 00' der Miiti-Uinic, näinlicli 
r ihr Krüimuungsra<liu.s, dtp ihr Conlingenzwinkel bei O, 
Pf P* zwei gleich gelegene Punkte der Querschnitte Fy F', 
ij ihre gleichen Entfemungoi von den bexfiglichen Biegongsazen, positiv 
auf der convexen , negativ auf der concaven Seite der die letzteren 
entlialtenden , die Mittelebene in der Mittellinie schneidenden cylin- 
drisclicn Fläche. 

Die Entfernung dieser Punkte P, F' ii-t dann: 

P P' ^ ds' = (r - 1^) d(f = ds } V ^^T y 
und Ae ändert sich durch die Belastung um die verhältnissmässig kleine 

Gröbso 

Jtls* ~ J ds -(- Jdfp , 

wenn von i-Imit Aemlenuig der (^uer-;« Imiftsdimensioneii, also auch des 
Abstände:^ abgeäelicu wird, liezuicliuet uuu 

€^ = — verhiltnissmässige LSngen&nderung, 

im l'unkti' O der Mittrllini«- , so ergiebt sieb die Dehnung na«'h drr 
Iticbtung PP* im Punkte Fy überbiuipt im Abstünde von der Biegungs* 
axe des Querschnittes Fi 

_Jds'_Jd8 \ I, /^1(r r _ r 

' - rfV" dT-i }idg> - ^ _r ~ ~ 7 ■ 1 

' r * r 

und die entsprechende Spannung: 

<T=ij;s = ii'[e^+((u-€,) . . (421). 

Wtthrend immer em sehr kleiner Broch Ist, kann ot sehr gross 
sein und selbst unendlich gross , falls nimlich r unendlich gross und somit 

d<p — 0 i«it. In diesem Falle eines ursprünglicb geraden Stabes erseheinen 
ol)ige Ausdrüf'k«' von f und er in uid)e«tiinmter Form ; int dann aber q 
der Knimmungsradins rliM- <1i-t'<>nnirtcn Mi(t<>llinie (elastischen Linie}y so ist 
J dif der Conlingenzwinkel tler«jelb«'U , ulgo 
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in Uebereinstimmuug mit Gleichung C<^<^)) ^i** ^6. 

168. — Die Grössen und o» im Ansdnuske (421) von <r sind 
dadurch bestimmt » daae die Spannmigen filr alle Flficheneleniente des 

Querschnittes zusammen der Kraft P mid dem Kräftepanro M (Nr. 166) 
äquivalent sein müssen. Ist dF ein unendlich scliinaltT Fläclion'ifrpirim 
des Querschnittes im Abstünde ij parallel der Bieguogsaxe; so wird diese 
Aequivaieu2 ausgedrückt durch die Gleichungen : 

Jf-/,o<iJ'-£[eo/,rfii'H-(<<.-«.) /f^] ■ 

Von den darin vorkommenden, auf den ganzen Querschnitt sich erstreckenden 
Int^pralen tat 

fdF^F, frjdF^Q 

fvdF 

imd| wenn J ^ as < — jta gesetzt wird, 

somit P==EFl€Q — a{u) — €o)}; M= EFraifa^e^). 
Daraus folgt: 

ö>=«sH- / /. = l jA^-^ )• 

" • h r r « Li' \ r ruf 
Im Gkjgensatze zum Verhalten eines ursprünglich geraden Stabes ist 
hier die I>ehnang Cq in der Biegungsaxe selbst dann nicht = 0 (die 
Biegungsaxe nicht nentrale Axe), wenn P= 0 ist In der That ist ^ 
diirjenige Dehnong^ welche gleiohmilssig in allen Punkten des Querschnittes 
F stattfände , wenn derselbe gegen einen unendlich nahe benachbarten 
Querschnitt F' um die Kniimnungsaxe gedreht wird , <1. i. um die Dtirch- 
SChnittslinie der Ebenen \on F und i*'', die mit der liiegungsaxe im 
Abstände r parallel ist. Somit wird verursacht durch die Momentcn- 
summ« der Süsseren Krftfte in Beeng av^ die Krfimmnngsazey welche sich 
(durch Versetsung der Kraft P yom Angriffspunkte 0 an dm betreffenden 
Krflmmnngsnüttelpunkt) = Fr '\' M ergiebt , und durch Gleichsetzung 
dieses Momentes mit dem der gleich förmigen Spannung Fj% entsprechenden, 
gleielifalls aul' die Ki rainaungsaxe bezogenen Spaonungsmomeute Fr 
entsteht wieder obiger Ausdruck von Eq. 

M 

Mit der Beseicbnung: Po = P+— (422) 

T 



(423) 
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und damit nach Gleichung (421 j: 

F<r=Po + — ' (424). 

Die p^ösBten Absohitworthe viui a fiiidtMi in (lenicnij^on IMinktcii »miios 
(^iK'iscIiiiittes süitt, weicht» von dc-r Uicgungsiixo am weitesten eutlerut 
fiind ; diese grüssten Abstünde seien f, für die conTexe, für die ooneave 
Seite der FUtohe der Biegungsaxen , sofern nicht = ist nnd dann 
bdde grosste AbstSnde mit e beceichnet werden« 

Ist q d«r durch die Deformation der Mittellinie ge&nderte Werth 
▼on Tf so ergiebt sich aas 

ds »B rd^ und d9 -\- Jds = ff (dg> Jd<p) 
durch Division beider Gleichnngen: 

i -i 

und daraus nach (423): 

Mit Rücksicht darauf, dass Cq stets tm sehr Icleiner Bruch ist, kann auch 
njUierungsweise gesetit werden: 

— =l-f-«— — =B — 4- ^~r- . . . (426). 
Q ' " ^ r ' EFr*a 

Ist r sehr gross im Vorgleieli mit den Querschnitts- 
dimensionen, so ist mit sehr kleinem Fehler 

JFr«a=r f ^'y - = rr^dF=J 

J r yi] ' 

= dem Tr;i<j;lH'it««momente des Quersclinittes für die Biegungsoxe, womit 
nach Gleichung (424); wieder bei YemacliläSHigting von neben rx 



(425). 



''o x Ä = 4 + . (427) 



wird, und nach Gleichung (420): 

Hieraus ergeben sieh wieder die Gleidiungen (81), Kr. 40, mit r=o&und 
P=0, also Po = <>- 

10t). — Die Grüssc a ist nach voriger Nummer definirt durch die 
Gleidhuiig: 

worin das Integral swischen den Ghrensen i^s — und tf=ei su nehmen 
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ist iKu li Substitution des der betreffendeu QuerschniUafona entsprecliendea 

Ausdruckes von d F. 

Z. B. für einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b 
mid Hohe 2e iat 

Nach euiflr bekannten , wegen e < r hier jedenfUb conveigenten Beihe ist 

4.i±i-Miti=.g(±+ » 4+ » 4+ . . .) 

r — e e \r ' 8 r* ' 6 r* ' / 

imd deihalb «och 



1 

r 



8 r* ' 6 r* ' 7 r* ' 

Ist der Querschnitt ein Kreis 'mit dem Radius e> so ist 
<^ = ^ = e, F=ne*y dF=2^c^ — ti* dt] 

a= , / ^- — j dt). 

Seist man , um den Ausdruck unter dem Integrabseicheu durcli Einführung 
einer neuen Variablen x statt ij rational an machen, 

|/e* — = e — r^Xf 

2 ex 

so folgt — — 2eijX-j-ii*x*; V^TjII^ 



X-\-x' 

— ^ _ T-i-a:A^~"l"-f a:-/ 2c( l ' r^) — 4ca;« 



— 4 . a;( l--a;«) l — x^ 
~ r-f2ex+rx^ {l+x*y 

, , x(i — x*ydx e 
(1 + 2 nx-\-x*) (1 + r 

also, da flir i/sli:«: = ^ — ^=^1 »t, 

8n f x{l — x^)'dx /•AQO\ 
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Die Function unter dem Integrakeichen kann, wie durch bekannte 
Method«! zu finden und fib^gens leicht nachUiglich ra verificirai ist, anf 
folgende Weise in l^utialbrOdie xeilegt werden: 

a;(l— _ 

(l+2nar+a?«) (!+«»)• 

_ 1— »« / 1 1 \ 1 X 2 a?« 

2n» \l-f-2iia:+a:« l + a;«/"^ n«(l4-^*)* n (l-f«»)» 

und wird dadurch das Int^ral in Gleichung (482) auf die folgenden vier 
dnselnen Integrale mrttd^ftlhrt: 

/(Ix 7t 



Hiermit eigiebt sich nach Glmchung (432): 
"~ ^ L 2fi* V| 2 2/ n leJ 

= f.(I-»^)-l = 2l({— . (433). 
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Ist tt = — ein luilUiliglich kleiner Brach , eo kann «nch mit 




2 4.6.8 

gesetzt werden: 

Derselbe Ansdmdc (433) resp. (434) von a gilt auch flbr eine 
Ellipse^ deren HalbaM in der Hittelebene =s e ist; denn in der da» 
Greese a deflnirenden Gleichtuig (429) luiben alle Ftichenstreifen dF 

diefler Ellipse zii den entsprechenden (einerlei Abstand t] zugehörigen) 

Flächenstreifen des Kreises mit dem Radius r das.solhe Vcrhiiltniss wie 
der ganze Inhalt 7*^ der Ellipse zu dem dos Krei«fs . nämlich das Vcr- 
hältniss b : unter 6 die in der liicguugsaxo liegende iialhaxe der Ellipse 
▼entenden. — ' 

iiehui'ä allgemeiner Jßeiiienentwickcluug von a bei 
Vmnssetsong dnes kleinen Verhiltniaaes der Qoerschnitts^Umennonen mm 
KrfinunungsradiQS r eigiebt nch ans 

' r 

wegen J r^dF=0 und mit den Bezeiclmungen: 

„ = /!_*l+»l_£ + 

Ist der Querschnitt nicht nnr in Bedehnng anf die Mittelebenci sondern 
auch in Besiehnng anf die Biegungsaze symmetrisch^ 
so ist 

fydF=/tj^dF. ..=^0f also y = <...=0, 

folgUch a = -^^ + -^ + |*- + (436), 

worin die Reihen (431) und (434) ab besondere FftUe enthalten sbd. 

170. — Die Grossen P nnd M, welche bekannt sein mflasen , am 

nach Gleichung (424) die Spannnng ü in jedem Punkte berechnen zu 

können, enthalten neben den jrf**;ohenen pritnürcn !\u<'li die secundären 
äusseren Knifte, d. h. die Rfactioneu von Stiitzpiinkten und Befestigungen, 
die häutig nur mit Rücksicht auf die Deformation der Mittel- 
linie gefunden werden kimnen. 

ariihef, EUjtkItit mid FMIilMlt. 17 
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Sind y.n dorn Endo (Fig. 51) OX und OY reclitwinitelige Coordinaten- 
Bzen in der Mittelebene, 

Aq und A zwei Punkte der Mittel- 
linie mit den Coordiimten x^^, nnd 

9>o und ^ die Winkel der j:-Aze 

mit den Norninlt ii ^o^^o ""'^ 
Mittellinie in <l' n Punkton A^ und A, 
so ist die Aonderun^, welche die gegen- 
seitige Neigung dieser Nurmalen durch 
die Deformtttioii der Hitlelltm« erfUhrt: 

J{(p—(f^)=jJd(f>—J(j}d(p . (437), 

und wenn diese Aenderung für ein Punktepaar Aq, A den Bedingungen 
der Aufgabe gemäss gegeben , insViOSdudere z. B. = Null gegeben ist, s« 
erbiilt tnnn «hidmch Iwi Subtititutiim de> Ausdrucke^ (42^3) von lo eine 
BestimmungsgleicliUQg für die iu den Auäd rücken von P und M vor- 
kommenden imbekannten Conetanten. 

Nütliigen Falls können ferner die Aenderungen 
./f.r— .To) und J{tf — y^) 
der Coonlinrttenuntersclüede in B<>traebt gezogen werden , die vielleicht für 
dasselbe oder ftir ein anderes Punktepaar gegeben oder an eine gewisse 
Bedingung geknüpft sind. Dieeelben sind bestimmt durch die ▼erhftitnin- 
missigen Aenderungen a nnd 9^ des Krflaimongswinkels nnd der Länge 
aller Elemente <ls des Kwischenliegenden Bogens A^^Ä snsammen , sowie 
durch die Richtungsiindentng . oder dieses Bogens am Ende 

resp. Was zunächst die Differentiale 

dJ{x^x^) und dJ(ff — y^) 

betrifil, die von der Aenderung J dq> = iodif des Contingenzvinkels nnd 
von der Dehnung Eq des Bogonelenientes ds bei A herrüliren , so wird 
vermritro der einer Drehung inn die Biegungnxe A gleich kommenden 
Aenderung v) ihf der Punkt Aq relativ gegen den Punkt A n:icli (Ut 
Richtung AqS der Senkrechten zur Sehne AA^ verschoben, und zwar 
nm die Stredce ÄA^ » otd^i vermöge der Dehnung Cq dagegen erfolgt 
eine relative Verschiebung [»rallel der Tangente ^ T im Punkte Ä nm die 
Strecke e^ds. Daraus ergiebt sich, wenn der Winkel A^SX mit tp 
bezeichnet wird, 

dJ{xQ — ip) = — AAQ.ü)d(p.cns\l>-\-eQds »singt 
dJ(!/ — y^)=ÄA^*todtp,smyf'\-e^d8'eosg> 
oder w^en AA^.eo8tlf=ff — y,, AA^.sintfßs=iS^ — x 

und, wenn dx und djf die Aenderungen der Cooniinaten X, ff beim 
Uebeijgaoge vom Funkle A zu einem im Sinne 2'A , d. i. im Sinne A^A 

(Ir . äff 



unendlich nahe benachbarten Punkte. 



und 



folglieh = eosmtts 



und sInus des Winkels swischen den Eichtungen TA und ÖX aiad, 
wegen 



269 



— 
ds 



d .J{y — y^) = {xq — X) co d(p | £^, rfy 
und flftraus «lurch Integratiun , d. i. ilurcb Siimmirung der von allMi 
Elementen des Bogens Ä^A zusammen herrührenden Bestund 1 1 leile : 

j {xq — x) = Cx — J >/ 0 <J(p-\-yo — . Ao '^'^ 
(y — yo) = ^ — + ^ «'^P + /«» • 

Die Litegratioiiseoiiitaiiteii Cx und Cy sind diqenigen Aendeningen 

von Xq — X resp. y — i/q , die von der Richtungsändcrung J(p der Nor- 
male AN oder von der Riplittingsändernng Jq^Q der Normale AqNq 
herrühren . und indem erstere eine relative Verschiebung von gegen 
A im Sinne SAq im Betrage AAQ..J(f zur Folge hat, ist 

=AAq. J ff . ms I/; = (tj — 1/^ ) J cf = ( »/ — ?^ ) (. / (f ^ ioihj ) 
Cy—~ A Ao ../(f . sin r/' = (./■— .r^) Jcp = (x — J,,) (^V^o \ ß^dif ) 
mit Bücksicht auf Gleichung (l'i7). Hiernach ergiebt sich schliesslich: 

-'(ä— a«)=--(y— yo)-^9o+/y«#— y/«<^9+/«brf*| ^^o^^^ 

^(y—th)'=i{x^x^)Jtp^—/xmdtp-\-xfmdip+f9^dy \ 

Die Intagnüe sind dabei von uq, als unterer bis ^, y als 
oberer Greme zu nehmen. 

171. — Als Iicispiel werde znv"»nlorst ein stal>t'»rinigt,'r Kitrper mit 
constantem Quersclmitte und kreisbogenritrmi-^'er Mittellinie ßß^B^ — 2rß 

(Fig. 52) betrachtet, welcher, bei ß 
und verschiebbar gestützt, aber 
durch die entg^ngeriehteten Krftfte 
Bjß bezflglich seiner Ausstreckung 
längs der Sehne ß B^ betchrftnkt, in 
der Milte bei />,, von einer Kraft 
= normal gegen i^i/^ gerielitet," 
angegriffen wird. 

Ffir einen beliebigen Querschnitt, 
dessen Schwerpunkt A durch den 
AVinkel />q OA (f l)estimnit ist, 
ergiebt sich mit Rücksicht auf die 




bei S angreifende Kraft ß und Stützenreaction i^; 
P s= — Q sin (p — B <m q> 
Mss — Qr{sinß — 8mq>)-\-ßr{cos<p — cosß) 

— Qsinß^Bcos ß ] • Qsmq>-{-Bcos q 



M 

r ' 



P+y^Po='-'Qsmß^Bmß 



(439) 



17' 
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und nach Oleicliung (124) fOr die Spannung a in der Entfernung von 
der Biegungsaxe: 

Fa:^Po + ^iF^-i-Qsm(p+JSea$g>)j^ . (440). 

Im Querschuitte bei Uq (jp = 0) ist 

F«^P,+^(,P,+B)-^ . . . (441) 
und im Qnersohnitte bei B(<p=^ß)i 

Zwiscli«! JB*o und B liegt ein reladTer Bmchqnerscbnitt B'y wenn fttr 
einen swisehen 0 und ß liegenden Werth von 

Qsmtp -\- Bcos(p ein Ma^imuBii 

also Qcosf — Bsmf = Oj 

d. b. wmh der hieraus folgende Werth tob ig^=-^<,igß ist. Ist das 
der Fall, dann ist an dieser Stelle 

und 

F»=P. -l-i-(P, + >^eqrB5)_^ . . (442). 

Der gr<">ssto Absolutwert)! von a ist einer der Absolufewerthe der Spannungen 

ffi und (jj, , welche, bezichungswciso f, = f\ und H^sss — entsprechend, 
nach Gleichung (441) und (442) im Querschnitte JS^ oder B' statte 
finden. 

Was die Deformation der Mittellinie betrifft , so ergeben 
sich mit Bezug auf dos aus Fig. 52 orsichtUclie CoordinatcnNystem, indem 
die Punkte und J9 an die Stelle der Ftankte und A in Fig. 61 
gesetat Wiarden, die durch die Belastung verursachten Aendeningen Jh 
und Jh der Dimensionen 

h=sMBQ=^x^ — X mid h^MB^y — 

nach (438). Da die MitteUinie offenbar symmetrisdi in Beeng auf die 
X'AxBf diese ihre Normale im Punkte Bq bleibt , also J(pQ=Q ist, 
ergiebt sich suvQrderst mit 

x=r eosf und ff^r smip 

ß ß TOUß 

— Jhsssjrsmq>,tadq> — rsiußfudip-^ f^^dx 

9 0 r 

oder nach (423) und (439) mit 
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> (443). 



EF 

^8mß^^ß + ^lFo(i-^<^i^i-cosß) + jU sin ^]} - (1 - cos ^) 
= - Po 5 II* + ^ [po ( 1 - oös - ^) + 

+ <i \; - sinß-{- smßcosß) - ß -^-^J . 

Mit Bfioksioht auf d«n Ausdruck (439) von Pq kann diete QleiehuDg auf 
die Fonn gebncht wecden: 

= e [1- ^< (1 - «w 2/»)+ 

+B[4-/»«»a/»— i-vW] 

■dl f(ß)=ß — 2sinß + ^ai»2ß—^ß(»siß 

9(ß)=~+eo$ß~eo»2ß—~ß*m2ß 
Weiter erhält man nach (438) mit obigeu Ausdrücken von und oi: 
— Jrcos(p.uid(p-^rcosß^u}dif -^Jf.Q dy 

— Jh=^-P.smß'-'^\F^8%nß-^Q—^ + B '^^ 

+co8ß [F^ß + ~ [F^ß+ q{l^cosß) + Bsinß} | -f Po smß 
= i\,ßmß+'^[Fo(-sinß-\-ßcosß)+ . 

eine Gleicliuug, die mit Rücksicht aul' dcu Ausdruck (439) vun Pg aut 
die Form gebcacbt werden kann: * 

^ ./6= ^ [-i.^iWi2/J + -1- «jp (/?)] 

-^[y I .//G^)] 1(444), 

mit i^(/J)=|ff~-|^si»2/?+y/?aw2/J=20?—sm/J)— /•(/?) 
wobei /*(/}) und die oben unter (443) angeftihrten Bedeutungen liaben. 
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Fi'ir eiiiigo besfunlere Winkel ß liaben die in tlen Gleicliuugen (443 j 
und (-444) vorkummeuden veräcliiedeneu Functionen von ß die folgenden 
Weithe: 











60^ 

w 


90® 




Y^am2/}=0 


0,2267 


0,8927 


0,4584 


0 


1 

"^2 


/^(l — eo92/})ssO 


0,1809 


0,8927 


0,7854 


1,6708 


1 

2 


/?(1+«m2/?)=0 


0,8927 


0,8927 


0,2618 


0 






0,0122 


0,1212 


0,2265 


0,3562 




if{ß)=Q 


0,0113 


0,0044 


0,1715 


0,5 




^'{ß) = 0 


0,0050 


0,0354 


0,1359 


0,7S54 



Ist ß ein kleiner Winkel, so findet man durch Beiheneutwickclung 
bis zu den Gliedern mit ß* : 

-i-/»«m2/»=/»«-|-/J* 
|,?(l-«»a/>)=/»'! y/»(l+«w2/»)=^-/»« 

172. — Wenn der kreisbogenförmig gekrflntmte stftb- 
förmige K5rper (Fig. 52) Unga den StfltsfUchen bei B 
und Bi ohne Widerstand gleiten Icann, eo ist jBsssO, also 

t(j ß j die Spannung im Querschnitte JJq am grössteu und zwar nach 

(441) = dem Absoiutwerttic von 

,=_£f^;^(, + l-^) . . . 

filr ly = Cj oder ij = — r., . Je kleiner (\ und im Vergleich mit r 
sind, mit desto geringcrem Fehler kann diese SpannuDg: 

, ^ M«h (486): «=4, 

l a r 

also auch a = — = Q »* sm ß — p« 

P J 

gesetzt wenlen — - der Spannung im mittleren Querschnitte eines geraden 
Stabes von der Liingf Ii J!^ ~ 2rsinß bei Belastung durch die in der 
Mitte angreifende Kraft 2^^^. 

In diesem Falle, das« die Qu erschuittsdimensioneu im 
Vergleich mit r klein genng sind, um ass^ setsen au 
können, kann in Ausdrucke (443) von Jh auch 
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-^^ ß{l--€082ß) gegen 

Ternachlässigt werden , da /? (1 — C082ß) und f (ß) von einerlei Grössen- 
Ordnung sind, so dasa sich ergicbt: 

Ist zugleich /9 ein so kleiner Winkdl, dass nach voriger Nununer 

f(ß) = \ ß'-^ gesetzt werden kann, so ist diese Senkung des Sehatels JJq 

• > 

des achwach gekrünunten »Stubes: 

'^'^EJ 3 "EJ 8 "EJ 48 

ebenso gross wie die eines geraden Stabes von gleicher Länge in Folge 

seiner Belastung = 2^ in der Mitte gemäss Gleichung (147), Nr. 61. 
Ucbrigons \<\ .iiich , wenn ß nicht sehr klein ist, doch die Senkung des 
•Scheitels nur wenig grüdser; ^ct/.t man 

— ^Ä— mit h^rsmß, 

EJ n ^ 

80 findet man Oir ß=^0^ 45<» 60» dO^ 

n»47,4 46,7 45,9 44,9. 

1 r* 

In dem Ausdrucke (III) von Jb darf, wenn auch — oio® 

a f 

grosse Zahl ist, doch nicht allgemein 

-i- ß sin 2 ß gegen ^(p{ß) 

vcmacbläsijjigt werden, weil, wenn ß eiu kleiner Winkel ist, sin 2ß 

eine mit ß^, dagegen eine mit ß^ vergleiclibare Grösse hat. Somit 
ist dann 

= ^j<\<m-\-ß>i»'i»y,\ («7). 
Ist cugleich ß so klein, dass nach voriger l>^ummer 

9iß) = ^lß* »"J \ßsm2ß = ß^-lß^ 

2 

gesetst werden kann, so bt in letsterem Ansdmdce — - ß* gegen ß* m ver^ 

naddissigen, falls der kleine Broch -y eu&e mit ß Teigleiehbare GrOsse 

hat, und äuuiit zu setzen: 
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nül hssrßy oder wegso Ä=r(l — cos/?) = -^ 



^&=j^(j|^'^~2/^-')/* .... (448). 



24 

Wäre 6* = — /*S5: IjS/"*, z, B. bei rechteckigem oder elliptischem Quer- 

Bchnitte mit f'sai-^^* resn. * 1»6 resp. 1,2 e*, so wäre 

./h=^d, das Verhalten des Stabes folglich dasselbe, als ob er an den 
Kiideu ura feste Axcu drehbar wäre, ludesben würde dua eiiien Stab 
▼onuiasetsen , dessen Länge söne Dkke nur wenig übertrifll. Anderen 
Falles ist Jb positiv und unter sonst gleichen Umständen der Pfeilhöhe 
h proportional. 

ilf). — Ist der k r e i 8 b o nr 0 n f ö r m i g gekrümmt»* S t a Vi 
(Fig. 52) an den Enden b e i 7> u n d um f es t e A x e n d r e h b a r, 
so ist Jb = 0, folglich nach (Iii): 

B== Q . . (449), 

nnd ergeben sich durch Substitution dieses Werthes von B in (441), 
(442) nnd (44S) die Spannungen in den (Verschnitten bei Bq nnd B* 
sowie die Durchbiegung = — Jh im Scheitelpunkte B^* 

Ist s. B. die Mittellinie ein Halbkreis (ß = 90^)f so ist 



B ^\2/ 2 2 

= —=—=0,6366 



" Ht) t 

und die Lage des Bmchpunktes B* bestimmt durch den Winkd 

0 7C 

(p = aiä^ -^^arcig—^hV 81*. 

Nach (439) ist ferner = — Q und deshalb die Spannung in der Ent- 
fernung von der Bi^ngsaxe im Querschnitte bei B^ nach (441): 

und im Querschnitte bei B* nach (442): 

=l(-^+^4-,)- 
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In welchem dieser zwei Querschnitte und ob auf der convezen oder con- 
caven Seite in grösstcr Entfernung von der Biegungsaxe der grösste Abso- 
lutwerth von a stnttfindet, hängt von der Form und von den verliältniHS- 
mässigeu Grössen der Dünenbioncu des Querschnittes (verglichen mit r) 
ab ; nmnitteUMur ist aber ersichtlich , dass er in grSsster Entfemimg = e 
(et oder e^r jenachdem e|>«^ oder €^>0i) Ton der Biegungsaxe des 

Quersciinittcs bei stattfindet, wenn ein kleiner Bruch ist. Ist lete- 

terer so kleinj dass ^ = ^ gesetat werden kann, so ist jene Maximal- 
Spannung nfiheningsweise 

= 0,8684 1, ^*^=0.8684 Qr-^, 

d. i. im Verhältnisse 0,3634 kleiner , als unter übrigens gleichen Um- 
ständen im Falle der vorigen Nummer. 

Die Dnrchbiegung im Sdbeitel des halbkrebförmig gekrümmten Stabes 

2 

ist nach Gleichung (443) und mit Jd s — Q: 

-^*=^«{TH[4)~»(f)]} 

=(0,0379 + 1,57 a)^ 

tmd wmn der Stab verhältnissmässig so dünn ist, dasa cts^ gasetst 
werden kann: 

—Jh= (ü,0379 + 1,67 ^)^rK 

Ffir einen ve rh&ltnissmSsslg (yergliehen mit r) dünnen 
und zugleich schwach gekrümmten Stab sind a und ß kleine 
Bn'iehc , und kann dann nach (449) mit Bücksicht auf die Angaben am 
Schlüsse von üt, 171 

gesetzt werden, oder audi noch eint'aclier: 



Q 

a. i. mU h=rß nnd h=r(i—eosß)=^rß*, 

JS 1 b'/r,j,3 /,-7-\ I, / r, h' \ ,„„ 

womit «ich nach (441) — (443) die Spannungen in den relativen Bruch- 
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qnersclinitten und die Durcli!)ie*;ting im Sclioitclpunkte ergeben. Au« 
dieser Gleichung (450) tulgcn aucli wieder die schon in voriger jNuminer 
angeführten zusamuifiigeliiirigcn Werthe 

24 

jB = 0, Jb^O für 6« = —/^. 

5 

174» — Ansaer den in den zwei vorigen Nummem betrachteteoi 

durch B=0 resp. Jh = 0 charakterisirten Fällen iat foOMT noch der 
Fall bemerkenswert}! , dnss B und Jh nach einem gewissen Verliältnissc 
einander proportional sind , indem etwa die landen B und des Stahes 
durch eine gerade elastihchc Stange verbunden sind ; ist der Elasti- 
cit&tsmodnl und Fi der Querschtittt denMllMiiy so ist 

wodurch in Verbmdung mit Qleichimg (444) B und Jh bestimmt sind. 

Wftre der Stab «n den Enden 00 etngeklennnt, daas die Normalen 
seiner Mittellinie daselbst die Richtungen BO und B^O (Fig. 52) be- 
halten mfiBSen^ so kSme das Spannungsuiouient in diesen Endquorschnitten 
als weitere Unbekannte hinan, die in die Ausdrücke von P und Mf re^. 

▼on Pg und — einginge, nach (487) aber durch die Gleiofaung 

; 

Jwd(p==0 

0 

mit Kücksicht auf den Ausdruck (423) von at bestimmt wäre. Hierbei 
könnte der Stab bei B und 7?, in zwei Körpern eingeklemmt «ein , die 
längs der Sehne JiJiy widerstandslos verschiebbar (jB=U), oder un- 
beweglich (_y6 = 0); oder durch eine nachgiebige elastische Stange ver- 
bunden resp. aussen gegen elastische Widerlager gestütst sind = Const^ • 

I>arch gleichzmtig TerSnderte Annahmen hinsiclitUch der Belastungs» 

weise und ursprünglichen Form der Mittellinie könnte eine noch griV-sere 
Mannigfaltigkeit besonderer Aufgaben gebildet werden, die auch zum Theil 
von tei lmi-< liem Interesse sind (z. B. fiir den Bnickenhau und hei anderen 
Eisencuustructionen), auf deren Besprcclmng aher liier verzichtet wird, da 
sie neue Gesichtspunkte von principieller Wichtigkeit kaum darbieten. 



Fl«, la. 

r 



175. — Der Zusammenhuig eines Ringes von constantem 

Querschnitte = F und kreisförmiger 

Mittellinie (Radius = r) sei an einer Stelle 
(hei A, Fig. ö'S) so unterbrochen, dass die Knd- 
Üiichen sicii daseihät ubeu ohne gegenseitigen 
Druck berfihren. Wie weit= 2 a luinn hier der 
Ring geöffhet werden durch swei entgegengesetate 
_ Y Ki'äfte Q, die in den Eudpunltten tangential an 
> die Mittellinie gerichtet angreifen, und wie gross 

ist in K<)l<ze de^.^en die grösste im Ringe statt- 
ündcude äpanuuug? 
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Wenn die Punkte A, A^^ in Fig. 53 daesaUwn Bedeutungen wie die 
gleich bezeichneten Punkte in Fig. 51 liaben , so iet mit Bezug auf das 
aus Fig. 53 ersichtliche Coordinatensystem nach Gleichung (438) mit 

Jf^ajsOf x^reoB^, y:sr8m^ 

n 7t n 

oder wegen PaQco8q> und 3fae — Qr {\ -\- cos (f) ^ 
also naeh (422) : P«»P+^s=:~g 

und nach (428): , ; — _|_1±|^) 

Für die tSpannung hat man nach (424) dio Gleichung: 

Sic ist am grössten im Querschnitte bei ^(^=0) ss dem Absolut- 
werthe von 

cr=— + — .... (462) 

für 1; = Cj oder r^ = — t', . 

Sind die Quorschnittsdimonsi o n cn so klein im Vor- 
gleich mit dass nach (486): a=^ an aetsen ist, so kann 

die halbe Oefinungsweite : 

und der grösste Absolutwerth von a, entsprechend der grössten Ent- 
fernung = e TOS der Biegungsaxe : 

*=#It=2«'t ■ • • • 

gesetzt worden. Ist insbosondtTe tlrr u c r s c Ii n i 1 1 <• i n Kreis mit 
dem Radius so ist die Grösse der Kräfte durch welche der Ring 
am 2as2et d. L so weit geöffnet werden kann, wie nöthig ist, um 
einen anderen gleichen Ring (cor Bildung einer Kette) «nhüagen an 
können, mit 



asse und cTä 



«d.(468): .... (455) 
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und ist dabei nach (464): 



3n 



(456). 



Sollte dadurch der King keine bleibende Defonnatioa erleiden und deshalb 

F 

etwa *<2QQQ ^» 



8000 , . r ^ ^^^^ 
, d. i. — > 29,18 



e ' Stt e 
sein, woraus eisielitlicli ist, dass fragliche Fordpning nur bei ungewöhnlich 
weiten und dünnen Ringen erliillbar wäre. Üb es eher m<>glich ist, wenn 
die Kiafte Q normal zur Mittelebeae gerichtet sind , ergiebt sich aus der 
Untefsochnng in Nr. 189. 

176. — Ein ringförmiger Körper von conetantem Quer» 
schnitte = F und kreisförmiger Mittellinie (Badius = r) 

sei an einer Stelle so weit offen, dass, wenn er (nach Art 
der Ka ms b o tto m ' sehen K()ll)enringe) in einen etwas engeren 

Hühlcylinder eingezwängt wird, die 
Endflächen an der Riugüffnung bei A 
(Fig. 54) sieh fast berühren. Wie vertheilt 
sich dann die Pressung sp pro Längeneinheit der 
Mittellinie zwisclien dem Ringe und der Cylinder« 
wand, und welches ist die grösate im Ringe hervor- 
gerufene Spannung? 

Insoweit die Berüluruug statttindet, ist die de- 
formste Mittellinie wieder kreirfbnnig, aber von 
kleinerem Radios = q , wenn der innere Radius des 
Hohlcylinders =s ^ -|- eg <r -|- ^ iflt. Unter der VoraussetEiing, dass 

— und — hinlänglich kleine Brfiehe sind , um a— setzen zu können, 
r r 

ist dann in den betreffenden Bingquerschnitten nach (428) das Spannungs- 

momeut : 




(467). 



also eonstant. Das kann,' da das Moment des vom Hohlcylinder auf den 
eingezwängten Ring ausgeflbten Normsldmekes fOr die QuMSohmtte von 
A hu Äff offenbar stetig nmimmt, nur dann der Fall sein, wenn A 
ein gewisser Radialdruck == Q (Fig. 54) auf jedes der beiden Ringenden 
concentrirt ausgeübt wird, und zwar kann es auch nur in der dieser Stelle 
A gegenüber liegenden Ringhälfte Aq A.j der Fall sein, längs welcher 
von Ai resp. A^ bis zur Mitte Aq das Moment der bei A angreifenden 
betreffenden Kraft Q stetig abnimmt. Daraus ist zu schliessen, dass auch 
die Berflhrung zwischen dem Ringe und dem Hohlcylinder nur bei A und 
▼<m A^ resp. A^ bis ^ stattfindet, dass also der KrOmmangSKWÜns der 
deformhlen Mittellinie des eingezwängten Ringes nur von A^ und A^ bis 
Aq constnnt = Q ist, während er von A hi& A^ und A^ stetig von r 
bis Q abnimmt. 
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Nun itt, w«iiii der Winkel A^CO—q>f mid wenn A^CB^^ ein 
xwisehen ip mid ~ liegender Winkel ist, das Moment der von A bis 0 

auf den eingezwängten King wirkenden Krifte^ besogen auf die Bi^gungs- 

axe des Querschnittes bei 0: 

n 
a 

■W— ^ e ^ • e (V^ — 9) + ö ^ y » 

und da dieees Moment flir jeden Werth von ip<~ nach Gleieh. (457) 

constant ist, so folgt: 

n. 
* 



-^ss J p sin {ifj — ^) rfi// -j- — sin <jp = Const. . (458). 
Darin ist p eine Function von ij.'. Ist aber allgemein 

s 

r 

unter jf and g Fmietionen TOn a venteaden, lo daas aneh u eine Func- 
tion von ff ist, so ist bekanntlich 

z 

du .de .äy . f^fi^,'^) j 

55=A'.«)^„-/-(!'-'')i„ "a^dx 

7 

ft 

und folgt danach aus (458) bei »Substitution von ^ ^ ^ ~ä' 

fax X a y g 

^ = = 0 und f{y, a)=psin{(p—^) = 0: 
n 

nnd daraus weiter, indem hier 

^==^^=1 und f{y,a)=pco8i(f — (f)=lh 

ds 

aber -5— wieder =0 ist: 



n 



9 



270 



Eramnio ilsibfftnnigiB KDipor. 



Hieraus ergiebt sich mit fiücktiobt auf Gleichaog (458): 

jjÄ^, während Q = ^ • • • • (459) 

sein muss, damit das Moment von Q in Bezug auf die BiegnngMXOi der 
Bingquerschnitte von A bis Ai stetig von 0 bis M zunehme. 

Was die Spannung des in doii Hohlcylinder eingeswängteii Ringes 
bctritll, »o ist im Querschnitte bei 0 (i^ig* 54): 

n 



= -y««y- y (1— «»9»)=:= — y, 

•ho P^=P+^ = 0 

und nach (424), wenn die QuerschniUadimensioneu im Vergleich mit r so 
klein sind, dass nicht nur c — ' ^ geietit (entqwechcnd im FaUe =^ =g 

der Vernachlässigung von gegen 1) » sondern selbst — gegen 1 ver- 
nachlSssigt werden kann: 

Jlf r* iy Jfiy 

nnd der grogste Absolatwerth von a mit Rflcksicht anf Gleichung (457): 

*=i^=£e(-l._l.) .... (40Ü). 

Mit der dieser Entwickelnng zu Qmnde liegenden Ann&hemng kann dabei 
unter r und ^ sdiliesslieh statt des mitüerm ancb der ftnssere Radius des 
Ringes besiehnngswdse vor und nach seiner Einzwängung in den Hohl« 
(ylindcr, unter ff also auch der innere Radius des letzteren verstanden 

werden. — 

A\ fiiii t' i n solcher R i ii ^ nach seiner Kinzwiingung in 
d e n 11 o h l c- y 1 i n d e r v o ui K u d i ii s (> d e n s e 1 b e n r i n g s u m unter 
constantem Drucke == p pro Längeneinheit berühren 
sollte, das Spannnngsmoment im Querschnitte bd 0 (Fig. 54) folglieh 

n 

9 

sein sollte, sn nifissfo. wenn der Ring ursprünglich nach einer Cylinder- 
tläi lie vom Kadiu.s /• abgcch eiit war. das Triiglieitsmoment J seines Quer- 
scimittcH von A^^ bis A stetig ubuelimen, gemäss der Gleicliung (457): 
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Insbesondere bei recbteckigem Querschnitte von con- 
stanter Breite b mfisste die Didce=2e veränderlich sein gemäss der 



Gleichung ^entsprechend «rss-|-(e*^: 



•wonm, wenn den Werth von e bei ^ (^=0) bedeutet, 

S 3 



71 



113 
folgt, s. B. flh* «=0 -—tt -rrn ^ 

— =1 0,949 0,794 0,527 0. 

177. — Solohe Falle, in deaen die QuerschnittsdimensiOBen nicht 
so klein hn Vergleich mit dem KrOmmungsradins r sind, dass, wie bei 

P 

den vorliergelieuden heispielen, ohne weseatliclien Fehler a = —^ gesetzt 

werden kann, koninion namentlich bei ringsum geschlossenen ringfcirmigen 
Körpern vor, «lic ilurcli zwei entgegengeseUt glciclH» Krütu« diuincfrul »be- 
zogen oder gedrückt werden, wobei erstcren Falles (/.. H. b«'i Kctten- 
ringen) der Querschnitt ein Kreis, letzteren Falles (z. B. bei hohl ge- 
gossenen rar Unterstfltzung beweglicher LastMi dienenden Walsen) ein 
Rechteck zu sein pil^ während die Mittellinie dort kreisförmig oder oval, 
hier kreisförmig ist. 

Ist die urspr flu gliche Mittellinie eines solchen Ringes 

von constantem Q u ersohnitte ein Kreis mit dem 

Und ins r, und wird er an diametral gegenüber liegenden 
S 1 1« 1 1 p n V «» n a n e i n H n «1 e r ziehend wirken d e n K r U f f ii 2 Q 
" g c g r i l l'e n , so l)l»'il)f die di'tormirte Mittellinit» «»iVL'ubHr syinint'ti i<<"li 

in l>»'zug aut die rechtwinkeligen Axen CX und C'l 
^ ^' (Fig. 55), von denen letztere mit den lUchtungslinien 

der Kräfte 2Q zusammenfällt, und werden Oberhaupt 
die vier ( jiiudrnnt«>n des Ringes, wie AB in Fig. 55, 
auf gleiche Weise in Anspnich genommen. Un- 
bf'^i'lindet des Gleieligewichtszustandes dieses King- 
i|UJidriinlen kann er als im C^uerschnittc J? befestigt, 
im Querschnitte A durclischnitteu angenommen werden, 
falls dann nur in dieser Schnittfläche die äussere 
Krafl Q im Sinne BG und ein äusseres KräAepaar 
— dem Spannungsmomente 3/^ des Ringquerschnittes A 
angreifend gedadit wird. Damit ergibt sich für den beliebigen Quer- 
schnitt bei Oi 
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F=Qmq> und M^Mq'\' Qr(i — cosg>), 
also p^^p^K^Ik^Q vind ^=P^-Qcosq> 
und nach Gleichung (424): 

worin die Unbekannte nach (437) mit Backsicht auf (423)| Dämlich 

durch die Gleichimg 

ir n 
s « 

« 20 
besthnmt ist, woraus folgt: , -t — 

(1 -f- a) TT 

und somit -ttOss-t-- — 1 I 7— — r cosip 1 —f— . (462). 

Die grSssten Wertho von a sind die Spannungen und in 
den Sussenten und innersten Punkten der Quersdmitte hA Ä und S 



(9=0 und 9> = y). 



Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis Tom Badras 
also nach Gleichung (488): 





2-L(il 


-Vi 


-')- 


1| 


man im Querschnitte 








F 


F 

Q"' 




für r = 3 c 


— 2,62 


7,10 


5,87 


— 9,88 


„ r = 4e 


— 4,00 


8,35 


8,39 


— 12,32 


„ r = 6 c 


— 5,41 


9,69 


lü,93 


— 14,82 



Bei A findet also aussen Pjressungy innen Spannung im engeren Sinne 

statt, bei B umgekehrt aussen Spannung * innen Pressung, und letstere 
ist der grösste Absolutwerth k von o im gansen Ringe, nämlich 

*=7T-rV-(-i+--^) "^ • • . ^68). 
(l + a)'^V o r — e/ F 

Wenn d ic K r äfte 2 gegeneinand er drückend wirken, 

so ändert sich weiter niclits , als das? alle Spannungen zu Pressungen 

werden und umgekehrt. Ist dabei der Querschnitt ein Rechteck, 
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der ringfiirmige K<)rper eine liohlcylintlrische Walze mit dem äusserea und 
ioneren Badiufi =r-|-e und r — c, so ist nach (430J: 



2 c 



r — e 



und ergiebt .sicli nach (463) der Maximalwerth von O (hier eine Spannung 
im engeren Sinne) 



178. — Die Mittellinie eines ovalen Kettengliedes 

▼ on kreisförmigem Querschnitte (Radins as e) sei aas 
zweierlei Kreisbögen mit d c n R a d i e n r u n d r, zusammen- 
gesetzt, deren Mittelpunlvte natürlich 
in den Symmetrieaxen ^'X und CY 
(Fig. 56) liegen, vou denen letztere 
iKujwige sei, längs welcher das be> 
timehtate Kettenglied Ton den swei 
eingehängten benachbarten Gliedern 
durch die Kräfte 2 Q auf Zug in 
Anspruch genommen wird ; sind diinn 
CA = a und CJtf ^as b die betreüeuden 
HalbaaMa dar HhtaUinie, so ist ( > o. 
Aneh hier bmndit wieder nur das 
Verhalten eines Ringqoadranten wie 
AB, Fig. 56, untersucht au werden, 
dessen Mittellinie aus den mit gemeinsiftner Tanircnte in einander fiber- 
gehenden KreiHbr>gen AO^ und O^B besteht mit den liadien NA ä j^rO, = r 
und Ol = 2s\B = 

Sind a und h gsgeben, so sind r nnd Vi ann&clist nur der Be- 

dingungsgleichung 

(r-rJ« = (r- «)^4-(// r,)2oder 2r/-, - 2ar \ 2hr,^-n--j (401) 

unterworfen, gemäss welcher sie auf unendlich mannigiache Weise inner- 
halb der Grenzen 

o« + 6* ^ (b — ay 




2a 



nnd 



gewilüt werden können. In diesen beiden GrenzfiiUen wire möglichst 

Idein = 0 , und da ihnen die grösste Abweichung der Hittellinie von 
ihrer üblichen ellipsenähnlichen Form entspräche, so lässt rieh erwarteui 
daas diese nm ToUltonnnensten durch sweierlei Kreisbögen erreichbar ist, 

wenn deren Radien r, so gewfthlt werden , dass umgekehrt so gross 

wie möglieh ist. Aus dieser Forderung 



max folgt rdr, — r. rfr asr 0 oder -4— = 



nnd da naeli Gleichung (464) aoch 

Oraahof, Uaalkilit mtA PwMgkeil. 



18 
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— rrfr, — rirfr-f-arfr-f* Wri=s 0, also —— = — - 

' (h\ a — rg 

ist I ergiebt gicli ixU zweite I^esUmmungsgleichuiig von r, : 

f y — 

— = oder 2rr* — ar — tr, = 0 . . (465). 

r, a — /"i * * 

Hieraus und aus (464) folgt 

ar-h6ri = a»-f 6« ..... (4Ö6), 

daraus und aus (465) : 

2 rr, = tt« + 6« ; 4ot rrj = 2ab (a« + b*), 
endlich hieraus und aus (466): 

ar — 6ri = ± K'C«* + 6*)* — 2 ad (a« 6«) = + (6— a) ^^a« + 6«, 
80 daii mit den Beimehniingen : 

qss^^aß^yP und «asft — a 



nmi r nnd dorch die 01eiolHm|eii bestimmt 

ar-^hr^ss^q* und ar — hr^^-^qu, 

aus denen r = ~ und r. = \l — - 

2a * 20 

folgt Was die doppelten Vondohen betriflt, so kam man bemeifcen» 
dass wegen r>r, 

foIgUcb gr=^a«-f 6«>4:(a + 6) 

sein mnssy was nur mit den obsmn Vonekhem der Fall ist. Somit 
eigiebt sieh: 



2a 2a 



_ q(q—u) a«-f6«~.(ft— a)/aa-f:p 
2b ~ 2b 



(467), 



entspredftend der Constracdon (Fig. 56): 

^F=6 — a; BG = FG \ NN^ normal «u 4J? im Punkte G. 
GemMss dieser Constmction ist nSmlich 

und wegen Aelmliclikeit <lor Dreiecke AdN, ACB, N^GU: 

Was die Dimensionen a, b selbst betrißl, su sind sie im Verhältnisse 
«um Badins e des Qnenclmittes nicht grösser anzunehmen, als durch die 
relative Beweglichkot der Kettenglieder erfordert wird , jedenlUla a > &^ 



Digitized by Google 



Krumme stabfonnige KOrpcr. 



275 



h>Se, wie «in Blidc wif Fig. 56 ericeimeii Ifisst. Dabei endheint es 
am ▼ortheilhaftesten t die Verhältnisse femer so zu wählen f dass s 2e 
ist, das.« silso je zwei auf einander folgende Kettenglieder sich in zwei 
sieh rechtwinkelig kreuzenden Kreisbögen berühren, wie Fig. 56 zeigt, 
wo DE die Hiiltto eines dieser Kreisbitgen ist. Dadurch wird die Defor- 
mation der Mittellinie nebet entsprechender Anstrengung des Materials von 
B bie 0| tut gans Terhlndat, wfthireiid de eich von A hk B enCradcen 
wfirde, wenn sich die Kettenglieder im Falle r|> 2e nur in einem Punkte 
B beriihrten, wogegen im Falle ri < 2c bei Berührung in vier wie E 
gelegenen Punkten ein gegenseitiges Festklemmen der Kettenglieder durcli 
den Einflosa der Zogkraft 2 Q zu bcfüroliten wäre. Mit den Bezeichnungen 

o SÄ nnd 8 = — 

e e 

entspricht jener Forderung r|=2e gemäss dem Ausdrucke (467) von 
die Gleichung: 

die auf die Form gebracht werden kann : 

8/?— (4— a) = 0 .... (468). 

Wenn nun einee der Yerhftltnisse «, ^ (a > 2 , ß> S) angenommen 
wird , eo ist das aadore diueb Gleichimg (468) nnd diuui auch nach (467) 
das Yeibaltniss 

— = — ' ' — ^-^-i-- ausser = 2 . (1C9) 

bestlnant; lehliesBliGh ist e nnd sind also hf t\ bedln^'t durch die 
Fordening , dass die gn»8ste durch die Zugkraft 2 Q in der Ketto ver- 
ursachte Spannung absolut genommen einen gegebenen Werth k nicht 
überschreiten soll. 

179* — Tfenn z. B. im Anschlüsse an die üblichen Formen solclier 
Kettenglieder er = 3,5 angenommen wird, ergiebt sieb ans (468) sehr 

V V 

nahe iJ = 3,G entsprechend — = 2; damit — =4,8 aus (4Ü9) und, 

e e 

wenn (Fig. 56) CN = e, CN^ = nnd Winkel CNNi = gesetst 
wird. 

- = ^ — «=2,8; ^ = /? — ^=1,6; »i^orirfr/^ =84»60'. 

Sofern nun der Bogen JiOj und somit der Winkel fp^ iils unveränderlich 
zu betrachten sind , ist die grösste Anstrengung in dem Kingstücke zwischen 
A und 0| SU suchen, für welches wie in Nr. 177 die Gleichung 

J-ff = P. + i. (P, -Qcosf) 

gilt, in der nur mit 



18* ^ 
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IV 

2 

die Unbekannte statt durcli die Gleichung : 0 = Jta dtp jetzt durch die 

P / 1 \ 1 

Gleiclinng : 0 = / w = ^1 -J- — j -Pq — — bestimiot ist, 

woraus 

p ^^yi 

folgt. Der gri>8ste Ahsuhitwerth \un o Hiulet im Querschnitte bei A oder 
bei 0| statt, nümlich lur (^ = 0 oder (f' = (fi uud i^ = + ^* 
oben besthmirteii DimensionsTerhftltniSMii entsprechend ergiebt sich abor 
0=0,0111 nach (483) oder (434) und damit 

Q 

j ,y= e;ai = — 0,171 

für if — 0 und { ^ 

' |i^s»~e:a^» 2,608 ,, 

Jjy-i eiüt^ 2,616 „ 
«^9» = 9^'«d\i;--e:(r,^-l,643 „ 

also ib= 2,615-^ (471). 

Dass diese Maxinialspanuung im äusserstcn Punkte des Querschnittes bei 
Oi nur so wenig grösser ist, als im innersten Puikte des Quersdmittaa 
bei Ä, bestStigt die ZwecfanJ&ssigkeit der gew&hlten Verhiltnisse. 

Wenn lür eine ans bestem Stabeisen verferügte solche Kette der 
Dorchmesser des zu den Gliedern benntsten Bonddsens etwa 

20= 0,04 ^^YQ Ceütim. , also F— 7te*= 0,0008 n Q 

gesetzt wird , unter 2 Q Kgr. die grösste in Aussicht genommene Zug- 
belastung der Kette Terstanden, so folgt aus (471) die qpedfisehe 
Maxhnalspannong : 

2 615 

jb aas ^ -= 1040 Kgr. pro Quadratcentim. 

0,0008^ © r 



180. — Die Tragkraft einer Kette kann wesentlich vergrössert resp. 
«lio Ma\ini|il?pHnnting h hei gegebener Zugkraft verkleinert werden durch 
A im s t 0 i f u n g der K o 1 1 e n g 1 i e d e r nach Art der Fig. 57. Mit 
Rücksicht auf die Dicke des eingffngten Steges ist dabei ^ etwas gri^sser 
KU wälilen , und weuu z. B. (i = 1 angcuommeu wird , ergiebt sich 
o = 2,59 nach (468) gemSss der Forderung ry^2e und unter der 
YfNranssetznng , dass wieder die Mittellinie aus sweierlei KrdsbSgen mit 
den Kadien r und /-^ zusammengesetzt wird, von denen r im Verhältnisse 
zu c durch (-109) bestimmt ift. Für einen Querschnitt des nach diesem 
Kadius r gekrümmten und somit durch ein folgendes Glied nicht unter- 



Digitized by Google 



Krumme siiU>föniuge KOiper. 



277 



sMtsten Xheils des Kettengliedes ist dann , unter 2 S die Kraft vorstanden, 

durch wriche der Steg zusammengedrückt 
wird und womit er alao aaeh beider' 
Seite im Sinne CA und CÄ^ auf das 
Kettenglied zurflckwirkt (je mit S auf 
jeden der beiden darcli die (Juor.eflinitfc 
A mu\ A^f Fig. 57, getrennten C^uu- 
drauten) : 

P =: Q ros cf ■ S sin W 




— JL n 



Q cos <fj — S sin (p ; 



also nacli (424): 

Die zwei Unbekannten P^ und S dieses Ausdruckes sind durcit die 
Glridrang 

9t Irl 
0=:J(ad<p mit 01= ^j^, j- ~ (^o — ^ ^ — 'S? «i« f/) J 

imd durch eine zweite Gleichung bestimmt , die dadurch erhalten wird, 
dass die Längenändemng f Verkür/nncr) der Hall>axc (^A sowohl nach 
(438), wie auch als lialbe Ziisaimiu'nilnickut)i; drs Storjop nls Fiinction 
seiner Dimensionen , seines Elasticitätsmodul und der Kraft 2 6 ausgedrückt 
wird| imd dann beide AnsdrQcke einander gleich gesetzt werden. 

Von dieser ziemlich umständlichen theoretischen Bestimmung des 
Spannangsnutandet Ist hier indesBeii kanm «n pralitisoher Grewinn «i 
erwarten, indem bei den üblichen Verhältnissen solcher Kettenglieder ihre 

Ttagkraft erfahmngsmässig nur wenig kleiner ist, als diejenige eines 
geraden Stabes vom Querschnitte 2 F. Nach Versuchen , welche die 
englische Admiralität über die Tragkraft von A n k e r k e 1 1 e n mit 
ausgesteiften Gliedern anstellen Hess , ergab sich die Zugkraft, 
dorch welche die Kette zerrissen wird , im Durclischnitte : 

2g = 1,6 KF, 

unter K die Zugfestigkeit des betreffenden Eisens verstanden . die im 
Mittel etwa 4300 Kgr. pro Quadratrentim. hetni«;. Bliebe das Ver- 
theilungsgesetz der Spannungen bis zum Bruciie unverändert , so würde 
bierans b« iigend einer auf das Kettenglied ausgeObten Zugkraft 2 Q die 
MaTimalspaimmig 

*=1,25^- 



xa folgern sein. 
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181. — Als ein hierher gehttrigei Beispiel ron technisohem laterene 

mag schliesslich noch die Anstrengung eines Sch wungri ngcs 
berechnet werden , d. h. eine? um .«eine «jpomptrlscho A\e . mit wolchor 
er durcl» sytmnetrisch \ crtlieille , rutliul j^i-riclitete gerade Anne verbunden 
ist, mit einer gewissen Gesciiwiudigkeit rotirendcn kreisrunden Ringes. 
Die belastende Kraft ist hier die Cei^riAigalkTafty indem Ton der Schwere 
abgeSishen wird. 

Der Querschnitt = JPj jedes Annes wird ebenso wie derjenige = F 
des Ringes als constant vorausgesetzt, und es seien femer: 

w die Winkelgescliwindigkeity 

r der Radius, v = rw die PeripheriegeBchwindigkett der Hittellinie des 

Ringes, 

E der KUisfifitätsmodnl . uf dif specifische Masse ( Masse der Volumen» 
eiiilieit) cU'S Muteriiils , woraus der Hing bestellt, 
und nl^ die entsprechenden Grössen liir diu> Material der Arme, 

2y der Winkel, unter welchem die Mittellinien CB und CB^ (Fig. 58) 
2w«er auf einander folgender Arme gegen einander geneigt sind. 

Ist CA die als jp-Aze angenommene 
Halbirungslinie dieses Winkels, so brauchen 
nur die SpunnungsT«rhiUtoisse des Bing- 
stückes AM untersucht xu werden, indem 

sieh dieselben mal wiederholen. 0 sei 

ein beliebiger Punkt <b's iSogens AJi der 
Mittellinie, Winkel 0(:X=^w, 0^ ein 
Punkt des Rogens AO, Winkel OCO^^ yt. 
A und iA) seien die Werthe von P und 
M (Nr. 166) im Quersclinitte bei A, so 
das.s , wenn durcli letzteren ein Schnitt 
geführt wird , das Kingstück Ali in un- 
verändertem Glcichgewiehtszustiinde bleibt, 
in semer Endfläche bei A jene Kraft A und ein Krftftepaar mit dem 
Momente (A) in dem durch den betreffenden Pfeil in Fig. 58 angedeuteten 
Sinne ziclicnd resp. drehend angebracht wird; denn die Schubkraft R 
(Nr. 166) ist hier offenbar = NulL 

Ist Cd \p die CratriCiigalkrnfIt eines Ringelementes zwischen xwei unter 
dem AVinkel gegen einander geneigten Querschnitten, so ergiebt sich 
mit den aus Nr. 1G7. 1G8 und Gl. (43-5) ersichtlichen Bedeutungen von 
J;^, dF und /' mit liüeksicht darauf, dass die Centrilugalkraft eines Massen- 
demmtes dM=imdF{i'\~ij)d\p in der Entfernung r-j-iy von der 
Rotationsaze = w*dM(r f- r}) ist: 

Cdtff— /w^m dF{r i- dip 

= u;» m dif» (r» /dF+ 2 r J ,^ dF-f-f ^ ' dF) 

^w*mdiffF(r*+P)^mFv*(l-i-^^^ dip . (472) 

und damit für den C^ucröchuitt bei 0: 
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^C—Beo8g> mit B— ii, 

M 

ferner nach (422): —=^Ffi—F=PQ — C-{-Bc08qf 

und nach (424): Fa =^ Fg + ^{P^— C-^- B cuS(/>) -^-^ . (473). 

EBenuu erkennt maUi dass db eminenten und deshalb einxig in 
Betracht kommenden Spannungen in den äoaeersten and innersten Pn^cten 
der Qnereebnitte bei A und bei B stattfinden ; am sie aber nach (478) mit 

(p = 0 resp. ff ~ y berechnen zu können , mns?on zuvor die statt der 
ursprünglichen Unbekannten A und (^Ä) hier eingefiihrtea Constanten 

B^O^A and P, « C- B + ^ -f- i"*^ 

ennittelt werden , während C durch (472) bestimmt ist. Zu dem Ende 
hat man nach (423) : 

und weQ die Qoersehnitte bei A and S ihre gegenseitige Neigung nicht 
ändemi so ist 

0 = /wrf9> (474), 

woraus die erste Beetimmangsglnehung : 

o = [7^o(i + «) — ciyH- J?st»y • • • (476) 

hervorgeht. Eine zweite ergiebt sich daraiu, dass die Verlängerung Jr 
des Armes CB auf doppelte Weise aosgedrfickt werden kann. Erstlich ist 
nach (438), wenn hier A und JB als die dort (Fig. öl) mit und A 
bez^hneten Punkte angenommen werden, mit Bfidcnoht auf (474) und 
auf obigen Ausdruck von 9qX 

EF 



woraus wegen 



/xiadg>=f r cosif^p \j\ + ^ {Fq— C-\- Bcostp)^ d(p 



oder nach (475): 

y 



r , Br { «mV , v-^9m'yco8y\ B . 
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mit 4- cos y 4- 4^ - - . . . (476) 

folgt: UF^^Po — B^ .... (477). 

Die LängenSnderang des Armes kann als wie swei Tlieilen 
befttaheod betrachtet werden: Jr = d^r'^^^r* Dw erste Theil rGhrt 
her von den nach CJi gerichteten Componentcn der auf das Ringstfick, 
von weleliem 7? die Mitte und A ein Kndpimkt der Mittellinie ist, 
wirkenden Kräfte, nämlich, wenn iiier der AViukel von CJi aus 
gerechnet wird, 



«2/ 



■I 

und OS ist also , wenn der Ann als von der Axe bis sur Mittellinie des 
Riugüä reichend in Rechnung gestellt wird : 

J^r R _2ß sin y 

Der zweite Tlieil J^r wird durch die Centrifugalkrafl des Armes selbst 
verursacht und er;,'ielit sich durch die Krwägung , duss die Zentrifugalkraft 
des von B bis zu einem Querschnitte in der Enticrnui]^ z von j^^ sicli 
erstreckenden Anustückes 

ist und die Länge des in dieser Entteruung z von ß betindlichen Elementes 
A» der Anumittellinie tun 

▼ergrösserty wonnis 

r 

"^^T'fI ti— g-'-i^'i»' .... (478) 
folgt. Somit ist 

r r r E,Fi 

und geilt damit jene zweit« Bestimmungsglcichung (47 7 j der Unbekannten 
B ond 1^ Aber in: 

^(2B.»»y4.Ci) = P.-£iM . . (479). 

Die Anstrengung des Schwungringes selbst ist hierdurch bestimmt. 
Was aber die Maximalfipannung der Arme des betreffenden 
Schwungrades betrifft, so ergiebt sie sich: 
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*i = --=-^jr 9mY-\- -^ m,f>* . (480). 

Dadurch, duss die Armlängi* bei vorstehender Entwidcelung = r, 
also mit Rücksieht auf die radiale Dimonsion des Schwungringt*s und auf 
den Radius der Nabe zu gross gesetzt wurde, Ist auch der Ik\staiuUheil 
jJ^r von Jr zu gross in Rechnung gebracht und somit die verhaltniss- 

Jr 

miMige Liogeniadennig des Hadias der RingmitteUinie etwas su 

gfOBS gefimden worden. Zur Ausgleichiing dieses FehleKS kann nwai wie 

Jr 

obiger Ausdruck \ on erkennen lässt, den Querschnitt I\ der Anne 

r 

etwas grösser in Rechnung stellen , als er wirklich ist , bei thatsnchlicli 
nach aussen liin veijüngten Armen folglich i*', etwas griVsser setzen , als 
den mittleren Armquorschnitt. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (480) 
für die grösste Spannung der Arme , die in ihren üussersten Querschnitten 
uk der Nabe slaltindsk. 

182. — GewdmBfflh' sind die Qaerdimensbnen des Schwangringes 
im Veigleich mit r klem gonng, um mit einem nur sehr Ideinen Felder 

Selsen m kSnnen; indem aneh der Qnersehnitt F symmetrisch 

in Bezug auf die Biegungsaxe m sein pflegt , wird dadurch nach CA. (436) 
nur eine kleine Grösse zweiter Ordnung gegen 1 vernachlässigt. Wird 
dann noch 

S\'^^'^^T^i='^ • • • • 

also mH Bfieksiefat auf (472) and (478) 

EF (\_ JBF 1 m^F^ ^ q__ 

geseist, so erb&lt man ans den Gleichungen (475) und (479) der vorigen 
Nmnmer, die sich schreiben lassen: 

P.(l + a) + Bi^ = C 

B=^bC mit 5= ^""^ 



1 + « 

und endlich nach (473) mit C^mFv*{i-\- ä): 



. (482) 
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Kgr. pro Qoadratqi. , vremi m und v durch das Kilogramm uud Meter 
ab Einheiten ansgedrOckt werden. Ffir die Maximalspannung der Aruie 
BVfpeht sich nach (480) mit 

F 1 
^i = 26-p-«»y(l + a)»it;*H- ymi»« . . (484). 

Ist z. B. y = 30» =0,6236, alao /"(y) = 0,00169, sechs Armen 
enteprechend i foner 

8 

üukiprecheDd einerlei Material ron Bing und Armca; 

der Querschnitt F ein Bechteok mit der radialen DinMntion u 2e e= ~ r* 

7 

also — Ä --- , oss — —r-= nach f4311: 

r 14* 3 688 v«oi^i 

«o findet man b = 0,1345 ; ;>o = 0,8700 

a = [o,87 + 588 (- 0,13 -f 0,1345 cos 9) (l + «) mv', 

also mit 9s 0 and 30*| 1^= j^e: ^ 

bei ^ |<^i=M464(l + 1,048 m»» 

1 ff, 0,6666 (1 -j- «) mi7*s= 0,668 mv* 
bei Ii l^^"^ 0,3408 (1 -f- «) mo»= 0,841 m»« 
t «= 1,4806 (1 + 0) mv* — 1,483 mv». 
Die MaximaUpannnng des Schwungringes ftidet also in den inneisten 
Punkten der wie B gelegenen Querschnitte statt und ist 

Jt::» 1,488 mt;*, 
wogegen sie sieh ftr die Azme nach (484) ni 

i(^ = 0,904 mv*» 0,61 

ergiebt, ein Verhältniss, das insofern niclit unpassend bt, als die Arme 

Iv'i nicht ganz gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit der Schwungrad weUe 
diiir !i die Trägheit der rotirendeii Masse (wegen relativen Voreilons oder 
Zurückbleibens des Ringes gegen die Welle) zugleich auf Bi^ng in 
Anspruch genommen werden. 

Ist das Material Ousseisen , dessen specilisehes Gewicht zu 7200 Kgr. 

7200 

nnd dessen specifische Masse folglich an m = -^-^ pro Cnhikmeter ange- 

nommsn werden kann, so wird 

, 1,483 7200 , « o ^ 

= iJoÖO 9;8r ^"^ Quadratcentim., 

wenn v in Metern pro Seconde ao^edrfickt ist. 
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!!• Wirkung der Schubkrftfto bei einfach g«krfiiiiiuteo , In 
Brang auf die Mlttelebeno symmetrlsehen nnd in dieser 
beiasteton »tobf Ormigen KOrpern* 

183. — Die im Vorhergeh eiulen einstweilen ansser Acht n;ebUebene 
Schubkraft R (Nr. IfiÖ) venirsnoht Schubßjmnnnngen t, die ^idi in irgend 
einem Punkte des hetreHenden Querschnittes in zwei romponcnti'u und 
Ts zerlegen liisseu bezieliungsweisu normul /ur iiiegungf^uxo tuid parallel 
derselben I bezüglich auf deren Verhältniss zu einander hier dasselbe Geseti 
•ngenomniMk werde wie im Falle «bies geradan Stabes nach Ol. (199) in 
Nr. 82 , indem auch hier die reealtimide Sdiubspannnng t in allen 
Umfangspunkten des Querschnittes tangential an den Umfang gerichtet sein 
muHä, umJ (He weitere Annahme, dass die Kiclilungslinien von t fiir alle 
Punkte einer l'arallelen zur Biegungsaxe a'wh in demselben Punkte der 
Sjmmetrieuxe (der Hiebt ungslinie von R) schneiden, hier dieselbe Be- 
rechtigung hat wie dort Aach werde hier wie dort die sur Biegungsaxe 
senkrechte CompoDente Vy von t als gleich fllr alle Ponkte einer solcbtn 
Parallele zur Biegungsaxe , d. h. Hir einen gewissen Qnerschnitt als blosse 
Funetion des Abstiindes 2 des betreflenden Punktes von der Biegungsaxe 
angenommen , da zur Correetioji dieser freilieb nicht ganz zutreffenden 
Annahme nach Nr. 160 -162 wenigstens ein pniktisclies Bedürfniss nicht 
vorliegt. Nur der Ausdruck von ty wird hier ein anderer seui , da die 
Art, wie diese Sohnbepaonungscomponente Ton der Normalspannnng ia 
Nr. 82 abh&ngig gefunden wurde, wesentlich an die Voraossetsung emer 
mtprQuf^ioh geraden Mittellinie gebunden war und auch die Normal- 
spannung a selb-^t hier nach (Ileicluing (124) einen anderen Ausdruck hat 
wie dort. Wenn diese SihubspHnnungscomponente Ty der Einfachheit 
wegen vorläufig mit t bezeichnet wird , so ergieht sich zunächst eine 
u Differentialgleichung zwischen ihr und der Normal- 

Spannung o Ükr dieselbe im Abstände g mit der 
Biegungsaxe parallele Gerade des betreffenden 
^— ^ QuOTschnittes dordi fdgeode Betiaditang* 

^ Es sei (Fig. 69) 00^ = ds ein Bogen- 

elemeTit der Mittellinie , deren Ebene zugleich die 
des Momentes M ist und die Richtimgslinien der 
Kiätir 1\ J{ (Nr. Kit;) enthiilt; (' sei der 

Y Krümnmngsmitteipunkt , CO r der Krümmuugs- 

halbmsflser, OCOi = d<p der Contingenswudcel an 
der betreffenden Stelle. AA^BB^ sei em unendlich 
kleines Knrpcrelement, enthalten zwisclien den den 
Ptinkfcn 0 und Oj entsprechenden Querschnitten 
und zwei um die Kn'immungsaxe (die Normale 
der Mittelebene im Punkte C) mit den Hudien 
r -f- Ä und r -|- -f- d* beschriebenen Cylindertiächen. Die JSchnitt- 
flichen 
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wodurch das Kör[)erelt'int'nt bof^roiizt ist. sind 

— (/,;• (/• -) (hf (h (f-j- 2 dz) d(p 
mulUplictrt mit duu betruti'endeu iireiu n : 

uud wenn die mit den Breiten muliiplicirtuu »pucitischeu iSpaunungen, 
wdeho Ulf die SeitenflSehm A£ und ^Ll^ des KSxpereleiiiMites von der 
angrenzenden Körpennasae nach den Ridilungen der Ffeüe a, t und t 
(Fig. 59) wirken, 

mit «ry und fy fiir AB^ 
de^gt mit Ty itlr AA^ 

beseichnet werden mit Rücksicht darauf) daes die Bpeoiftaohen Scfanb- 

spannungen im Punkte A der Flächen AB und yl^l, nach Gleichtmn^ Tl), 
Nr. 2, einnn<h*r ^b-icli ^iIl<1, «n sind die ont*|irofli<'n'l'*n . mit den Breiten 
multiplicirten on(goge!ii:''-^»'izt gerichteten fipecitiäclien »Spannungen der gegen- 
über liegenden iSeitentl:i<-ht ti 

mit «ry + -^^d[^ nnd ty^^^dip filr A^B^ 

sowie mit xy + ^^^dg ii^ BB^ 

an bweichnen* Wegen des GleiebgewioUea der Krftfte an dem betrach* 
taten Körperelemente musi nnn ihre Componentemwmme naoh QZ (d. i. 
nach der Tangente der Mittettuue im Ponkte p)=BNn]l, also 

de [— ay + {ay -|- dtpj cos rfy + {zy + rfy) «iitdy j 

— (r -f ij) <J . Ty -f (r -f « H- d «) <f 9 (ry + <iir) = 0 

sein f woraus bei VcruucIdüHüigung der unendlich kleinen Glieder von 
höherer, als der sweiten Ordnung; 

dg(^^^d9'{'Zyd<p^-^(r'\'0)dg>^^dif + dßdq>.ty^O 

oder bei Diviaion mit ded(p: 



folgt, oder endlich mit d8 = r dtp und bei Voranasetaung eines constanten 
Querschnitte!, ao daaa y nur mit gf nicht mit ^ oder s variabd ist: 

ry~-i-(r4-i')^-i-2^y=0 . . (486). 

Die Yorausaetsung eines constanten Quersctmittes entspricht der frfiber 
in Nr. 81 gemachten Voranweateung einer priamaUachen Stabform; doch 
werden gemäss einar in Nr. 83 gemachten Bemerkung die unter diaaer 
Einsdnftännig gefundenen Besultate hier wie dort ala wenigstena nftharuig^ 
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weise zntrertend zu betrachten sein aurh für den Fall eine« veründerliclion 
QuerscliuiUes und zwar mit um so kleinerem Fehler, je allmütilichcr die 
Querschnittsündcrung längs der Mittellinie statMiudet. — 

Von den brito übrigen GleiobgewiditBbediDgungeii des hier tot» 
liegenden ebenen KrKftefliystenis wOrde die = Noll gesetzte Componenten- 
summe nach der Rtchtimg 0^ in Fig. 59 , d. i. nach der Richtung des 
betreffen de II Knimmungsradius der Mittellinie, mir dann ein zutreffendes 
Resultat erwarten lassen, wenn gleielizeitig aul" die Iiier stets ausser Aclit 
gelassenen transversalen Nonnalspannungcn (in den Seitenflächen yL4j 
und Uß^) Rücksicht genommen würde, wahrend die Momentengleichung, 
d. i. die = Null gesetste Momentensomme der Sjittfte für irgend eine mr 
Kraftebene ZX senkrechte Axe sn einer identischen Gleichung filhrt; sie 
würde die Gleichheit der Sohubspannungen nach den Richtungen der ^-Axe 
lind der z-A\v in «lemselben Punkte einer beziehungsweise zur r-Axe und 
zur j'-Axe senkrechten Fläclie ergehen haben . wenn diese Gleicldicit hier 
nicht schon als bekannt vorausgesetzt worden wäre. 

184. — Indem es sich hier nur um eine (fibrigens auf den gleichen 

▼ereinfadiendcn Annalimen bendjende) Verallgemeinerung des in Nr. 82 
entwickelten Ausdruckes der Schubspannung behufs seiner üebertragung 
auf krumme stabn>rmige Körper handelt, dort aber bei VorausseUnug der 
liiegungsuxe als neutrale Axe («q = 0) gesetzt wurde : 

e^^Y'* entsprechend Gleichung (427) mit P^aasO, 

so ist auch hier nacli (424) mit FQ = Oi 

M z , bü \ z (JM 
o=^ , — , alao-r— = 7 ; — 

zu setzen, wenn nicht nur der Querschuitt, sondern auch der Krümmungs- 
radius r oonstant ist, tridrigen Palles frdKch dieser Ausdruck von 

nur angenftherte Gültigkeit hat mit um so kldnerem Fehler, je langsamer 
der Querschnitt und der Krflmmungsradins Iftngs der Mittellinie Tariabel 
sind. Wird nun die Schubkraft JB^ betrachtet als Resultat de^enigen 
Systems äusserer Kräfte, das an dem vom Quersclmitte bei O aus naeli 
der Richtung OX gelegenen Krirpertheih* angreift , positiv gesetzt liir die 
Richtung COZ , so ist sie, wenn betrachtet als eine Krall, womit der im 
£Snne X.0 gel^ene Stabtheil auf den Querschnitt bei 0 wirkt, itir die 
umgekehrte Richtung ZO positiv su setsen, und ist dann die Aendemng 
dM des (gemäss den Festse te un ge n in Nr. 166 positiven oder negativen) 
Kraftmomentes M beim Uebergange vom Querschnitte bei 0 zum Quer- 
schnitte bei (>j (falls nur dazwischen keine äussere, cur Mittellinie normale 
Kraft von endlicher Grösse concentrirt angreitt): 

dM=tjRdSi also auch ^~=r ^ — , 

0$ r rct r z 

womit und mit d statt 6, da jetzt nur noch r. nicht mehr s als unab- 
hängig Variable in Betracht kommt, die Differentialgleichung (465j vo- 
riger Nummer geschrieben werden kann ; 
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Entsprechend ihrer allgemeinen Form: 

ut bekanntlich ihr Int^gnl: 

ry = tr/f(')*' (O— / 7» {z)e/f('>** Hb) , 

unter c hier die Basis der natürlichen Logaritlimcn und unter C eine 
Constante (von z unabhängige Grösse) verstanden. Indem aber 

/f{ß)dM^2f ^^=2ln(r+ß), also <//r'>**«(r+f)« 

ist, cigiebt sich: 

- TT W -/g = (TW ('^ - Ä/"-^) 

mit dF=ydz. Die Constante C7 i^t bestimmt 

für positive Werthe von g durch nnd ry»Oy 

für negative Werthe von g durch ^r = — 1^ nnd Ty = 0; 

damit wird, wenn im einen oder anderen Falle reep. e% durch 0 be- 
zeichnet wird: 

±0 



oder, wenn 4; absolut genommen und (Ür « wieder sein uraprOnglicher 
Ausdrucli gesetzt wird: 



Fy = 7 — i V, fz dF .... 



C48C), 



wobei sichy^was das doppelte Vorzeichen vor e betrifll, das obere auf die 
oonvexe> das untere auf iHe eoncave Seite der Mittellinie rusp. der in ihr 
die Hittelebene lecfatwinkdig schneidenden «grlindrieehen Fläche betidit. 
Wegen 

a=i!^ — ^+ ... nnd Ff* = J nach (436) 

gohf dioscr Aufldniok von r, , je grüMcr f* im Vergleich mit den Qaif- 
schuittsdimensionen ist, desto mehr in 

^ ^zdF 



R f 



fibor in üeboreinstiinniung mit Gleichung (200); Nr. 82 y woselbst die 
Dimension y mit beateichuet wurde. 
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Wfts ondlicli du» r e s u 1 1 i r o n d c S o h u b 8 p a n n u n g t betritt, so 

iBt sie gemäss den aus Nr. 82 hier bcibeiialtenea und dort bewährt ge- 

fnndeneB beCreffendeo Annahmen in der Mitte der in der Entferamig g 

mil der Bieguiigsu« penlMen Sehne ss ty aiid nimmt oMh beiden Seilen 
stetig M bis 

« 



CO.S* ß 1' uy{r-^z)^ OOS ß J 



z 



in den Endpunkten fraglicher Sehne, wenn ß den Winkel bedeutet , unter 
dem die Taiigente des Umfnngeei daaelbst gegen die in der g'Axe liegende 
Richtungsliuie von Ii geneigt ist. 

185. — Nach Gleichung (487) ist die Schubspannung im Umfange 
des Querschnittes dort am grössten, wo 



max 

u 

ist Im AUgemeinen md jedenfalls bei Qnersehnitteny die nigleicb in 
Besag anf die Hegongsaxe symmetrisch rind» ist dies der Fall anf der 
eoneaven Seite der Mittellinie, also daselbst zn der dnreh die Gleichung 

bestimmten Entfemong g von der Biegnngsaxe, womit sich ergiebt: 

niaxz=^^-^»taxf(M) (489). 

Z. B. für einMi rechteckigen Querschnitt von der Breite b 
«nd Hohe 2e ist 

f(s)=: — 7 r^ = nuu; = ~- für ß = — , 

^ 2 (r— #)» ^ 1 _ £l ** 

r« 

Darin ist nacli (430): a = ^ — ln ^"^^ — 1. 

Setst man, wenn — ein ziemlich kleiner Bruch ist, nach (431): 
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1 . 1 c* , 1 



so findet man auch: 
odar sehr nahe: 



3 1? A , 2 58 ^* \ 



FOr einra kreisfürmigen Querschnitt mit dem liadius e ist 



J z dF —Je sin i3.2ccosß,ecos(idß= 2e*Je08*ßdcosß=^^e^cos^ßj 



ß f. 

s 



2e(r-ir}*casV * 3 « a (r-^)*~ 3 (r-r)« 

imd ftidet man 

endlich hiermit niOX % nach (489), worin nach (433): 

Ist ein kleiner Brach , so findet man durch BeihensBtwiekelQii^ dm 

r 

dem Maximum von % entsprechenden Werth von 

ir-:2~(^l-2^+8^-...j, 

dam ««Kr/'(,)=|^(l + 2^+2^+...) 

und mit «=4 ' ■ (l + -i-£l-f 4+ ^*^*>- 

oder sehr nabe: «oirT-sy p + + . . . (498). 

186. — In der I^gel, selbst bei krummen stabiurmigen Körpern von 
▼erhlUtnissmässig kleiner LAnge ihrer BfitteUinie, wie s. B. bei Ketten^ 
ringen, wird sich die grössCe Schnbspannnng % wesentlich kleiner, als die 
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Flg. 60. 



gn"»sste Normalspanmmg a ergeben . besonders wenn zugleich drr <^iior- 
sclinitt in der l{it'j.;ungsax(' am hrfiteslen ist. Audi zur Herücktiiclitigimg 
des Zusammenwirkens dieser zweierlei Spuauuugeu in Verursacimug der 
nach Gleichung (58) in Nr. 24 so berechnenden grOteten resuItireBden 
Dehnung ist dann meistens keine Veranlassung vorhanden, da die Maxi- 
nudwerthe von a und t nicht an derselben Stelle stattfinden , vielmehr 
ersterer in grltsHter, letzterer in einer kleinen Entfernung von der Biegungs- 
ftxe. Wenn nl>er in gewissen Querschnitten das die Nonnalspannungcn 
vorzugsweise bedingende Kraftinoment M sehr kloin oder gar = Null ist. 
80 kann es der Fall sein, dass hier die ächubspauuuageu wesentlich mit 
oder allein in Betracht kommen. 

Als Bdspiel eines solchen Falles diene ein Seil- oder Ketten- 
haken; Fig. 60. Der Veränderlichkeit seines Querschnittes liegt die 

Idee zu (Grunde, miiglicbst einen , .Körper von glei- 
chem Widerr^tunde"* lierzustellen, d. b. einen Körper, 
der bei gegebener Belastung in allen Querschnitten 
gleich stark angestrengt wird. Die Bestimmung des 
dieser Forderung entqireehenden Aendertmgsgeseties 
der letzteren, in der erforderliclien Weise angegriffSm, 
nämlich mit gleichzeitiger Berücksichtigung der Nor- 
mal- und Scbubspannungen, führt indessen zu Scliwie- 
rigkeiten , die zu der beschränkten Wichtigkeit der 
Sache in Missverhältniss stehen. Für das praktische 
BedOifiiiss genUgt es« nur die beiden Qrörschnitte 
bei Ä und B an bestimmen , in deren erstem die 
Schnbapannnngen fehlen, während sie im anderen 
allein maassgebend sind , und dann beide mit will- 
kürlich stetigem Ucbergange zu verbinden. 

Was zunäclist den Querschnitt bei A betrifl^, 
80 mag) wenn a den Radius des Kreises bedeutet, 
nach welchem der Mittelschnitt des Hakens (Fig. 60) von Innen begrenzt 
ist, der Krflmmnngsradins fllr den Punkt Ä der Mittellinie n&hemngs- 
wdse gesetzt werden: 

"Ea ist dann, unter P die den Ilaken in der ans Fig. 60 ersididichen 
Weise belastende Kraft verstandeui das Kraftmoment 

Jlf=-P(aH.eb)— Pr, 
aomtt nach (422): Pq 0 

und nach (424): 




insbesondere im ttussenten und innersten Fonkto des (^oerschnitteB bei 
^(i^sei resp. iy= — e,): 



a, = — 



P _ 1 c, P 



(494). 



Bei kr e i s t <t r m ig em Querschnitte mit dem Radius e bei Ä 

Grasbof, Elasticitüt luid FesUgkeit. 19 ^ 
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ist ei=e^—P nml ir, der gr6BSte Absolotwerth von a. Wird derselbe 
gesetzt, aiso 

80 ergiebt kicIi mit 

die folgende Bendiiiag swisohen jpas— und X;: 

[( 1 + ) (l + ^ - - 0,6 j = 2„i„. ("5). 

Ist d die Dicke des Rundeisons einer mit dem Haken so yeibia- 
denden Kette Ton gleicher Tragkraft P, also nach Nr. 179: 

c2=0,04/FCeiitiin., 
entefwechend einer Maximaleptmiiiiig 1040 H^gt. pro Qnadratcentimeter, 
und nimmt man, wie Fig. 60 darstellt^ a=di ao lat 



P 26.2 



= 99,47 . 



2na* 2fC 
Man findet dann aus Gleichnng (495) 

a. B. mr e=d 1,25 <2 1,5 <f, 

aUox=l 4 4 

6 8 

jks2780 1780 1190 Kgr. pro Quadrateentim. 

Wird hiernach bei YoiBiissetxDng eines Materials , das die Maximal- 
spannnng £^1780 als znlftssig erscbmen lässt, e^lfihd, d. i. der 
Durchmesser ih-- uTösstcn Hakenqaerschnittes 2,5 mal so gross, als der 

Durchmesser des Ketteneisens genommen , so kann nun der «;l<^iclifalls als 
krcisfijrmig vorim>gt'st>tz(e Qnorsclmitt bei J? SO viel kleiner gemacht 
werden, dass nacli Gleichung (ö9) in Nr. 26 die Sclmbspannung in ihm 

mit ^ = 1730 und 

ni 

maxt liöchsteniss — {—7/; = 1380 Kgr* pro Qaadratcentim. 

ist, wobei es aber rathsam sein wird, den Maximalwerth von r unter 
dieser Grenae an halten, da* bei einer saiallig etwas aohieftn Riehtnng 
der Kraft P auch ün Querschnitte bei J? ein Kraftmoment wnksam werden 

kann , das zugleich Normalspnnnungen von unbestimmt bleibender Grö^^se 
venirsAclit. Der KrQmmungsradius der Mittellinie werde auch für den 
Punkt B x 

r = a-\- c = d-\- e— IS e 

gesetzt wie vorliin ftir den Punkt A (thatsächlicli ist er bei A etwas 
kleiner . hei B etwas grösser) ; wird dann versuchsweise der Badius des 
QuerHchuitteH hei ßi 
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<>':=0,45i;, alw -7-= 4 



angenommen, so ist nach (433) der entsprechende Wertli von 

r' P 
tmd nach (492) mit — statt — : 

r* r 

^ =0,11230 ; w«a /'(^) = 0,023G2; 

somit nach (489): 

P P 

fliaa: r = 61, 98. 0,02362 --35-= 1,464 



oder wegen 

tf' :=rr 0,45 es= 0,45 . 1,25 . 0,04 |/P s= 0,0235 W 

1 464 

»iaa;r=-— — s920 Kgr. pro Quadratcciuim. 
(0,0225) 

Die Annahnie e'a0,456 bei «=:1,25<I erscheint hiemaeli |MSteiid. — 
Bei dem hier vorausgesetzten krciaföimii^ Querschnitte des Hakens 

wird übrigens seine Widerstandst";! Iiigkcit gegon Druck nur .«elir nnvoll- 
koiniih'ii vurwiTthct , indem '^a^^ Vorliiiltni?s der l'ressting im aiK«eer.«ten 
zur Spannung im ianerättMi Tunkte des Qucrächniltes bei das unch 
uilgeinein 



ist, für SS =5 e wird : ^' 



ff, a -\- 2e 

2 4 
und insbesondere =s-^ itir a=:<2=-r-ßy 

7 5 

wie obcm angenommen warde. Dieses VerhSltniss wird gOnstiger, die 
Verschiedenheit der Absolatwerthe von tfj und 0^ Termindert dmrah die 
Wahl einer solchen Querschnittsform, dass ßi>eK ist. 



B. Beliebig gestaltet» und belaetete etabfSmige Körper. 

1S7. — F's werde jetzt ein stabHinniger Klitpor vnra»i=iresefzt. dessen 
Mittellinie eine beliebige im Allgemeinen dojipelt gekrümmte Curve ist, 
und der von buliubigeu uusseren Kriitten angegrillen wird. Vou einem 
Pmfcte 0 der IfittellLiie ans Stten die rechtwinkeligen Axrichtungen OX, 
OYj OZ so gesogen, dass OX in der Tangente, OF in der Binormale 
(<1er sor Schmiegongsebene senkrechten Nunnale) , OZ also mit dem 
Krümmungsradios = r für den Punkt 0 der Mittellinie in derselben Oe- 
raden liegt, inid zwar babe OZ die Kiebtiing vom Krümmnng^mittelpunkte 
gegen den l'unit 0 bin (wie in Fig. oi), Nr. 183), Ol aber die übliche 

19* 
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Richtung dor Axe einer im Sinne Z\ stattfindenden Drelmncr ( in Fi«^. 50 
(Hl* Riflitunf? nnoli vom f;egen di'n licsduuier hin). Truh-ni unter den 
äusseren Krüt'ten liir den Querschnitt YZ alle diejenigen verstunden werden, 
die den von diesem Querschnitte an im Sinne OX. gelegenen Thal des 
Stabes angrmfeny seien Jtxi R^f ^ die Componentensununen dieser KrSfte, 
positiv für die Richtungen OX, OF, OZy und Mxt Myy ihre Momenten- 
suromen in Bezug auf die Azen, in der Weise idg(>1)rai>( h verstanden, 
dass positive Werthe den Drehnngsrichtangen YZ^ ZX, XY entsprechen» 

' Die Anstrengung , nämlich <Iie gri'isste Dehnung, die in 
irgend einem Punkte (y, r) d e .s <^ n e r s c Ii n i 1 1 e 3 Y^Z durcJ» 
die Belastung verursacht wird, ist nun nach (Jleichung (58), 
Nr. 24, bestimmt, sobald die Spannungen o lunl r ^ | /y'-|- i^- bekannt 
sind, die dunh die Krätte Jl^, Jiy, und Kral'tmoniente 1/^, 3fy> 
bedingt trcrdcn. Im Anschlüsse an die seitherigen Annahmen und mit 
Rflcksicht anf die tbatsächlich meistens stattfindenden VerhftltiüsBe seien 
dabei OY und OZ als Sjmmetrieaxea des Querschnittes 
voransgesetst; Af C seien die Trigheitsmoinente des letzteren 
in Bcsug anf die Axen, nämlich 

bei Ausdehnung der Integrale Uber den gansen Querschnitt « F» 

Die Kraft Bx und das Kraftmoment 3fy verursachen aber rasammen 
die Nonnalspannung : 

„.= + + (424,. 

worin o* durch Kr. 169 besUmmt ist. Dasn kommt dne weitere Normal- 
Spannung, die von Jtf. herrOhrt und gerade so, als ob es sich um einen 
geraden Stab handelte , gesetzt werden Itann: 

Die durch By vemisaehte Schubspannnng ist nach Nr. 82, die durch 
Kt venirsnchtc nach Nr. 184 zu beurtlieilen , die eine wie die andore 
aber meistens als nebenHächlicli ausser Acht 2U lassen. 

Von erheldiclicr Gri»-^e kami dagegen die von 3/, herrührende 
Schubspannung sein , die elten.-o wie im Falle dor Droliung^elastit ität 
eines geraden »Stabes, also iiacli Nr. 88 — 93 zu berechnen ist. Für 
einen elliptischen Querschnitt s. B. mit den Halbazen &, c bedehungs- 
weiso in OY und OZ wäre 

2 il/x l/y' 
'=77i;7-Kir + 7r»««M228), 

am grimsten in den Kiid]>iinkten der kleinen liaupUixe, nämlicli nach (229): 

2 3/. 2 . ,^ 

maxt^ Y~ resp. jenachdem ist; 

für einen rechteckigen Querschnitt mit den halben Seitenl&ngen e 
parallel OY resp. OZ: • 
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am grSssten in den Ifittetpunkten der lingeren Seiten, und swor nach 
(236) : 

1 8S. — Dil! 1 ) e f ü r IM H t i o n dos k t u h f f» r m i g «• n K •> r p »• r s 
ist in <l»'r Hpj^oI nur in Hetret!" (k-r Aendernng HfiiH'r MittoUini«' von 
technischetn InteroH.se. Dieue ibt beHtimnit durdi die lulutive Verrückung 
jedes Punktes P gegen einen anderen Punkt der Mittellinie, welche 
Verrfidning selbst als die Resultante von unendÜch kleinen VerrQcknngs- 
clementen betrachtet werden ktinn , die durch die Deformadonen der den 
Elementen OOj = ds des Bogens /*„ P der Mittellitiie entsprodienden 
Sfnbf^lt'Tucnti' vrnifPHcht Avi^rdt'n. In dt-r Regel genügt (hihoi di»- Berück- 
siclitiuiiii;: liiT \\ irkuiijj;t'ii d»'r aul" dit« Axen ÖX , Oy'j (Nr. 1H7) 

bezogenen Krultniuniente , ^fy , , weichen gemäsü die der Delor- 
mation des Stabelementes 00, entsprcchM&de VenrQckung von P gegen 0 
als das Resultat von drei unendlich kleinen Drelmngen vm die Azen OX, 
OYt OZ erscbeint, die sicli wie i>>l^'t Itcrecbn«! lassen, wenn mit 
py. , die Perpendikel vom Punkte P besiehungpweise auf die Axen OX, 
OYj bezeichnet werden. 

Das Kniftmoment 3/x verursacht eine Verdrehung = i^ds des Stjih- 
elementt'K ÖO, tun seine Mittellinie, d. h. um die Axe OX, und somit 
eine Verrückuug des Punktes 1* normal zur Ebene XüF: 

Nach Gleichung (247) in Nr. 98 kauu dabei der specitische Drehuugs- 
wiokel 

gesetzt werden, insbesondere mit n=l lür kreislormige und elliptische, 
n— 1,2 für quadratische imd »=1,2 bis 1,5 für mehr und mehr 
längliche rechteckige Querschnitte, w&hrend B und C die in voriger 
Nummer «gegebenen Bedeutungen haben und G den Sohubelasticitiltamodul 
des betreflfondea Materials bedeutet. Somit ist 

Das Kraftmoment Mf verursacht eme Aendwung des Contingenxwinkels 

(ig> = des Bogenclementes 00^ der Mittellinie, entsprechend einer 

Dreliung = iüd(f ~ ui -'^ um Ol', also eine Vorrückung des Punktes 
P normal cur Ebene YOF: 
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M/obei TiHch Gloieliung (123) (bei Vomft<'hlässi|ping v«m i^, i'nts[)r«>« |ieiMl 
der hier zugelasseaeu Veroachläasigung der Dehnung der MiUeliinicj 

JbJ' ra 

ist, unter a wieder die in Nr. 1G9 bestimmte , dort eb(m80 bezeidinete 
Gröue verstuudeu. liicnnit ist aucli : 

Je grösser der Kiiimmungsradius r iu Vergleich mit den Querbchnitta* 
dimeaskmqi wäre, mit desto geringeren Fehler wQrde nach (435) 

Fr*a = FP = B, also PP,=j)y '^^^ ds 

gesetzt werden können. Vollkommen zutreffend mit den entsprechenden 
VertaaschongMi bt dieser Ansdnidt in Betreff der durch das Kraftmoment 
Mt venursachten Verdrehung nm OZy die somit die Verrttckung: 

M 

PP.=p -~ds (498) 

des Punktes P normal nr Bbe&e ZOP rar Folge hat. 

189. — Beispielsweise werde die in Nr. 175 behandelte Aufgabe 
dahin abgeändert, dass die entgegengesetzt gleichen Kräfte 
(^f (Fig. '}'.]) in den E n d t'l ii c Ii e ii dos bei^l a u fg e s e h n i 1 1 c n e n 
Ringes normal zur M i 1 1 e 1 e b e n e desselben gerichtet an- 
greifen, indem wieder ermittelt werden soll, in welchem Beüage — 2a 
dadurch der Bing an dieser Stdle geOIBiet wird und wie gross seine ent- 
sprechende Anstrengung ist. 

Sind und die Perpendikel vom Punkte A beziehungsweise 
auf die Tangente und auf den Radius irgend eines Punktes der Iialbeii 
Mittellinie ÄAq, der durch den Neigungswinkel (j (Fig. 58) seines Radiu« 
gegen die ^tr-Axe gegeben ist, so sind es hier die Momente 

il/j = Q j)^ und = Q jt^ , 
enteprecliend den in Nr. 187 und 188 mit und bezeiehneten Kral't- 
momeilte&i welehe (bei Abstraction von untergeordneten Umständen; die Defor- 
mation der RmgBiittellinie Temrsachen und mit gewissen Antheilen und 
IUI der Grösse a s -.f- Oi sich betheiligen, mn weldie der eine Endpunkt 
A nach der einen , der andere nach der anderen Seite normal sur Mittd- 
ebene verrfickt wird. Nach (496) ist aber 

0 0 

n 

oder Wiegen j>i = r (1 4- cos y) ; J pi^ dg> = (n + = ^ 

0 
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femer nach (488): 



n 



0 • 

n 

oder wegen p^ = rs 'm<pt J pt^ dip ~ • 

2 EC 



1 Hl 8 

Mit 6r = -^ 'T~r^~ 'q' ^* entsprechend m = 3| eigiebt sich somit 

« = «. + a. = »^-^~[«(5 + i) + yj] • (199). 

Darin iat S das Triigheittmoment des Qaerschnittes in Bezug auf die sur 
Mittelebene senkrechte, C dnsBelbe in Beziig auf die in der Mitteleboie 

liffrondi' Nonnale der Mittollinie. die zugleich hcido als Symmetrieaxen 
des (^iicrsclinittcs vonuisgt*setzt sind. Ist dieser insl)(v*onfl»'ro ein Kreis 
mit dem Kadius Cj wie hier vorausgesetzt werden soM , so ist 

nssi, B:>^C^^; aLioa=slo4-^ • C&OO). 

4 e* 

Was unter derselben Vorausset^sung die Anstrengung des Ringes 
betrifil, so ist in dem beliebigen, seiner Lage nach durch den Winkel q) 
(Fig. 53) bestimmten (Verschnitte die dnrch das Kraftmoment Jtf, Qp^ 
Teniisaohte gröeste NormalspaiumDg 

und die durch das Kraftmoment = Qp^ vwoiMchte gressteScbubspaiinmiig 

Da diese in allen Umfangspunkten , insbesondere also auch in den zwei 
Punkten stattfindet, auf die .«ich jene grösste Normalspannung bezieht, so 
ist ebendaselbst das Maximum von Ei für diesen Querschnitt nach 
Gleichung (58) mit f« = 3 : 



6 71 



£s ist am grössten = Hir den Querschnitt , fiir welchen 
ew 9 — 2 ==s 1 2 -|- 2 «i» -|- == 0 
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ist, und ergicbt sich damit 



t= 1,869 



(501). 



Ihn den King so weit /u öffnen . dass ein anderer gleicher Bing 
eingehängt werden kann, müsstc nach (50ÜJ mit a — ei 

«=^^^5 (802) 

sein und wäre dann nach (501) : 

* = 0,1869 i7(^y (503), 



insbesondere jfc< 



2000 

Die V«M"':l<'irliun'' 



für 



>l/873,8, d. L —> 19,33. 

6 



mit Nr. 175 lässt erkennen . dnss eine gewisse 
Kri>niuiiip;?i\\ eito di's Hinges durch kleinere Kräfte Q und mit gerinij;erer 
Anstrengung des ^luteriuls erreicht werden kann, wenn die Kräfte nuruul 
zur Mittelebene , als wenn sie in dieser Ebene entgegengesetzt gericktet nnd. 

190. ~ Eine Spiralfeder von constantem Qaer- 
schnitte, deren Mittellinie auf einer ümdr ehnngsfläche 
liege, sei um einen Ende befestigt, nm anderen durch 
eine Kraft P angegriffen, deren K i c Ii t u n g s 1 i n i e mit der 
Axe der Spirale (der Axe jener rnidre!iung:>tläelie) z u a m in e n - 
fällt. Es soll die axiale Ausdehnung oder Zusammendrückung d der 
Feder nebst ihrer damit verbundenen Anstrengung berechnet wwden. 

Zur Unterstfitsnng der Anschauung werde ihre Aze vertical stehend 
gedacht, und es smen von irgend einem Punkte 0 ihrer Mittellinie aus 

die in Nr. 187 bezeichneten Axrichtungen OX, OF, OZ gezogen. 
Durch den Pimkt 0 sei femer die Ilorizontalebene £ gelegt, in der sich 
die Mittellinie der Spiralfeder in der (\nve yl„0.1 (Fig. 01 ) projicire 

mit Aq als Projection ihre.s festen Kudpunktes, 
Ä als Projection des AngriOkpuuktes der Kraft 
P; die Polarglciclmng dieser Cunre (iSx A ah 
Pol und AAff als Polaze s« ^s=f{(p). Ist 
dann OH die Tangente dieser Curve im Punkte 
O. also die Projection von OX auf die Ebene £^ 
und OX normal zu ()A , so .«ei 

Winkel XOli^lj Winkel J10Xz=^, 
Winkel NOX=y, 
also easv=eosl eo8fi. 

Indem nun die Kraft P von ihrem Angriffspunkte an den Punkt 0 
Tcrsetst und hier in die (Tomponenten i2z und Ry, zerlegt wird, deren 
Richtungslinien beziehungsweise in OX und in der Querschnittsebene YZ 
liegen, ebenso das bei jener Beduction auf den Punkt 0 hervorgehende 
Kräftepnar Pq mit der Axe OX in die Componenfenpaare und J/yz 
zerlegt wird, deren Axeu in OX und in der Quersclinittsebono liegen, 
so int 
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«n»l kf'mnen «chlicsslioh aus 7?yr ""'1 Myi durch weitere ZeHep^mg nach 
()}' Tin«! OZ ilic in Nr. IST mit I' und ü,» My und Ma. bezeichneten 
Kräfte und Krättep^iare erhallen werden. 

Streng genommen wäre endlich noch darauf Rücksicht su nehmen, 
dasB mit dmr Deformation der Spiralfeder ndi auch die Gl^chung q==:f(tp) 
entqnrechend Sndert, besonders wenn der Angrifispnnkt der Kraft P frei 
jnir Seite answeiclicn kann , während , wenn er geradlinig in der Axe 
der Spirale «reftihrt wir<l . diidiircli Scitenkräfte in den Kiilininp^en hervor- 
peniieu werden , welche die nhii^iMi Krüfte und Kriütepiiare n»f Hliliciren. 
In lietrelf jener seitlichen Ausweichung des Angritlspunktes der belastenden 
&aft req». dieses Seitendruckes der Ffihmng heben sich indessen die 
Wirkungen je zweier Federelemente, die den Winkeln ijp und 4]p -f- n: ent- 
sprechen, grjSsstenthetts gegenseitig auf, so dass die besQgliche Gesammt- 
wirkung mit «m so geringerem Fehler vernachlässigt werden kann , je 
weniger der Maxinialwertli von (f . d. h. der «^esamnife Windun^fswinkel 
der Spirale sich von einem ganzen VieU'aclien von 2 :i unterscheiilel , f)der 
auch je weniger der etwaige Unterschied wegen grosser Zahl von über- 
haupt Torhandenen Windungen Terliftltnissmlissig ins Gewicht iallt. Eine 
solche fi^irale vorausgesetst , werde femer angenommen , dass X und /i 
sehr kleine Winkel sind, so dass, indem dann auch v sehr klein 
ist,' nähenmgs weise gesetzt werden kann: 

Mit gleielietn Re<>lite kann dann aucli dft —qdff ge?«etzt wenlen, 
und da die Verti<'alc(nnponente der Verrückung des Angriffspunktes von l* 
mit der Verrfickung des Punktes A itlentisch ist, ergiebt sich dos Element 
▼on d, das durch die Verdrehung eines Federelementes bei 0 verursacht 
wird, nach (496): 

woraus bei Vemaehlilssigniig des Einflusses der Schubkraft Bj^P folgt: 

2rrw 

'=Tiü+i)A'"'^ • • • • t^^^» 

0 

unter w die Zahl der A\'Indungen verstanden. Der Antheil = d' der 
Schubkraft an der Grösse d ist aber in der That mit um so geringerem 

Felder ausser Aclit zu lassen . j<» kleiner clio Querscliniftsdimensionen der 
Spiralfeder in \'ergleirh mit der durchsclinittliehen (lrr)SHe von ^> yind. Es 
erzeugt nämlich die Schubkrai^ P eine specilische Schiebung ^ y im 
jSchwerpunkte 0 des besaglichen Querschnittes s JT, die allgemein 

, P 

gesetzt werden kann , unter n' einen mit der Einheit vergleichbaren, 

fihrigens von der t^uers<dinitt?torm abhängigen Zahleneoefficient verstanden, 

und ergiebt sich damit das durch diese Schiebung bedingte Element von d* : 

p 
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Indem aber andererseits 

i \^ ^ C) Fa* 
gesetzt werden kunn, unter a eine mit den Querschnittsdimensioneu ver- 
gleichbare Linge verstaiideni s. B. bei kreisförmigem QuerMhnitte 
(Badina =s : 

1/1, 1\ 1^4 2 , ^ 1 

so ist dem Obigen aifoIg<> : 

rtdsssn^^v, ^ dm, also = — ( — ) . 

Die mit iliror Belastung verbundene Anstrengung der Spiral- 
feder ist bestimmt dureli den Maximahvertli der Schubspannung r, der 
narli Xr. 187 dem Mnxinuim von Jl/x ? n.imlicli Mj^ = Pt- ent£pricli(| 
uuter /■ den grossten WertU von ^ vorstuudeu. 

191. — Im Falle einer cylindrisohea Spiralfeder, wobei 
die Kraft P an einem (als starr vorausgesetiten) radialen Arme von der 
Länge r angreifend gedacht wird, ist ^ constant = nach GM- 
chuug (604) also 

insbesondere bei kreisförmigem Querschnitte vom Radius c mit 
n=l und B^C=^: 

d=^w^^ cmy 

und bei rechteckigem Querschnitte mit den halben Seilen bf c, 
also 

ii— gÖC, O— gOC, JS<.« ' 

4 

falls dabei w = "g" geseUt wird : 

Im Fnlli' einer e o ii i « c h o n Spirale sei r da.-! Maximum von q, 
r, das Minimum (die Länge des radialen Armes, an welchem F hier an- 
greifend zu denken ist) ; bei Voraussetzung der Projection ihrer Mittellinie 
in der zur Axe (RichtungsUnie von F) senkreeliten Ebene als Archi- 
medische Spirale ist dann 

0 ' * 
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Wird also die Grösse d hier mit liezciclinet , so ergicbt sicli ihr Ver- 
liältnis!) zu dorn Wortlio von d, der iiurh (.')(i:>) rrs[i. föOf;) <u\i>v (.')(>7) 
einer cylin«lri>-rlien S[)irnl<' irlvitlifii Matfiials hei gleichen Wertheu vou 
l^f r, tv und bei gleichnn C^uersdiiiitte zukommt, 

Die g r ü fi s t e S c h u b ä p ii u u u u g i&t nach jNr. 167 in beiden Fällen 

2 Pr 

bei kreiBfönnigem Querschnitte: maxz=^ — (509)t 



Tt r '^ 
0 l'r 



bei rechteckigem Querschnitte (c<6): — ^^^j^^^ (510> 
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192. — Während unter einem stabförmigen Körper im engeren Sinne 
ein solcher za verstehen war, dessen zwei Dimensionen (Qaerschnitts- 

(IhnctHioncn) klein im Vergleich mit cl<-r dritten (Länge der Mittellinie) 
i^ind , wini unter einem platte niVirmigen Körper im engeren Sinne des 
Wortes ein f^tlclier \ erstunden , dessen eine Dimension (Dicke) klein im 
Vergleieli mit tlen l>«'iden nndcron i*t ; insbej^ondere gehören duliin rhene 
l'l alten, Uöliren und (let'äi^se, IcUsture unter dem EiulUiese eines 
durch eine Flüssigkeit auf die innere oder äussere Wandfläche ausgeübten 
Ueberdrucke«. Analog der erweiterten Auffassung eines stabförmigen 
Körpers (Nr. 21) al- »'ines solchen y der seiner Form naoli entstanden 
gedin'lit wird dtirrh die Bewegung einer dabei im Allgemeinen voivinder- 
lirlit-n »'bcncn Fl.ichc liingH einer dieselbe beständig in ihrem Scli\vi'r|Minkte 
rechtwinkelig schneidenden C'urve, kann indessen auch hier der Begriff 
eines plattenfbrmigeu K<'>rpertt dahin erweitert werden, dass darunter all- 
gemein ein solcher rerstanden wird, dessen Oberfläche theils durch die 
Endpunkte aller Lagen einer geraden Linie hindurchgeht, die bei im All« 
gemeinen veränderlicher LänL^ h l iiigs einer sie beständig in ihrem 
Mittelpunkte rechtwinkelig sclmeidt'ndcn Flä<'hc ( M i t t c 1 fl ä c h e) nuch 
allen mitglichcn Hicbtungen hin bewegt, theils durcli dic>c gerade Linie 
^ielbst bei ihrer Bewegung längs dem Umfange jener Mittcltlüchc be« 
schrieben wird, falls letztere nicht eine in sich zurficklaufende Fläche und 
somit der K5rper em von zwei getrennten ' Flächen begrenster Hohlkörper 
(geschlossenes Gefiiss) ist. 

Bei Untersuchung der Anstrengung und der Deformatif»n eines sol- 
clien Kiirpcrs hfinfen ^ich die Schwierigkeiten einer strengen Behandlung, 
so «lass man daraiit' hingewiesen wird, vor Alletii ztmächst die einfuchsten 
Speciallailu zu unterüuchcn , deren Resultate dann als Anhaltspunkte für 
die Beurtheilung weniger einfacher Fälle dienen können* Ausser einer 
solchen Vereinfochnng, worauf schon die Untersuchung stabförmiger Körper 
beruhte und die in der Voraossetsung solcher Körperformen und Belastnngs- 
arten besteht , die es gestatten , gewisse der sechs Spannungscf)mpf>nenten 
Ox} Oy, a., Ts, Tyt tm mit voraussichtlich nur kleinem Fehler für alle 
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Punkte dv.i Kinpcrs s\ priori =^ Null zu setzen , Avinl aber eine weitere 
Vereinfachung durch die Vuruuitöctzung solcher Körperlurmeu und Be- 
lüstungaarteii hortieigeftihrty wobei aieli a priori Schaaren Ton Linien oder 
von Fischen der Art im Körper angeben lassen , dass in allen Punkten 
je einer solchen Linie oder Fl&cHe deiadbe Spannungs- und Deionnations- 
zoBtand, sowie eine gleich grosse und normal xa der betreHeiulen Linie 
o d e r F 1 ä (' Ii e gleichen Z u 5 t a n d e s gerichtete Vem'ickung stiittlindet. 
L)ie im Allgemeinen drei von einander unabhängigen Verriickniigseompo- 
nentcu i^j 'C werden dudurch im Falle der Linien gleichen Zustaudus 
auf nur swei, im Falle der Flachen gleichen Zostandes auf nur eine 
redudrt. 

In einem solchen Falle ist es dann auch angranSSSen, das recht- 
winkelige ('(»ordiuatensystem durch ein anderes zu ersetzen , das sich der 
Kiirpertorm und den Linien resp. Fhtclien gleichen Zustandes ansc!die>s(. 
Sowie den K^Tper in entsprechend andere Klcmunte zu zerlegen, wodurch 
natürlich die liedingungen des Gleichgewichtes zwischen den Spannungen 
und der Süsseren Knü eines solchen Kdrperelonentes von anderer Form 
werdeni als die allgemeinen 61eichimgen (2) in Nr. 2. 



A. Hobllnioel bei glelchlBniilg verthelHm NormaldniGka auf die 

Oberfläche. 

103. — Die gleichförmig dicke Wand eines kugel- 
fi»rmigcn Gefässes sei einem gleichförmigen inneren 
und äusseren Normaldrücke ausgesetzt; 

r, sei der innere, der äussere Kadius, 

der innere, der Süssere Druck auf die Einheit der OberflScbe. 
Jbrgend eine swischen den b«den OberflSdisn li^jende, mit ihnen 
coneentrisclie Kugelfläche, deren Radius = z sei , ist eine Fläche gleichen 
Zustandes (Nr. 192); für einen beliebigen Funkt derselben sei; 

t die Aenderinig des Radius z , 

Ot die Normulspunnuug in radialer Riclitung, 

Cx die nach jeder tangentialen Richtung gleich grosse Normal- 
Spannung. 

Alle diräe Grössen sind Functionen nur von 3; und Ox sind 
Hauptspannungen , weil die Schubspannung in jedem Punkte in der zum 

betreffenden Radius senkrecliten sowie in jeder durch ilm hindurch gehenden 
Ebene offenbar s= Null ist, wie übrigens auch aus den Ausdrücken (55) 

von T«, tj, wegm f=iy=sO und ^ = ^ = 0 hervorgeht För 

iedoii Ftankt der Eugelfläche mit dem Radius m ist ferner: 

die Dehnnng in radialer Riehtnngi 



dz 



die Dehnung nach jeder tangentialen Kchtung = der vmrhSltnisB- 

mUssigen Läugenüuderuug jedes grü&sten Kreises der durch 
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(licHt n Punkt gelionden . mit der übeiHäclie der Uuliikugel 
concentrläciieu KugelHüohc, 
also die verhältniMiniasige Volamenfindenuig: 

und nach den Gleichungen (53) in Nr. 22 t 



(611). 



Denkt man nnn von zwei Radien, die den Winkel mit einander 
bilden y den einen nm den anderen gedreht nnd dadurch ans der Kngd- 
schale, deren innerer Radius = " und deren änsscror Radius — z di ist, 

ein nncndlit'li kh'invs Kriipercleniont fFi<'. (52) lienuis- 
' j;tscliniftrn . so wiirl da-^sclhe liegreiizt voii den als 

^l/^ eben zu bfüin htt ndt ii Cnlottcn : 

4— 3tS'd(f'^ und n{z \ dzydtf'^ 




€; \ — r-H > 

vi; « 



\ i 1 



und von der Kegelil&che; 2n{z -\-^^^difdt. 

Die Spiinuungcu dieser Fiäclien Htnd Normuispnnnongen 
und auf die Fl&chen«nlieit bezogen resp. 

= cr,; 0,-|--^<lif; ff,. 

Abgesehsn Ton dnor auf die Masse des Eitrperele- 
mentes etwa wiikenden äusseren Kraft wird nun das Gleichgewicht dw 
Spannungen an saner Oberfläche aosgedrttdct durch die Gleichung: 

ff, n d(p* -j- ff, ftln d(p.2Tt(^z \ dtp ds , 

die bei Wp":las.«nn'' der unendli< li klcinrii (lliedor von liitlienT , als tl»'r 
dritton Ordnung, wolui auch sindtp — dtp gesetzt werden kann, sich auf 
die folgende Glci(-Iitin<; rediu irt : 

an'2n8dgdip^'\--^^ dg*7tg*dg>*=saxdf.2ffgd^dg 

^dz ~ f(^«— *^-) 

Duraus fulgt mit Rücksicht auf die Ausdrücke (511) von (7% und er,: 

d^ 

2 (« - 2) 8 (« - 2) -jf 
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^1 

dß* ' dg dg ^ g 



(513). 



Diese Glttchongy wdche aiudrückt, dass die yerhültnissmässige 
Yolmnenänderung in allon Panktes der Hohlkngelwand 
gleich ieti kann aoch geschrieben werden: 

8*'^^-i-2ss^=-~(z*'C)=eg* 
uud folgt daraus, unter c eine neue Int^rationsoonstanto verstaodeui 

dt e c ■ • • 

und darauB nach (513): --^=r— 2 -^i 

^ ^ dg B JBT* 

Die Einführuiig dieser AnsdrOcke in die Gleichongen (511) giebt 
für die Uauptspannnngen: 



,=3«(|-2;+^)=x-.J| 



(515), 



anter Ä und B Constante verstanden, durch welche die Constanten e 
und e bestimmt sind, nämlich: 

. e 



_j ^ 2 ^ __q »t — 2 A 



wegen G 



1 



"7 jK ; ferner 6' 



""2Ö m £} 



(516). 



2 m+1 

Wns aber die Constanten X and B betrifit, so ergeben sie sich aas 
der Bedingnnj^ dass 

B 

l&t gi=ri sein moaa: 0*» — ^ — 2—^ = — Pi 



Vi 



and ftir #=r. 
Daraus folgt: 



rs" 



^^\r,^ r,«;'"'^» 7'..^- 2 r/-ri»J 



(517). 



Mit den hierdurch bestimmten Ausdnicken (515) der IIanptspannun{i;on 
erhält man endlich dieHauptdehnungenex und £, nach (53) in Nr. 22 : 



m m ' m ß^ 

tn m m g^ , 



(518). 
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Scliliosälifh ist zu bemerken, «la.«s die vcriKiltnissmässige Volumen- 
änderung c der Ilolilkugelwand nicht verwechselt Avi idcn darf mit der 
verliültnissmässigen Volum enündcrung 6'^ det> kugel- 
förmigen Hohlraumes; lelstere ist das DnüfiMbe der verhälbuss- 
mässigen Aenderang des inneren Radios r^, also nach (514) und (516) : 

, „ c 3 /m— 2 . . m+1 B\ 

au^ (518) ergiebt sie sich auch = 3^ f&r jv=sr|. 

194L — Wenn die klemere der beiden Pressungen pi und 

wesentlich grösser, als der atmosplilinschc Druck isty so kann man ae 

=- Null und die andere ~ dem l'^eherdrucke j) ( =- ;>j — re<;j), — — pj) 
setzen, um so mehr, als ja auch die Klrtsticitat^const^intcn . mit denen man 
rechnet, aua Versuchen in der utmosphäriachen Luft ohne weitere Rcduction 
erliulten werden. — 

Für inneren Ueberdruck > ^) ist dunu mit pgS=Q und 
=j> nach (617): 

damit nach (518): 

r,»— n» \ 2m m / 

r«* — fi' \ m m / ' 

Von diesen llauptdehnungen £x und €^ ist die erste überall posiür, die 
zweite überall negativ, und jede absolut genommen am grössten 
an der Innenfläche der Hohlkugel (ßssri), nftmlich 



_ , (m+l)ra' -i-2(fft— 2)n» 



(520). 



Das Dreilache von iiULC €x ist die vcrliültnissmässige Acnderung des 
kugelförmigen Hohkaumes. SoU eine positive Dehnung hSchsteng = . , 

der Absolutwerth einer negativen Dehnung höclistens = sein, so folgt 
^mm(E^^il: ms f ^ 



. (521) 



^ ' / mk" — [hl -f- 1)7' 

und hängt es von dem Verhaltnisse }^ : k' ab, welcher dieser Grenzwetthe 

von ^ der grössere imd somit maas^gebende ist. Da nach (520) 
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• max{ — Ein) 2 
ist, so ist jedonlUIs die Bedingung niax(E£x) = ^ die nngflnstigere, 

wenn , wie z. B. bei einer H o Ii I k ti g e 1 aus G u s s e i s e n , <^ ^ ^" 

hu Für eine solche ergiebt sich z. B. mit m=s3: 

*1 — i- + 
p 8 rj* — ri* 

Blieben diese Spannangs - und DeformAtionsverhältniBse bis zum Bruche 
(liost'Ilion . HO würde also die gusseiserne Uolilkiigel gesprengt worden 
durcii einen inneren Uebertlruck : 

2 r/ + 

unter K' die ZngfcHtigkeit des Gusseisens verstanden. InsbcHondcre mit 
= 1240 Kgr. pro Quadntcentimeter 

30 

S8 1240 . — = 1200 Atmosph&ren 

ol 

eigiebt sieh j» =s 8600 ~ Atm, , 

z. B. = 588 099 859 1103 1482 Atm. 
^ 6 5 4 3 

ri 5 4 3 2 

Würe;> nur klein im Vergleich mit^' und k"t so könnte 
nach (521) gesetzt werden : 



s_ 
> 



w — 2 ff w+1 jp 

w 2m 

w — 2 p m -\-l p 
1 H — 137 + 



m *" ' m k" 
oder, da in diesem Falle mit entsprechender Annülierung auch zu 
seteni isks 

nisbeaondere nui m =s 3 : ^=-3-4'> 

ri 3 Ä 

unter jfe den kleineren der beiden Werthe Jif nnd Terstaaden. 



195. — Ffir äusseren Ueberdrnek (Pt>Pi) ist mit ^1 = 0 
md Pii^p nadi (617): 

ffr,» 1 ^n'r,^ _ 1 

- - 2 

dunit nach (618): 

OrMhor, BMtMm nd FMil|tolL 20 



n' — n* 8 r,'—ri' 



806 Flatteiiftniiige Eftrpcr. 

rj* — \ «• «• m /' 
Während Bx fiberall n^g^v und absolut genommen am grös.<u>n für ß^r^ 
ist, kann nur nach anssen hin nogntiv sein, wenn n&mlich 

3 , — 



ist; indessen ist dann der grusste Absolutwerth tou entsprechend 
ßsssr^f jedenfalls kleiner, als der griisste Absolutwerth von . Es bleibt 

also nur der grösst© positive Worth von e, zu lien"n'k<i('litii;;en , welcher 
S — 1\ ontsprio]it, und orgiebt sich somit überhaupt für die Innen* 
fläche der Hohlkugcl: 



max(Ee^ = ., — tP • • • 



(523). 



Dos Dreifache von nun Ex wieder die verliiiltnissmüs^ige Aonderung t ^ 
des inneren Raumes der Hohlkugel. Soll eine positive Dehnung höchstens 

Jfc* k" 
= -= , der Absolutwerth einer negativen höchstens = - v,- s^iQt so folgt 

Xr xSr 



aus »uix 



aus max (ivc,) <; k' : (tt") < ^ 



. (524). 



P 1' 

Sind ~ und kleine Brüche, so ergiebt sich wegen 



r, 2m t" m ^ 

Insbesondere mit m s= 3 ist die Wanddicke bestimmt durch : 

jcuuchdem ein beliebiger oder ein sehr kb-incr echter Brueh ist, unter 
k wieder den kleineren der beiden Wertite kf und k" verstanden. 



B. Umdrehungskörper mit symmetrischer Belastung. 

196. — Filr irgend eineii rnnkt 0 des KCrpers sind hier den Um- 
stünden gemii-'s (h-ei m einander senkrechte ansgeseichnete Richtungm 
zu unterscheiden: 



kju.^ jd by Google 



Dattonftnnigtt KOrper. 



807 



die axiale Richtung OX, 

die tnngcntiiile Riclitun": OY. d, i. die Riclitun<j; der Tangent© des 
dorcli den Punkt O gohcndon ParaUelkreises (Uadius = fj, und 

die radiale Rielitun«!: OZ. 

Der Parallelkrci» ist eine Linie gleiclieu Znstandes (Nr. 192); alle 
seine Fnnktt erfahren gleiche Yerrückungen und swar nnr nwdi axialer 
ond radialet Biditung , besiehnngsweiBe = i und (. Ist dann noch x 
die Entfernung der Ebene des ramllelkreiee.s von einem festen Punkt- 
der Körperaxe. so Hind die Dehnnngeai nach den genannten drei ause 
geseiclinoten EichUingen: 

it-f 

Die ( Jri)s>('ii i: utkI L* sind als Funetioneu von .r und r bestimmt 
durch zwei als Dillerentiulgleichungen sich ergebende G leidige wichta- 
bedingungen der anf dn Korperelement wirkenden Kräfte in Verbindung 
mit den b« der Integration jener DifferentialgleichQngen in Betracht 
kommenden Oberflächenbedingungeu. Ein solches Element (Fig. 63) ^^ iid 
^ aus dem Kr»rper naturgeiniiss herausge.ä<*hni(ten durch 

zwei 7MV A\o im Ali-itaiuli- ()X — iLf .scnkivclite 
Kbvnen , zwei unter di-ui W inkel thf ^^egeu einander 
geneigte Meridianebenen und zwei concentrisdic C'yUnder« 
flächen mit den Badien g und s -f - du» Von den drei 
nrgprflngUeh rechten Winkeln an den Kanten OX» OY, 
OZ dieses Körperelementes kann durch die symmetrische 
Belastung . In Folge welcher der Körper nach wie vor 
ein vollkommener IJmdreltung^^körper bleibt , oft'enbar 
nur der Winkel an der Kante OY eine Aenderung 
erfahren ; von den drei Schnbspanirangen t^f % » tt ist 
also nur tj nicht = Null nnd werde einfach mit t bezmchnet. 

Anf die nm den Punkt 0 herum liegenden Seitenflttchen 
rOZ— g de ihf ZOK = dx dg XO Y^ g dx dtp 
des K<iri)erelementeB wirkt nun die angrenzende Korpermasse mit den 
Normalkraften : 

.s\ — ,r <1.: d (f Sy = Uy d.r fh s, — ~ il >• lUp 

und zwoT; wenn sie pusitiv sind, bcziuhuugüweiäc nacii den liicktungen 

Xü YO ZU. 

Schnbkf&ile werden nur anf die Seitenflächen YOZ und XOY ausgeübt, 
nftmlicb 

anf XOY'. Ux^fgdxdtp, anf YOZ*. t„ = T gdgdf, nnd zwar, 
wenn positiv, 

benelunig.-äweise nach XO ZO L'erichtet. 

Auf die gegeniiber liegenden drei Seiteniiüdicn wirken die Spaunungskräfte : 

4.'=4« + dß = ^xa + ~ dx 




nach OX OY OZ 

20* 
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oder wenigstens nach Richtungen, die von OY und OZ nur unendlich 
wenig vorschieden sind, und en<llioh miv^ im Alli^euioinen nocl» eine äussere 
Kraft auf die Ma<?se des KiirperekMiientes wirken in soldiem Sinne, dass 
sie in eine axiale und eine radiale Componente zerlegt werden kann 
benehmqiBweue = X imd Z pro yolmnendnhdt dM K<')rperel«neiit0B 

Dem Gleichgewichte dieaer zwölf Krifte eiitB|>reohen fleehs Gleieliangeii, 
von denen aber vier identisch sind. In Beeng anf drei Azen nindieh, 
die durch den Schwerpunkt des IQSrperelementes in axiulor. tangentialer 

und radialer Richtung gezogen worden, sind die nioichungen , durch 
welche die Momenten summen der Kriit'te IVir die orsto und dritte dieser 
Axen — Null gesetzt werden , deshalb identisch , weil diese Aren von 
allen Kräften geschnitten werden oder mit ihnen parallel sind; die 
Homentengleiehnng fOr die tangential geriditete Axe ist identisoh, weO 
die Besiehnng 

fnSTn=v gwnftss Gleichong (1) in Nr. 2, 

die sich anderen Falls daraus ebenso wie in Nr. 2 ergeben bitte, hier 
schon als bekannt voransgesetzt ist. Auch von den drei Gleichungen, 

welche ausdrücken , dass nach jeder drr drei Axrichtungen die algehraisclie 
Summe der Kräfte = Nnll ist, ergiebt die auf die tangentiale Axrichtung 
bezügliche nur 

•^-5# = « 

oder .s\. = einer Function nur von x und z , wie übrigens schon aus dem 
Charakter des Tiu-allelkreises als einer Linie gleichen Zustandes zu folgern 
war. Es bleiben also nur noch die Gleichungen flbrig, durch wdiche die 
KraftBununen nach axialer und radialer Richtung = Null gesellt werden: 

8x — Sx + ttx — /« -f X f dfar rf« = 0 

oder mit Rücksicht auf obige AnsdrOd» von 8%, s,', t^'t 

. dw dw 
sm — ^ = -^: 
2 2 

däc-{'^^djit-\'Xsidxdzd(p = 0 
— 8jdg>'^^^dx-\- Zßda!dgd^ = 0 

oder mit Rücksicht auf die Ausdrücke von Sxf Syj 8»$ tnt t-s» und bei 
Division der Gleichungen durch gdxdndip: 

cx * e de ' 



g de 0 ' dx* 



(626). 
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(527) 



197. — GemäMH dem in Nr. 38 daigMieUten aUgemeinen Verfahren 

■md nun in (526) die Ausdrücke 

SU substituiren , um so zwei simultane partielle Differentialgleichungen su 
«thalten , die durch ihre mit Berücksichtigung der Oberfläohenbedingungen 
anszultihrende Integrailon die Gr<».Hst'n t als Functionon von x, z orgobcn. 
Indem dadurch nach (527) auch die .Spaunuugen (j^ , (T,, 0^ und t 
bestimmt sind , reducirt sich uiil — — 0 uud ly — i die cubische 
Grlridiung nir die H«iptspannangen (Nr. 23) auf; 

(ffx — ff) (ffy — ff) (ff, — ff) — (ffy — ff) = 0, 
zerlegbar in: ffy — 0=rO und ff* — (ffx-h t^«) ^4-^x^«"^'=0' 
Hiemach ist ffy eine Hauptapannung , und wenn sie mit bezeiclmet 
wird, 80 dnd die zwei andeven : 

und BcUieailich die entsprechenden Haaptdehnongen bestimmt dorch: 

w»^^ + g» 



Weisser, 

•ß«»=^^s 



(528). 



Uehrigens hat man auch, nachdem and ^ als Functionen Ton x 
nnd iv gefunden sind, 

c _ ac _ ac . 

und damit die Uauptdehnungen als Wurzeln e der cubischen Gleichung 
(Nr. 23): 

4 («X — «) («y — «) — — («y — «) y*= 

yS 

zerfallend in : Cy — « » 0 und «■ — + 



also Cjssy ; 



1-^ 



2 



f Digiti 
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l!ci (l(Mi lolgeinNui S|>(»<*iainillon wird viclfu(;li eine der Nomial- 
.spaniiiingen o^j 0« = ^uU zu äetzcu üeiu. itA z. B. 0, so lolgt 



IM — 1 W — 1 I 

2(r 2 (f i 



(530). 



I. Uolilcyliuder bei gleichloriuig vertlKMltt'iu Normaldrueke 
aaf die Innere und Snssere Cyliuderfllelie« 

Der HohlcyUnder ist an den Enden offen nnd ftreL 

11)S. — Imlcni aul' «li'ii Ivand Holilcylindrr«! k»'itii' Kr-ird- wirken, 
auch dit'.se lüiiider ganz licl »ein sollen, ho dass alle t^ueri-cliiiitU' sich in 
gk'ieiier Weise erweitem oder zu^amroenziehen können, jenaehdein der 
innere oder äussere Druck fiberwiegend iBt, so sind hier und v 
nberall =: Null, 

o^x* Oyt (^z Huiiptspannungen, 
Cxj eyy €t llaaptdebBuageDy 
die einen und anderen für idle Querschnitte gleich, nur abhängig von g. 
Wegen as = 0 ist analog den Gleichungen (580): 

m — 1 \g as/ 

Von den Gleichungen (526), worin ausser Ox und t auch X und 
Z = Null sind , wird die erste identbch , w&hrend die sweite Obergeht In : 

und durch Substitution der Ausdrflclce (532) von Cj und in: 

dt , : rf? 

+ m i m 5^ = ü 

dg dg g dg 



^ . dl; 

dg^ 



r ' dg g 



ds»^ g* dg*^ dg 

Daraus folgt dmcli Integration mit Rücksicht aiil (531): 

4- + --=*'*'^! * =C*»««.=*ft . . . (638), 

ds g m — 'l \ ^ 
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imil imleiu dii-M' ( il(Molum«r . wi-IcIh' /.»-if;! , d u s s die v c r Ii ä 1 1 ii i s s - 
in ii s ä i g c Y o 1 u tu e ii ii n d c r u ii g c in a 1 1 e u 1' u n k t c u der 
Cjlinderwand gleich ist, atich geschrieben werden kann: 

5-5- = *'' 

ergiebt sich , unter c eine zweite Integrationsconstante verstanden, 



JSL = t-Ci —-=3: 



Z 

h 

und daraus nach (533): - — 

Uz 2 



(534). 



c 

-2 



. (535), 



Die Eintlfilining dieser Ausdrücke in die Gleichungen (532) giebfc: 

unter A und B Constante verstanden , durdi welche h und c bestimmt sind : 

m \-l A . in — 1 A 1 A 



wegen <t = — 



m 



^ , * Jl» ferner c= AVf = TT 

2 «+1 2Ö ff» E 



(636), 



wäiirend sie selbst, wenn 

r| den inneren, den äusseren Radias, 

;>i den inneren , den Susseren Druck auf die Einheit der Oberfltohe 
bedeutet, sich daraus ergeben, dass 

für jS = Tj sein muas : Om — A ^ = — Pi 



B 



und für a=sr^ sein muss: J[< 
Daraus fulgt: 

r»* — nr — 1*1 

und eigeben sich mit den hierdurch bestimmten Ansdrüdien (535) der 
Ibuptspannungen Oy und a» nebst (rs = 0 die Uauptdehnnngen: 

IM m 



= ay — 



- m — 1 . , 1 B 



(538). 



IH 



f» 



Nach (533) und (530) ist schliesslich die verhftltnissmässige 
Volumenänderung der Cylinderwand: 
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'=;j3T»=2-s-E • • • ■ '^^«^ 

die verhaltniKsiniisäigc QuerschnitLäüuiluruug des Hobl- 
rattmet dagegen: 

e|=r2ey för jff&sr^ 

2 /IM — 1 . , m+1 /M ^^^^^ 

— VVt'nn (Ii«' kleinere der beiden Pressungen p^ und nicht 
wesentlich grösser, als der atmosphärische Druck ist, so ist gemäss der 
Bemeiknng xu Anfang von Nr. 194 fOr inneren Ueberdmck 
(pi > A) mit jp^ = 0 nnd |»| s=p nach (537) : 

rr — rt' — 

damit nach (538): 



m rj* — n* 
^ rj* — rr \ w z* ' m / 

p-('!l±lr^-'!t=l\. 

— \ m g* m / 

Die groeste positive Dehnm^ ist hiernach = ^ jRlr#=r| und die grnsste 
negative jihsohit genommen — — f, fiir xr = ri, die grösete An- 
Btrengung also jeden falls an der Innenfläche des Uohl- 
cy linders: 



max 



. (541). 



SoU eine positiTe Dehnung höchstens^ der Absolutwerth ehiernega- 
tiven höchstens = sem, so folgt 

Ja 



f ^ 7?/ / \ ' -= W*^'^' — 



(542). 



rj\--=w/j" — (m — l)y 

1)1» 

In der Regel ist der erste dieser beiden Gtenswerthe von >^ der grSssere 
und deshalb maassgebende, jedenfHlls dann, wenn h' <:^^* ist, da nach (541): 

msa (Etf) > max ( — £c«). 
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Sind ^ und ^ kleine BrQche, w kann statt (542) geseCrt 
weiden : 

[ m ik""^ II» *" 



'ir^>f uod^i^ .... (548) 



und ist der erste dieser beiden Grenswerlhe maassgebend^ soieru nur 
if <mi" iat. 

200. — Für äusseren Ueberdruck (i^g > jPi) ist- niit Pi=(i 
und =i> nach (537) : 

r2' — ri» ra»— n» 

damit nach (538): 



»» ra^ — ri" 



fa^ — ri' \ m ir* m / 
An der Innenfiftche («=ri) aind — ^ und w grOnten. Soll 

* m rj' — rr 

und „^(_£ey);==2-|^^^<Ä" 
8ei% so folgt 

(J)'<^-|-¥"'«'<i-2F'- • • 

P P 

also, wenn und ^ so kleine Brüche sind, dass 
gesellt weiden kum: 

201. — Nach Nr. 101) nimmt die ffir die Anstrengung eint'S Ilold- 
cylinders bei inncrem l ■elxirdnicke — ^) pro Fliicliencinhcit maassgcfiendo 
Dehnung im ISinne des ümtanges von der inneren zur äuttsereu Cylinder* 
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fläche stetig ab, so this« sie Kci gritsserer W aiMMi<'kc (z. H. hei einem 
Geschützruhre unter iler Wirlvung des Druckes «ier Pul vergase) an der 
ftiuaeren Cylinderflächo erliebHcb unter dem xulässigeu Maximal wertbe 
bleiben muM, wenn sie denselben an der Innenflfiche nicht Qbersclireiten 
soll. Behufs einer vollständigeren Ausnutzung der Widerstandsfähigkeit 
des Materials kann alit r ein solcher Holilcylinder aus hohleylindrischen 
filier einanrlor g<'s<'liiilM'nt'n Scliiclitcn <ler Art iMTgesti-llf werden, das.« vor 
(l«*r Kinwirkuiig jenes Drucke^ // sich difs»* Sr iiii-htt'n l«'reits in Defor- 
niatiunszuätänden befinden, die \<>n innen naelt aubsen in entgegeugesetztem 
Sinne verftndeilich sind, wie diejenigen, die durch den Druck p susitslich 
verursacht werden , dass nSmlioh die Dehnung dieser Schichten im Sinne 
des Umfanges ffir die inner^t«' Schicht negativ ist, gegen die Mittelfläche 
der «'ylindrischen Wand hin absolut genommen abnimmt und dann nach 
aussen hin in eine zunehmende positive Deimling lihcrgi'ht. Vax dt-m l^mU« 
müssen die (v(m innen nach auj^scn gerechnet I anl' einanilcr r<'l<,'(>nd('n 
Schichten vor ihrer Zusanuuensetzung »iuli-hc Dimensionen haben, da&s der 
innere Badiue einer jeden etwas kleiner, als der ttussere der vorhergehenden 
ist, auf welche dann jene nach vorhergegangener Erwärmung und ent* 
sprechender Erweiterung aufgeschoben wenlen kann, um bei der Krkaltung 
Hie!) <]araut' te.<itzuklemmen. Die sich hier darbietende Aufgabe werde be- 
stinuater l'ormulirt wie folgt: 

Welche inneren und äusseren Radien müssen die 
n S (• h i (• Ii 1 n , ans d <• n e n der H o Ii 1 r y lind e r g e h i l d e t av e r d e n 
K o 1 1 , V (j r ihrer / u s a ni ni r n •* t / u ii g und i n k a 1 1 e m Zustande 
haben, wenn für den z u s a ni ni e n g e 8 e t z t e n Ii o h 1 c y 1 i n d e r 
im kalten Znstande vor der Einwirkung des inneren 
Ueberdruckes p der innere und äussere Radius^sfo und 
r„ , d i e Radien der auf einander folgenden Berfibrungs- 
f l ä c h e n r, , »j . . . r„ i gegeben sind, w n d wenn d n r e Ii 
d i e K i n \v i r k H n g d es i n n e r e n l' e 1» e r d r u c k e s a n d e n 
inner»'n Flachen a 1 1 e r ;* S c h i c Ii t e n gleich grosse resul- 
tirende Dehnungen (durcli Zusammensetzung mit den daselbst schon 
vorhandenen) verursacht werden sollen? 

Die gesuchten inneren und äusseren liadien der isulirten Schichten 
seien : 

r/„ und 6j , und Ij^ , und h.^ .... f'„_i unil 6„ 

för die 1. 2. 3 S. hicht, 

ferner ff,, und ßy, «, und ß^, a.. und .... . i und ß„ 
die Delinnngen an der inneren luid iiusseren Fliiclie dieser .Schichten im 
zusammengesetzten Hohlcylinder vor der Eänwifkung des Druckes j 
für sich an den inneren Flächen die Dehnungen rar Folge habe: 

«0 -1 h - 1 

Sind dann lerner j>, j>„ i die specif. Pressungen 

in der ]. 2 (n 1)''" lierühning.>llii<lie 

der Schiciiteu vor der Einwirkung des Drucke«» p^ so küuueu uacli 
J^r. 198 
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und ilureli , und 6, 
tti und /^^ durch Pn p^t Oi und ^, 
uad durch jp^, j)^, und 6^ 



0.^1 und durch On^i und ^ 

au^edrttckt werden^ wonach fllr die (3n — 1) Unbekannton: 

sich ^enao viel Gleichungen ergebeut nänüicli die 2 n Gleichungen : 

r,=&,(l + Ä)==a,(l + «,) 

und. die (n — 1) Gleichungen: 



(546) 



a„-)-c„ — ff, -f-f, ^ ... =i^rf„ ^1 . . (547), 

in deni'ii . f, ... f„_ , dun li Nr. bcslimmt sind. Indem Of^ negativ 

ergiebt sich die grüb«te Anstrengung l'iir den zuaammeugesetzten Uohl- 
cylinder im Verhältnis« 

kleiner, als sie bei gleichen Diuieuüioncn für den homogenen, ursprünglich 
epannungsloeen Hohl<^inder sein wQrde. — 

Zur Vereinl'ai liung obiger Rechnung kiinii in den Auadrücken von 



«„_ , und ß^ fi-> • • ■ i^H 



mit Vernachlässigung kleiner OriKssen höherer Ordnung 

r„ f»ir Hq, rj fiir //, und ti^ , r, ftir fe, und . . . r„ fiir />„ 
gesetzt werden, und indem dann die Crleichungen (547j nur die Un- 
bekannten Pif ' - ' ih-i enthalten, sind diese dadureh bcetium^ dann 
aodi die GrOnen a und ßf wonach achlieiBlieh gesetst werden kann: 

ao = r„(l — ffo) 



(5-18). 



202. — Als einfaohSteB Beispiel der in voriger Nummer beiiandolten 
«llgenteiBeven An%abe Bei 

und werde mss3 angenommen. f4«ch ^r. 200 ißt dann: 



Digitized by Google 



816 nattofBanige KMpac 

5 AY 9- + tJ ^' = - T 27 15^' 



und nach Hr, 199 t 



_ 9 / 4 16 , 2\ 9 82 82 

VT -9 + 37 = y 27 ^ 21^'» 

. 9 / 4 , 2\ 18 

_ 1 / 4 4 , 2 \ 

1 /l 16 , 2\ 82 

Nach (647) iet also bestimmt durch die GleicbHog: 

18 I o 82 , 82 

700 

md folgt daraus: = 0,1316 

«0 = - 0,474 I- Ä = — 0,298 |- 



aft+^ = Oi+«i = M26^ 



= 0,763, 



somik adum bei nur swei Uber einander geschobenen Hohlcjündem eine 
EraiMiwigwng der Anstrengimg mn fast 24 7e* 



b. Der Hohloylinder ist an den Enden festgeklemmt oder durch Böden 

geschlofisen. 

203. — Wenn der Hohlcylinder an den Enden nicht offen und frei 
ist, so dass sich nicht hHc Querschnitte in gleichem Maasge ausdehnen 
oder zusammenziehen können , so führt die strenge Untersuchung zu so 
grossen Scliwicrigkeiten , dass sich das Bedürfniss heraushtellt , dieselben 
durch vereinfachende Annahmen xa Termindem anal<^ denen, amf welchen 
die Untenncbang dee Spannangt'» vnd Deformatfonaraetandeii belasteter 
fltabförmiger Körper im sweiten und dritten Abschnitte beruhte und wekhe^ 
ebenso wie sie dort um so zutreffender waren, je kleiner die Querschnitte- 
dimensionen im Vergleich mit der Stnblänge, so hier um 50 woniger fehler- 
haft sind , je kleiner die \V a n d d i c k e h = — ;•, des H o h 1 - 
cylinders im Vergleich mit denBadien und ist Die 
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Belastung bestehe in einom an d e r I n n c n f 1 ä o Ii e gleich - 
mäsflig Verth eilten s p e c i f i 8 c h i' n N u r m a 1 d r u c k o p und in 
entgegengesetzt gleichen Kräften P, die an den Enden 
»ttf die Bftnder dee Hobleyliadere riBgium gleichförmig 
vertheilt in exieler Richtung wirken (dehend oder drfidcend, 
jeuachdem P positiv oder negativ ist). Insbesondere bei einem an den 
Enden durch Böden, gleic Ii falls mit p pro Flächenein- 
heit belastet, geschlossenen Hohlcylindery s. B. einem 
cjUndrischen Dampfkessel, ist P=: n f\-p. 

Bei Voraussetzung der in Nr. 19G erklärten Bczcicliinin;;on kann nun 
die radiale (zur MittelHäche senkrechte) Normalspannung mit demselben 
Bechte aaaser Acht bleiben wie bei staUcindigen Körpern (Nr. 24) die 
knr Mittellinie senkrediten Spennnngen «r, und agssNoll gesetst wurden, 
so dass nach (630) folgt: 

Ist femer r = o ~ ursprimgliche XiadittS der Mittelliüche des 
Hohlqrlinden, 

^ die mit seiner Deformation verbundene Aendemng von r. 
V die Entfernung eines Punktes resp. Parallelkreises von jener mitt- 
leren Cylindertläclie , positiv nach aussen ; negativ nach innen , also 



bei der Untersochnng stabftnmgv Kdfper von den Aenderongen ihrer 
QQMnsehnittsdimenaionen abstrahirt su werden pflegt, falls ausserdem 
jedes V hiniftnglich klein im Vergleich mit r ist, um da* 
gegen ▼ernachlässigt werden an können. Dadurch wird: 

m — 1\ dx ' r / ' m — l^d.r ' r/ 
und ist darin q eine blosse Function von .r . ^ dag^^en eine Function 
von X und von der (statt js eingeführten) Variablen v» 

In Betreff dar Art, wie ^=8^ v abhängt, kann endlich noch 

ox 

eine einfache Annahme gemacht werden analog deijenigeui die der Unter- 
rachong der Biegungselastieitlt gerader Stibe hi Nr. 86 an Grunde gelegt 

wurde. Bliebe nlmlieh der Ort der ma- 
teriellen Punkte die ursprflngHcli in einem 
^ A Radius lagen , aucli bei der Deformation 

T eine zur MittelHäche senkrechte Gerade, 

' 80 wäre, unter 

Btx die axiale Dehnung in der Ifitlel» 

fliehe, und unter 
Jß den Krümmungsradius der Meridian- 
linie der deformirten Mittelfläche 
(Fig. 64) verstanden, analog Glci» 
chung (74) a. a. O. 
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mit dem oberen oder tmteren Zeidieii vor ~ , jenadidem der Krilmmungs- 

7« 

niittelpiinkt mich der Seite der ('ylindenixe Ali hin oder auf der anderen 
Sciu.* liogt, jeuuchdem also näbeniogsweisc analog Gleichung (82) in 
Nr. 40: 

1 _ d'^o 
iaif womit «oh flir »tte Fülle oigiebt: 

'«=3^=*«-'^^* 

Wenn swar in Folge der Wiikong der SehnbkrKfte die nraprfingUcb xnr 
Mittdflftche senkrechten materiellen €^eraden in der That nicht auch mr 

dcrorinirten Uittelfläche senkreclite Gerade bleilH-n . so ist darum doch die 
fileidmng (ooO) mit dorselben Annäherung zutretrend, womit zwei in einer 
Meridianebenc unendlich nahe benachbarte snlclie materieUe Linien we- 
nigstens als gleich gekrümmt und gleicli gegen die Meridianlinie gelegen 
gelten können, ähnlich wie jene (auch später bei der genaueren Prüfung 
in Nr. 142 — 165 hinläugUch bewfthrt gefundene) Gleicbimg (74) in 
Nr. 86 darauf beruhte, daas zwei unendlich nahe benachbarte materielle 
Querschnitte als gleich gekrflmmt und gleich gelegen gegen die daetische 
Linie betraAlitet wurden. 

dl 

Durch EinfRhnmg des Ausdruckes (550) von -t-^ ergiebt sieh aus 

ox 

(5-19), wenn mit Orx die axiale Normalspannung Og, in der Mitteldiiclie 
{v=0 rcBp. z = r) bezeiclinet wird, 

- ^ A«» ^ - d J + y ) = ^« ö ^ • 
Ist aber Fss29trk der Querschnitt des Uohl^lindeit, so ist 

1 fW 

und folgt daraus mit Cr = — - ü' : 

2 tit^p 1 

_ w— 1 1 P 1 g _ m«— 1 P 2.1. nirt^ 
m 20F m r"^ m* EF m r ^ ^ 

sowie auch aus (549), (550) und (551): 

^1P + E±- '" /C/'l- (568). 
m ' r m- — 1 dx^ 
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Ist der Hühlcylindcr diircli BiVden geacfalossen, die auch dem inneren 
Drooke p ausgesctot sind, so ist: 



P 'V a/ . p(r — h) pr 
gesetxt werden kann, wenn h hinl&iglich klein im VerglMch mit r ist. 

204. — Nach dem in Nr. 197 erklärten N'criUlircn wären nun die 
Ausdrücke (552) und (553) von und ay uebst = 0 uud 

in den Glciclninfron (r)2r>) /n «mbstitniren, um durch ihre Integration und 
mit Hiicksiclit auf die ()l)crllächenh<;dingungen Q als Function von .r, 
sowie ^ ab Function von x uud v zu erhalten. Nachdeni indessen § 
durch die Oldchung (550) aus den AusdrOcken von er« und Oj fort- 
geechafll worden und somit nur noch Q als Function von x an bestünmen 
rii>rig geblieben ist, wozu eine Gleichgewiclitsbedingung ansreicht, kann 
eine der (Jleiehungen (o2(>) hier zur liestimmung von f dienen. Die 
oi^te derselben ist aber mit X=ü und ß=s=:r (bei OMlsequenter VeT" 
nachlüssigung von ü gegen r) : 

und t'ulgt daraus mit Küek»icht auf (552): 

dt? m- — 1 dx^ m* — 1 2 dx-^ i ' v 
unter f(.i ) ein«' Fun<'tion von x verstanden , iVw. dnduroli bestiinnif 
dass c (nach Hr. 196 = Ty oder bei noch vollständigerer Bezeichnung 

= T„^Tn) 1^=4:-^ den Werth Null hat (widrigen Falles auf die 

Oberfläche des llohlcy linders eme axiale äussere Kraft wirken müsste). 
Somit ist 



Die sw«te der Gleichgewichtsbedingungen (526), worin Z and 
s=s Null XU selasen sfaid^ ist endlich cur Bestimmung der in den Ans- 

drücken von Ox - ""^ t vorkommenden Function q von X , d. h. zur 
Hestinnnung der (Jleichung der Meridinnlinie (Fig. 64) der deformirten 
MiftelHücbe disponibel geblieben. Indem aber diese (ileiehiing dadurch 
entstanden ist. dass die algebraische Summe der nach radialer Richtung 
auf das Volumeneleraent (Fig. 63) wirkenden Kräfte = Null gesetzt wurd^ 
hat sie offinbar mit der Vernachlässigung von ihre Gfiltigkät veiloreB| 
und muss sie vielmehr ersetxt werden durch eine analoge Gldchung mit 
Bezug auf ein Körperelemenf. das aus der ganzen Dicke der cylindii» 
Sellen Wand von zwei in <b'r Fuffemung d r parallelen Qneraclinitt?ebenen 
und von zwei unter dem Winkel d<p gegen einander geneigten Meridian- 
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ebenen beratisgeschnitten wird. Indem anf die Innenfläche as — ^^dg>äx 

(lioKos K('>r{)orelotiiontes der specifische Druck p ausgeübt wird| erhält man 
die Gleichgewichtäbcdingung : 

J'(r '\-v)dq>dv - j^ dx— J2dxdvü,min 4- J> — - j^ <f ^ rf« — 0 , 

worin rieh die Infamie auf v bestehen nnd swischen v = ~ nnd 

9 = zn nehmen sind; oder bei abermaliger Vemachläaslgnng von 9 

nnd -~- gegen femer mit sm^^tss^^ nnd bei Division der Glei- 
dning dmx^ — rdgfdxt 

Mit ROcksioht auf die AuadrQcke (553) und (555) von Cj und t lb|gt 
daraus wegen 

Diese Gleichung hat^ unt«r 2» und B C!onstante verstanden) die Form: 

nnd kann dnreh die Substitution : q = -f~ ^ « unter a eine andere 
Function von x verstanden, auf die noch einfachere Form 

gebracht werden. Somit ist: 

e=^ + .»i.^ = -^(,_i|A). . (586), 

während a bestimmt ist durch die Gleichung: 

ä*a , m* — 1 a ,K»m^ 

dSr+12-si-7iF = » • • • • »W)- 

P or 

FOr den geschlossenen Hohlcylinder ist mit = ~ aaefa 

(554): 



^ = — - i 2*>>-l PTi fßßov 

-EäV* m 2^- 2m £A ' ' ^^^^^ 
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21).'). — Der Diflereutialgleichung (557) ^ die gtiiM:itnebeu wurdu in 
der Fumi: 

^ + *<^.=0»a,= ^A^:;--a . . (559). 
entspricht das allgemeine Integral: 

anter r di«* Basis der imtiirlichen r.o^iirithtneny 
(\^ ^'s» ^'4 '■•>nsUinte (Wffirienten, 

C|y Cy; die Wurzeln der Gleichung 

vci'äUindeu. Dieselboa Hiiui iuiugiuiir und dursUdlbar durch : 



mit i = y — 1 , 8« dims 

wird. Mit Hülfe der bekannten Gleichung 

r — cos ./■ 4- / 

kann indes.^cn «hin-h Kinlnlining neuer ( "onstimti'n f, ff, f, if' slatt C^y 
C^f C\f 64 die inmgiuüre Furui jene» Integrals in eine reelle verwuudelt, 
nfimUch geseCefc werden: 

o=e»> [(O, -f- (\) CO.S (nx) + {(\ — C^) i mi («./•)] 

=r [fcos (nx) 4- .sm (w.r)] + p'«'" [/"' <yw (n'x) + (t' sm (»'.i)] . 
"Wag aber die Coellieieuten m, n, m', n' beiritll, so folgt aus 

c*-|-4a* = 0 ockr (•— 1)« 



wegen ( — 1)* = 



^| = #»4:n» = o(l + t), also Mi = a, « = « 



^1 = m'^n'i = a ( — 1 i 0 > wi'= — a, »' = a . 

Mit dem obigen Werthe (569) T<m a ist hiernach schliesslich : 
a = ^ (/■«» (aa?) ^gsiin (oa?)] + |y «» (aa?) + ^ (aar)] . (660)» 
und bleiben nur noch die Cbnstanten fy <j . f, </' mit Rtteksicht auf die 
Bedingungen zu bestimmen y denen der ilohlcylinder an seinen Enden 
onterworfen ist. 

206b — Wenn insbesondere beide Enden des Hohlcylinders 
denselben Bedingungen unterworfen sind» so dass die mittlere 
Querschnittsebene nach wie vor 8ymmetrieebene ist, so mnss, falls der 

attL»hot, BlMlMtlt iiiid FMtlgkAlt. 21 
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AnfanjTspunkt O dor ./ -Axo fFig. Gl) in «liesem mittleren Qnor&clinitte 
angenonnncn wird, q = A a , folglich aurh a für x und — x einerlei 
Werth haben, muss also mit Rücksicht auf (5G0): 

f ms (fix) - gsin (a.r) = /*' ms (a.r) -|- f/' sin (a ./ ) 

/'cos (ajr) -j- (/ .s/w — cos ./ ) — g' sin (ti.i ) 

sein für jedes w , was voraussetzt , tlass = f und g' ~ — // ist , also 

^ = ^4- f(r*^ 4 r-"*) rns(a.r) + //(r*"» — r-"^) .s/w (//./) . (5GI). 

Zur vullfJtändigen Bestinuniin^^ der Aul'gabc werde endlich norli 
angenommen, der Hohl cy lind er sei an den Enden so fest- 
gehalten, dass weder eine Erweiternng teiiies Qner- 
Bchnittest noch eine Neigung der Meridianlinie seiner 
Mittel fl ä c I) c gegen die Aze daselbst mögliehy dass also, 
unter l seine halbe Länge verstanden, 

für xs^lt p « 0 and 4^ = 0 . . . . (662) 

a.r 

ist. Die diesen Bedingungen entsprechende ilestimmung der noch übrigen 
Constanten f und g lässt sich dium durch die Bemerkung vereinfachen, 
dass immer, sofern nur nicht etwa l viel kleiner als r ist, ab sehr 
klein gegen e** vernachlässigt werden kann. In der That findet man 
s. B. mit flf=sS: 

folglich, wenn auch nur l = r gesetzt wird, 

1 

a/=»4; e»' = 54,ü; e-"' — — 



54,6 2981 

Die fragliche Vemachlässigung wäre in noch höherem, und swar schnell 
wachsendem Grade gerechtfertigt , wenn /; < O.l r oder />>•, somit 
a2 4 wäre , wie es H. hei cylindrischen Dampfkesseln der Fall ist, 

bei denen in der Regel sogar > 20 sein wird. 

Indem nun aus (561) folgt: 

iS-=/'f('"-'"*'>*»('")-(^'+'-">"''(''^a i . 1568), 

ergehen sich hienins und iuis (')V)\) gemäss den Bedingungen (562) folgende 
zwei Bestimmungsgleichungen für /' und g : 

0 — A-\- f(*^ cm {(tl) -|- g s/« {nl) 

0 = /"e-' [cos (ö/) — sin {u / 1] -}- // ^'*" [ros {<i 1) -f sin («/)] . 

A j lA 1. cos in i) — sinlal) . 

Aua der sweiten folgt: o = — — . ) , f 

^ ^ cos(al)-i-smial) ' 

und damit uuh <Ier ersten : 

. >. .1 1 ^ IN. cüsial) — sininl) . . _,1 
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^ ^^_^ co,(al) + ^(al) ^ ^^^co,(al)-m,(al) ^^^^^ 

207» — Indem nunmehr q darch GImchung (561) vollkommen 
besUmmt istf können nach (550) und (551): 



femer = mid nach (530): e,= — *«+^ y. 



(565) 



«>w.e nach (555): y=.^- = 2- ^ --^ = - — — 

f&r jeden Punkt gefunden w«den nnd damit achlieeslich die Hanpt- 
debnongen naeb (629) in Nr. 197. 

Die gri»?st<*n Ahsolutwertlie der letzteren sind mit Rflcksit^ht ftiif die 
Art, wie die Mittelfläche des Holilcvlinderg dctoniiirt wird (Fig. ()4), im 
minieren Quer.aclinitte (r = 0) und in den Endquersclinitten (./ = /) zu 
suclioii , so diiss es zu ilirer Bestimmung, bedingt durch e^; ^yj ^» und 

d^Q (Po 

nnr der Kenntnias von p, und -~r (ür xssO nnd xsssl bedarf. 

^ du;' dx* 

Zn dem Ende findet man ans (568) darcb wiederholte Differentiation: 
1 d*0 

2ä* 1^ — — /"(c** — « " "} sm iav) + ^ (c** + c -") cos {ax) 
1 d*p 

27» =/^C— -e-^)eos (ax) — (e*« -|- «-«) sin (ax)] 

-j- g [(e« _ <5-«) COS (ax) — (c" + «>» 
ond biorans sowie aas (561) bei Vemacblfissigimg von e"'^ gegen <*^f 
und wenn die d; = 0 ent^rechenden Werthe durcb den Index 0, die 
x = l entqnreohenden durob den Index 1 angedeutet werden, 

^sO gemäss der Bedingung (562)« 
endlich mit RRcksicht auf (564): 

« ^ { [«w (<rf) + ÄiVi (o/)] « + [cos (fl/) — ai» («?)]•) = 2i4. 

Je grösser ai ist» desto kleiner nnd nnd nach den Gleichungen 

A A 

(664), nnd mit desto geringerem Fehler kann 

gesetst werden. Da die Deformation des Hohlcylinders notbwendig ta 

21» 
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solcher Weise stattfindet, «Inns sich in der Mitte ein Bauoh bildet, dau 
also 



n^ativ ist, wafirend iloc-h </ jf imcli «Icr (Jri>sse al positiv oder 

negativ Hein könnte , 80 muäs man 8cliliet4.son , dasH die vurstehende £nt^ 
Wickelung Oberhaupt nur mit der Annihening gültig ist, womit 

1^^^ ^0 und entsprechend auch q^ = A 

geseilt werd«ni kann, was, indem es darauf hinausläuft, e~*^ nieht nur 
gegen sondern selbst g^en 1 na ywnachlSssigen , mit Rfidnicht auf 

den Näiierungsgrad dieser gtinzon Untersuchung in der Tlmt unbedenklich 
pi-sclieint . f'sills nur i'twa al > b , also 0,0067 ist. Unter dieser 

\'orau88etzung kann somit gesetzt werden : 



2(^. — Für den Fall des an den Enden g e k <• 1» 1 «> s s e n e n 
Uoblcylindera, in welciiem sich eine Flüssigkeit befindet, die auf 
die Einheit der ganzen Innenfläche den Druck p ausübt, hat man nach 
(558) und (559): 

4 



A=ll"-y >"■'- and — » 1/ '1 

2 m Kli 

2)11 — 1 p) 



also ^= 



2in Ei 

2m — 1 pr 



und ist femer nach (554) au setzen : 

jP_ pr 
F ~ 2/* ' 

Für den nutth;ren und für die Eiidiniprsrlmltte , die liier allein in 
Frage kommen, ergeben sich damit die Werthe von «xi Uöd y aus 

den (Jleiehungen (5G5). 

Im mittleren Querschnitte (jr = 0) ist mit - ^ aucli/ = 

Null, smd also e., e^, ^ Hauptdehnungen, und awar: 

^ «i* — 1 pr 2tn — I pr pr 

^ m* 2h 2m* h ^ 2m X 

fi,Vi. — i^lZlL^ 

/f-, i — (w — 2) + ( 2m-l) pr 3 
Wo 2jii(iif-l) "~ r ~ 2m T • 
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Die gri'Kcstc (iio.-t>r Ilaiipuleliuuiigen , also die grflitte Dehnung im mittleren 
Querschnitte überhaupt ist €y : 

max(E,\ = (Ei,\ = -^"'-^ ^~ ''^ >]^- fflr «-8 . (667). 

In den Endquerschnitten (jc—l) ist mit q auch Cy = Null, 

B h 

wibrend 9, und somit absolnft g«i<umnen auch - (atif= — 

m — 1 2 

. h 

am gröBSten sind. Da (einer y - den Werth Null hat, sind 

hier €xt By, 9, wieder Haoptdehnungen und swar ist die grQsste: 

2/;+ 2- ■'"'-2«. 
2»»^ h h 

(.',158). 

Zwar kfinntcn in <len EnchnH'rscIinittcii noch <lio Punkte ilirer Mittellinien 
{^v — 0) als rehitiv gelahrliche Punkte in Betracht kommen, indem daselbst 
y am grössten ist; die bieraas md ans dem entspreclienden Warthe vom 
fx hervorgehende grösste Hanptdehnung wäre nach (529) 

9t. . m— 2 m 
wegen €«= also €,-|-^= und — ^ = 



m—t' ''^ m— 1 ' • ^ w— 1^ 

an dieser SteUe = i^i^^i^-Lj ^^WC^EW . 

Wenn man aber darin die VVerthe von y> welche j; = l und ü = Ü 

entsprechen I s. B. mit m = 3 substitnirt, findet man dieses relative 
KUudmom von Ee 

und da letsteres mehr als doppelt so gross wie ma.r (E£)q nacli (567) 
ist, so ist es das absolute Maximum fQr den gansen Hohlcylinder. Die 

g r ö 8 8 1 e A n s t r o n g u n g des 1 o t z l e v e n 1" 1 n d e I sonach an den 
Enden an d e r I n n p n f 1 ii c h o der c y I i n d r i s c h e n W and S tatt» 
entsprechend einer mit Jti inultiplicirten axialen Dehnung : 

max;{Li)^/c = ^ — j- , (o69), 

wachsend mit dem Werths von im, 

10 

z. B. lur »* =r 8 -5- 4 

o 

h = 1,806 1,859 1,986 . ^~ . 

200* -~ Die Anwendung des in voriger Nnmmer erhaltenen Resultates 
auf die BenrtheilnBg der Anstrengung eines cylindrischen 
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Dampfkessels in Folge des inneren Dampfdruckes ist 

zwar insofern ToUkommen suläsaigi als hier hinlSoglick Ueiii und al 

liinlünglicli gross ist; die Bedinguugsgleichungen (562) werden aber umso 
weniger mtreffea , je mehr die KesflelbOden selbst «ner DefbnnaCion unter- 
liegen. Letztere und die Deroi-mation der cylindrischen Kesselwand bedingen 

sich gegenseitig in einer Weise, dass die genauere Untersuchung dieses gegen- 
seitigen Einflusses mit grossen Schwierigkeiten verl)un<k'n ist . un<l mag es 
daher geniigen, liier niu* schätzungsweise den Eintluss der eigemu Defor- 
mation der Kcsselböden zu berücksichtigen , der jedentalls in dem Sinuc 
Stattfindet » dass dadurch die Krilmmvng der Meridianlinie der cgrUndrischen 
Mittelfliohe ßkr x = l vermindert , also auch jwer durch (569) ansgedrödste 
Maximalwerth k von J?e etwas Terkleinert wird. 

Diese GhrSsse k hA indessen nur «im Theil von iragUcber KrOmmung 
abhängig; mit dem Bestandtheile 

^ , -T- = 0,455 flir m -s- 
2m* h h 8 

wtfd sie durch den Dampfdruck F auf den Kssadbodeii veiuisadity und 
wenn man annimmt ^ dass der andere Bestandtheil 

— (1,369 — 0,455) = 1,404 ^ 

mit nur ~ wirklich zu i>iande kommt, ermässigt sich die resultirende 
Mazimalanstrengung auf 

k = (o,455 + ~ • 1,404) = 1,508 ^= 0,754 , 

wran fl = 2r den Kesseldurchmesser bedeutet. Daraus folgt, unter m den 
Dampfdruck (IJeberdruck) in Atmosphären verstanden (1 Atmosphäre =: 

1,0833 ^ Kgr. pro Quadratcentim.) : 

und kttun i'ür Eisenblech im Ailgemuinou gesetzt werden: 

_ = 0,0012», 

n 

ent-pnM IicikI /• — (350 Kgr. pro tiuaiiratct'ntinu'ier, odt-r fii<llich . wenn mit 
KiM-kisicht uut die zusätzliche Anstrengung des Kenselö in Folge seines 
eigenen und des Gewiehtes seinw WassnrfQlIung , bedingt ausserdem durch 
die Art sdner Unterstüfaning, die Blechdicke nach Schätzung noch um 
0,2 % Durchmessers grösser genommen wird, 

Jb=r(0,0012fiH-0,002)<i (570), 

wenigstens aber As 0,004 <}. — 

So mangelhaft diese Schätsung der Anstrengung eines Dampfliessels 
auch sein mag, so ist es doch ohne Zweifid noch unrichtiger, sie einfach 
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wie die einer ofleuen Ritlire /u heurtlieileii , also nach ('>]■>) al)^e{?elien 
vum Eiuilufibu des Eigengewichtes und der W asterlüllung zu setzen : 

kss^^, wie gewöluüich gescliiebt. 

210. — Als Beispiel eines Ho}il(;y)inderBy der nur an einer Seite 

offen, an der anderen dureli einen 1 Joden gescidossen i.«f , kiinn der 
V y 1 i n <1 e r ei n e r Ii y d r a ii 1 i s c Ii e ii Press e dieiieii. Hei der hier 
betraehliiclien Wuiiddicke , incU'ui dv.r ;iu.s»ere Durchnie.-iser nicht selten 
mehr als das Doppelte des inneren beträgt, sind aber die Voraussetzungen, 
auf denen db Enlwickelung in den vorhergehenden Nummern bendil, 
allxu wenig zutreffend, als dase daraus quantitativ mverlässige Schlüsse 
auf das Verhalten einat aoloben Presscylioders unter dem KinHusHc des 
inneren Dnu kes «gezogen werden k'^inten , der so beileutend ist , doss 
st liDii die Vernacliljissigung di-r radialen Nonnalspannung (j, (Nr. 2U.>) 
hier unasulässig erscheint. Die befriedigende inatheiiiaiii>chu Untersuchung 
dieses Verhaltens ist mn unseres Wissens noch ungelöstes und mit erheb- 
lichen Schwierigkdten verbundenes Problem. Die relativ gr&ssten Dehnungen 
finden ohne Zweifel wieder an der inneren Flache statt: am olbnen Ende 
im Sinne des rmfanges = ntd.r £y , am geschlossenen Eiide nach axialer 
Kichtung - ' DKU t^. Ei"Stere ist kleiner, als sie im Falle des beiderseits 
ülleneu Hohlcy linders (Nr. bei gleichen Werthen vonj>, ij und 

sein würde, und zwar um so mehr kleiner, je kürzer der Presscylinder 
ist; das Yerkleinerungsverh&ltniss bleibt aber ebenso fraglich, wie das 
Verhältniss von more,. zu maxBx und die Wahl solcher vortheiliiadester 
Verhältnisse, wodurch diese zwei relativen Maxima einander gleich und 
damit möglielist klein werden. iJei dieser rii'?ii lierheil und in Ermangelung 
hinlänglicher lOrfahnmgen iiher die Spffiigiing \nii dergleirlien l'ress- 
cylindern bei verschiedenen l^imensiouäverluiltuisseu ist e.s rathsum, die 
grösste Anstrengung nicht viel kleiner, als diejenige einer beiderseits offenen 

3 

Röhre unter übrigens gleichen Umständen zu schätzen. Wird sie = — - 

4 

deiselben angenommen, so folgt ans (642) mit k statt kf und mssS: 



und daraus z. B. lur 



m 




1)1» 


k-^Q.hp 




(671), 
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0,667 


0,778 


0,842 


1 



f« 5 

Wird — — als die Grense betrachtet, über welche hinaus au 

2 

gehen sich nicht empfiehlt , weil die weitere Vergrössemng der Wanddicke 
nur noch eine kleine, mit der schon vorhandenen griisseren Wanddicke 
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f 

immer kleiner werdende V^ergrüsBerung dtes Drucke« p gestatten würde, 8o 

81 

ist der hödistens zuläuige AtmoBphärendrack n wegen p = --n Kgr. pro 
QuadratceBtimeter : 

30 7 70 
»=^7~*= — 5ÜÜ für Ä = 664, 

wonach in einem ^resscylinder von Gnsseisen Jiöcbslens ein Dniek von 
500 Atro. stattfinden -dörAc, wenn seine Anstrengung die Hälfte der Zug- 
festiglieit des Gusseisens nicht fiberschreilen sollte. 

211. — Wenn eine geschlossene oder durch Befestigung an den 
Enden in ihrer Deformation beschr&nkte RShre einem fiusserenUeber- 
d rucke ausgesetzt ist, wie z. B. die innere Hei sröhre eines Dampf- 
kesaelsy so tritt an die Stelle der Ausbauoluing in der Mitte eine Ein- 

achnürunfi^ ; nuspordfui findoi ahor der wescntliclH» Untfrscliifvl «statt , dass. 
wHIiroiid zuf';illii;o AbwiMchuiigm \<>n der genauen Kroi!ifonn de> (^uer- 
Hchiiittos durch inneren Druck vermindert werden, ein äusserer Dnick sie 
umgekehrt vcrgrössert. Dergleichen Abweichungen von der genauen Kreis- 
form sind besonders bei Röhren, die, wie die Heizrohren von Dampf> 
kesseln, aus Blechtofeln zusammengenietet werden, kaum vermeidlieh, und 
es sind daher solche Röhren der Oefnltr nusgosetzt, durch den Süsseren 
Uehcrdruf-k ffedrnckt re«p. zerknickt zu werden. Fs läs«t sich 

erwarten und ■wird ihncli die ICrfiihrung lu-^tätigt, div>s diese (lel'ahr \uiter 
iibrigcn.-i gleichen L nistündeu mit der liöhrenlünge wiichät; die theuretischc 
Ableitung einer Formd fßr die Wandstftike wflrde aber auf unverhSlt- 
nissmassige Schwierigkeiten f&liren und ausserdem an Shnlichen Mtngeln 
leiden wie die Thef)rie der Knickung gerade Stäbe (Nr. 112 — 116), 80 
dass Ver^uelie . welche die T^iblung einer empirischen Formel gestatten, 
hier von besonderem Wertlie sind. 

Dergleichen Versuche sind von W. Fairbai rn mit Riihren von 
10 bis 48 Centim. Durchmesser und 48 bis 155 Centim. Länge angestellt 
worden, die auf gewöhnliche Art aus Eisenblech susammoigeniet^ waren, 
leider hatte das Blech in den meisten FfiUen die geringe Dioke von 
1,1 Millim., während nur vier Versuche mit Bleclistärken von 3.2 bis 
n.4 Millim. vorliegen; der Kinfhiss der liiechstürkc koinite (b'shulb nicht 
so zuverlässig hervoilreleii wie wiinschensweith gewesen wäre. Die K<dnen 
waren an den Enden durch gusseiäcrnc Scheiben geschlossen, die (ent- 
sprechend dem Zustande, in dem sich die Heizröhren von Dampfkesseln 
befinden) an ihrer gegensritigen Annäherung als Folge der Zusammen- 
driickung der Rdhre gehindert waren ; durch ein engeres , in eine der 
Kndscheiben eingenigtcs K<dir communicirte der innere Kaum mit der 
Atmosphäre, während der dnrcli eine Druckpumpe mittels Wasser aus- 
geübte äussere Druck bis zur Zer»törimg der Versuchsröhre allmählich ge- 
steigert wurde. 

Aus den Ergebnissen von im Ganzen 21 Versndien ist vom Ver* 
fasser mittels der Methode d«r kleinsten Quadrate die folgende empirische 
Formel abgeleitet worden*): 

•) Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. III, S. 234, 
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WM» ("2). 

Darin bodontct l die Länge in rcnfimetem, d den Din « liinr<5it»r in Centi- 
metern , h die Bletilidirkf in Millim(»tem . )i den Urhcrdnick in Atmo- 
sphären, wodnrc'h dii- Htilin- zerdrückt wird. ^^'eil indessen dii'>e Formel 
die mit der kleinen Bleciuiicke von 1,1 Millim. augcstellteu Verbuche zwar 
gut, die fär die Praxb wichtigeren Versaclie imt dickerem Blech aber 
nieht genf^^end wiedergiebC, so wurde noch dne «weite Foonel hergestdky 
die den letzteren Versuclien genau entspricht; sie ist bei derselben Bedeo- 
toBg der Boohstaben wie oben: 

2,081 

« = 325 (57S).- 

Bei den mancherlei ^nHillipen und st<tren<l<'ii rinstiiiidcn si>1< Ii<t Ver- 
suche ist deren \'ervielt':iltimiii^ iiidliii^. um diis (Jc.-ctz des NN idi'r.»tiiudcs 
äusserlicU gedrückter Uülireu mit Zuverlässigkeit erkennbur muclien. 
UnxweilSBlbaft ergiebt sich aber die Thatsaehci das« mit sunehmendev 
Lft^ge die Widerstandsf&higkeit wesentlich abnimmt, 
weshalb nach einem schon von Fairbairn gemachten Vorschlage die 
Heizröhren der Dampikessel mit einigen Versteifungsringen umgeben zu 
werden pflegen , um sie dadurch gewiflsermaassen in meiirere Bühren von 
geringerer Länge ubzut heilen. 

IL Kreisförmige ebese Platte. 

212. — Der Süssere Radius der Platte sei = r, die gleichförmige 

und im Vergleich mit r sehr kleine Dicke = h. Am Rande sei 
die Platte entweder ringsum gestützt (lose aufliegend) (xler sie i»ei da- 
selbst eingeklemmt. Die symmetrische Belastung bestehe im All- 
gemeinen aus 

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht sur Oberflache 
gerichteten Kraft Pf 

2) einem gleichförmig auf dieser Oberflädie yertheflten Normaldrucke 

=3|} pro Fl&cheneinheit, 

3) einer auf den Rand (die cylindrisclie T"^mfläche) gleichfrtrmii: ver- 
theilten, radial \virkf*nd(>n iiiissi rcn Kraft = p^ pro Flächeneinheit, 
also = p^h pro Büugeneinheit des Umtanges. 

Ein positiver Werth von P entspreche der gleichen Biditung mit « ^ 
positiver Werth von einem Radial auswärts gericliteten Zuge. 

Die verbogene Mittolfläche ist eine 
ümdrehungsfläche, also bestimmt durch 
ihre Mei idianlinie ; letztere (Fig. (>5) 
sei l)ezogeii auf die Cuordinatenaxcn 
OX , OZ ^ deren Anfangspunkt 0 im 
Mittelpunkte der ursprünglichen (noch 
nicht gebogenen) Mittelüftche liegt, wäh- 
rend OX radial gerichtet und 0/ (po- 
sitiv im Rinne de«; Ueberdruckes /)) 
die geometrische Axe der Flatte ist* 
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Verglichen mit den Hczeiehninin;on in Nr» 196 sind also hier die jß'AsB 
uod die z-Axc mit einander veruiiischt. 

Wenn wieder die Normalspunnung als sehr klein 
im Vergleich mit und Cy vernachlässigt wird, so Iii 
nach (530): 

Wird bmor wieder mit v (positiv im Sinne der positiven g-Axe) die Enti- 
fernung irgend eines Punktes der Platte von ihrer Mitteltläche bezeielmet, 
so !.«( . unter ]{ und ]{^ die Knimmun^sradien he/.ieliungswoise der Meri- 
dianlinie und des dazu senkrechten Nui uialsehnittes der Mittelllache ver- 
standen (7^1 = Länge der Normale , bis zum Durciisclinittspunkte mit der 
g-Axe) analog Gl^clmng (71) in Nr. 36: 

mit den oberen oder onteren Vondchen der Glieder mit jenaehdem 
die Meridianlinie an der betreffenden Stelle im Sinne der negaüven (wie 
in Fig. 65) oder der poflitiven g'Axc concav gekrümmt ist, nnd unter 
^uis ■> f.i.v f^ie Wertlie von e^, Cy in der Mitteltläche (r=0) verstanden. 
Bei Voraussetzung einer «o schwachen IJiegung, dass II und h\ im Ver- 
gleich mit den Dinien^'ionen der l'latte sehr gross sind, ist aber 

1 <l-Z ,1 1 <lz 

wobei die oberen und unteren Vorzeiuiien denselben Voraussetzungen ent- 
sprechen wie oben, also : 

iV'z ^ ' V de 
I3ie KinfDhning dieser Ausdrücke iu obige Gleichungen für Ox und <tj 

mE r , /d'$ , m dt\1 

In der Mittelflftche (« = 0) sind diese mit Onx mid Omj so beseich- 
nenden Spannungen ebenso gross, wie sie f&r jeden Werth too v sein 

wtirden, wenn die biegenden Kräfte P und p = Null wären und nur die 
radiale Kraft j), auf den Rand der Platte wirkte ; dann wäre aber offenbar 
keine Schubspannttng vorhanden und deshalb den allgemeinen CJleirh- 
gewichtsbedingimgen (2) in Nr. 2 zufolge (bei dem Fehlen äusserer 
Kräfte, die auf die Körperraasse selbst wirken): 

\V=:0, alw. da^=0 

dx hy 

ohne Weiteres aus dun Bedingungen der Aufgabe folgt, a^ax >n allen 
Punkten der MitteMKche gleich gross* Dasselbe gilt dann auch von Om^i 
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w«il nAdt der zweiteo der Glricbmigeii (626) , in denen gemi« den hier 
gebrauchten Beieiclinungcn und ztt Oninde liegenden Annahmen x und » 
SM vertauschen, X und Z = Null zu setxen aind, mit r = 0 sich 

n ~ — „ 

ergiebt. Da nun wegen dm* Bandbedingung a^^Pi ist, so ist auch 
und folgt daraus mit Eiicksicht auf die obigen Ausdrücke von (Ts und : 



also : 



m 



E 



d*0 



«II — l ^1 V dz 

"i":^^ 



m 



w /d^z m ds\ 



(574). 



213. — Von den (ili'icligcwiclitshedingungen (52fi), in denen, wie 
schon in voriger Nummer bemerkt , liier X und Z = Null su setzen, 
X und M ai Tertaasohen sind, kann die sweite rar Bestimmong der Sdinb- 
qMmnong % dienen. Sie ist, da ausserdem die Variable v an die Stelle 
von $ tritt: 

ht iFy 1_ d(a;aj 

oder mit Rücki^icht auf die Ausdrücke (574) von Ox und 0^; 

1 r m ^ /d^z m ds\ 

Tp~xI^'^ lar^i + xdx) 

m / d'^s d*z , d*z' 

— Pi 1 



m ^, / d'^s d^z , d*z\-\ 

^lH'"'dx^^"'dii^'dxd\ 

1 m ^, / rf'xf , d*ß m dz\ 

— i ri'Oxmx j- . 4-1» j-^ j- J 

X nt' — 1 \ dx^ • dx* xdx/ 



Daraus folgt durch Integration nach v mit Badnicbt darauf, dass 



r=0 ist für + — 

- 9 



A»— 4|-7^/3.: 1 1 (h\ 



.I«'dentall8 ist T negiitiv, entsprechend dem Umstände, dass der urspding- 
licli lediie Winkel zweier von irgend einem Punkte aus nach den Jüch- 
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tnngen und 1 gf>/.ogenor materieller (leniden durch die Defoimaikm dar 
Platt« in eiuon stuiupl'en Winkel übergeht. 

In den Ansdrfidten von 0, , üy und t resp. von ^ ^ und y •=~x 

hleil>t uuch diu Function d. Ii. die Gleiciiung der Meridiiiuliuie der 
gebogenen Mittelfi&ehe xn bestimmen. Die erste der Gleichgewlehto- 
bedingungen (526): 

der, 1 

kann dasn nicht dienen , weil sie mit der VemacbliMigung von (7. ihre 
Bedeutung verloren hiit ; dag^jen lässt sie sich ersetzen dun-ti die Be- 
dingung des flleicligewiclites zwischen der Schuhspnnnung am Rande und 
der Hela^^tung eines IMattcnstiicks . diis aus d«'r ganzen IMattc von einer 
um die «?-Axc mit dem iiudius x beschriebenen C'ylinderilache heraus- 
geschnitten wird. So erldtlt man, unter % hinfort den Absolutwerth der 
Scbubspannung verstanden, die Begfanmungigtefehung ; 

%itxf%dv — 7tx'^p j P, 

Ä Ä 

worin das Integral von vs — bisvss--- su nehmen ist, so daas 

sich nach (675) eigiebt: 

iilsu 

ff a;» ^" X äx* x^ dx ~ »i« ^A» V^"^ fra: / 

uls DitVcrcntiulgleiciiung der Meridianlinie , wiiUrend daduruli nach (575) 
absolut genommen 



»=--j5— ) .... (576) 

wird. Mit deu Bezeichnungen 

kann jene Differentialgleiclmng gesclirieben werden: 

d«' da? \ « da:/ ""^ 
und folgt daraus durch Intq^don: 

^MLpL=^ + m^+c . . . (678) 

und daraus durcli wiederholte Integration wegen 
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I (a /n .r ./x) =^ ^ {in x-~) 

und nach Diviakm mit x: 

endlich durch eine dritte Integraüon: 

Aus (678) und (579) eigeben «ch die in (574) vorkommenden 
Functionen : 

1 dz ax* , b /, 1 \ , c , 

c/^. - . , , ^ (581), 

wodurch nach Bestimmung der Int^rationa - Confltantra Cf df e insbeson- 
dere und Cy bestimmt sind, w&hrend dann 

nach (580), y = -^ nach (576) 

m 1 fr 

und damit endlich die Hauptdelimingen aus (529) gefiin<l(Mi werden. Ist 
y=0, so da SS , £y, i, diu H 11 u p t d e Ii n u n g (! 11 sind. 80 ist 
entweder oder absolut genommen am grössten. Denn 
kdnnte es, wenn fiborhaupt, am eheatm dann atin, wenn und ^ von 
eineriei Zeichen und einander gleich wibren; doch wftre aell)tt in diesem 

2 

Falle der absolute Werth von £, im V^erhältnisse ~ kleiner, d. h. 

m — 1 

hoiiclistens ebenso gross wegen m^3. 

Von den Constanten c , d , c ist die letzte durcli die Lage des An- 
l'aiigspunktes 0, der die zusainniengehi'irigen Werthe x'=r, — 0 ent- 
sprechen, bestimmt; d ist verschieden, jenachdem die Platte voll oder in 
düv Mitte doich eine knisfbrmige Oeffiuug nnterlnrochen ist; c endlich 
ist Ton der Art der StBtsong oder Einklemmung der Platte am äusseren 
Rande abhSngiif« 

a. Volle Platte. 

214. — nie volle Platte kann nur so gebogen sein , (huss die Meri- 
dianlinie der MittelHüehe l'iir x=0 eine der x-Axq panUlele Tangente 
hat, daSB also nach (579): 



( 



dss\ r , X X d 
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tat, was w^en 



nur dndurch nmglicli ist, dass = 0 gesetzt wird. 

Weun feruer d i e P 1 u 1 1 e a m K a n d e gestützt ist (lose auf- 
liegt), so muss für x = r und jedes v : (r, = sein. Diese Bedingung 
ergidit nach (674): 

d^z 1 dz 



also nadi (581) mit if=0: 



4" m+l 



IbI aber die Platte am Rande eingeklemmt, und «war lo, 

diiss dir Mcridianlinie der Mittelfläche 

daselbst die ./-Axc lienilirt (Fig. GG), 
so erhält muu aus der diesem Um- 
stände entsprechenden Bedingung, dass 

''^sO eeiii mofls fOr xsssr, mit 




dx 



wegen d^Ot 



Radesicht auf Gleichnng (579) und 

^ h(lnr — ^Y . . . (583). 



c = T-ar' 

4 



1. Amt OMUoh« i«r Platto wUrkt air «er gleldkanirig« tpecttielM 

Dnek p. 

21.). — Wenn die Constantc c der Bedingung gemäss bestimmt 
wird, dass x^r, M^O sosammengehörige Warthe sind, erhilt man mit 
5=0, entsprechend PasO imeh (577), und mit dosO (Nr. 214) ab 
Gleichung der Meridianlinie nach (580): 

Nach (574) mit ROcksicht auf (581) ist ferner: 



m je; 



♦M — 1 / 1 o , ^ \ ( ' * 



(685). 
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DieM Dehnmigen sind am grOtiten Ar opsO oder x^r and + ^ 

£ I € 

lind weil ebendaaelbst t= 0 ist. so sind sie imwunmen mit c;. = ^ 

m — l 

Haiiptdeliuungcn. Ein noch grOeierer Absolutwertli von e könnte nur 
dort vielleicht steltBnden, wo 

— px mich (576) 

4 Ä* 

3 t 

am gHSflsten ist, nämlich 8B — —-fi Itlr x^r^ vmO, obgieioh sich 

4 n 

analog dem Veriialten dflnner Stibe erwarten HfaHt, dam ancli hier bei 

der (iiinnen Platte die darch die Schubspannuqgen bedingten im Veigleich 
mit den von der Biegong herrOhmiden Dehnungen Ton onteigeordnetw 
Grösse sind. 

2 16. — Wenn insbesondere die Platte am Rande gestützt 
und eineradiale änssereKraft daselbst nicht vorhanden^ 
also j9|asO ist, wird die Gleiehnng (584) der Meridianlinie mit Rflclt- 

sicht aof den Ausdnick (582) \ < n Cy worin hier dssO sn setaen ist, 
sowie durch EinfUhmng des Ausdruckes (577) von a: 

Hit j;s>0 eigiebt sieh damns dis Durchbiegung der Platte in der Mitte: 

16 m" Eh* ' 

Temer ist nach (585) mit = 0 und jenen Ansdrfieken von e nnd a : 



£ek = 



^m*— 1 p 
4 



(688). 



Ohne Weiteres ist ersichtlich, dass letzterer Werth absolut genommen fifr 
x^O nnd am grffssten ist; dass auch Ee% in der Mitte nnd 

nicht etwa am Rande der Platte r nnd v = + ) seinen grossten 

absoluten Werth hat, folgt damos^ dass 

m j- 1 m \ \ tw -f- 1 2 

ist. Diese grössten AbKolutwertJie von und J^e, sind ausserdem 

gleich gross: 

. 8 (fw — l)(8m4-l) r* ^^^^^ 
wihrend höchstens ebenso gross ist (Nr. 213). 
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3 T 

An der Stelle (arassr, v=0), wo r am grAssten ä -'- ^ p ist 

(Nr. 215), sind , ty , e< = Null, und ist deBbalb hier nach (529) das 
relative Maxiuium vou J'^e 



2 2(> IM 



8 wi-f 1 r 



P 



Eb ist aber^ da -j- nach der Voransaetsong eine grosse Zahl itl, von 

iiutri'geoKlueier Giüsäe im \'erglt>i< li mit dem durch (5ö9) bestimmten und 

r 

dem Qtiadrafte von -r- proportionalen Mazinudwerthe , der demnach daa 

n ♦ 

Maximum des Absointwerthes von JEe in der ganzen Platte ist. 

Inubesondere luit ut — 3 ergiebt sieh : 



6== 



2 pr* 



(690), 



und wenn hhix(Eb)^ k gegeben ist , die nothige Dicke «1er i'latte: 



217. 



Für die am Rande eingeklemmte Platte ergiebt 



rieh mit dem Ausdru^e (677) von a und mit 0 =a j- «r* nach (588) 

die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen MittelflSdie nach (584): 

. . (692) 



* 16 m* Kfr^^^ * ' * 



und mit x = 0 die Durchbiegung in der Mitte : 

<t 8 ffl« — 1 pr* 

16 m» Eh»' ' ' ' 

Femer ist nach (585): 

_ m — 1 ,3tM* — «ov 
= — ^' + T m'^ i' > " 



(698). 



(694). 



Istpj positiv (oder Null), so ist «ui grüssten für u; = 0, f; = --- 
nnd für jr=rr, v= — , ^€y ar="0, v = — -, und «war iH 

<lie»e< Muxiniiun von Kt, dem ersiteii Maximmu von Ke^ gleich , jedoch 
kleiner als das zweite y weiches somit daü Maximum des Absolutwerthes 
von £e überhaupt ist : 

— 1 .8 m»--l 



fnax (Et) = 



m 



/»i + X 



IM' 



(595). 
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Insbeeondan nil m=s3 ergiebt Bich: 

Ist noch p^=aQ, 80 ist M gtgAtim&r GrtSue wm max{Ei)^h die 
adlhige PlattoBdksk« ! 



r 1/1 iL 



8 i t^ä'>- 

•i . 1 

Die Anstrengung ist in diesem Falle — , die Durchbiegung nur — von 
deijentgen der am Bande gestatsten Platte. . 

218. — Im Falle von Nr« 217 befinden Bich ti. A. die ebenen 

Platten, <1 ti r e Ii w e 1 <• Ii e ein dem inneren TT c I» c r i1 r ii <■ k e p 
j» r o Fl ä (• Ii e n e i n Ii e i t ii n i? g e s e t / t e r 11 o h l c y 1 i n d r a ii d o ii 
KuUen geschlossen ist, lalls in lietrcß" der e^limlrisclien Koluwund * 
die Vonuaaetzung (502) in Nr. 206 eieh erfÖUt findet, doss die Meridian- 
tinie ihrer MitteMäche an den Enden keine Neigung gegen die Aze erleidet. 
Ist die Linge des Hohlcylinders 21 1 w wi in. diesem Falle: 

Ip 

also uaeh (596) : Utax {Le) == X VT" + ~m T ) 

insbesondere mit w == 3 : wmu-" {Ee) = ~- -f - p, 

Gleichfolls mit m s S ist aber flir die cylindriache Wand von der Dicke 
hf nach Nr. 208 : 

max{he) = 1,8 '^^^ • 

und es miisste sonach f wenn beide Theile (die Tiodenplntfen un<I die 
cylindrische Wand) gleich Rtark in Anspruch genommen werden sollen, 

h\ r + h ) = '" W 

l r 
mtä, wenn anch • nur klein gegen ist (wie bei einem flylindrisohen 

Dampiliessel) , doch 

r 2,7 , h - \/T~r 
• " . oder . - r 

sein. Für einen Dampfkessel insbesondere würde mit 

|'=r 0,0012 11 + 0,002 (Nr. 209) 

daraus folgen: 

h^^ ^ 

7/ ^ ) 2J (0,0024 n 4- 0,004) ' 

üranhof, Claslicität uiul Kfhiligki'll. 22 
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cB. ftirfi=2 4 6 8 10 Atm. 

^^6,48 5,22 4,48 4,00 3,64 

Wegen dieser rerhältnissmässig grossen Dicke, die sie erhalten 
mOseten , sind ebene Böden bei Dampfkesseln zu vermeiden , Bofem sie 
nicht «liiroli Fowcrridiron vt'rank«'rt werfli'ii. Kino fjonfuiero LTiitfrstirhung 
der goringorcn Anstrciif^ung , welche di»» aniicri'n Falles üblichen gewitlbten 
Böden auszuhalten haben, ist iVeilith mit erheblichen Schwierigkeiten ver- 
bwideii; daas sie, wenn sie anch naeh Kogelealotten gekramnifc werden, 
doch wesenüieh anders wie Theile voller Kngelschalen (Nr. 194) hier 
sieh verhalten, ist einleuchtend. 



(599). 



2. Die Platte Ist nnr dareli die in der Mitte angreifende Kraft P telastet. 

2iy. — nie Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelflat^lie 
ergiebt sicli nach (^HU) mit « =r 0 , entsprechend p 0 nach (577), 
ferner mit (/ — 0 nach Nr. 214, und wenn die Constante r der Bedingung 
gemäss bestimmt wird , dass x=r und j? = 0 zusammengehürige Wertlie 
sind: 

^ ~r — [r- {In r - 1) — {In a: - 1)] — (r * - CoU8). 

Nach (574) mit Rficksicht auf (581) ist femer, wenn keine radiale 
Kraft auf den Rand der Platte wirkt, also Pi^O ist: 

•'=-Lt('"*+t) + t]''| 

I 

Die Schubspaunung t ist in der Milteldüehe («' = 0) , woselbst sie am 
grüssten ist, nadi (57G): 

_ 3 P 

Im Mittelpunkte der Platte werden c,, €y und % unendlich gross, 
und es ist also nathig , daaa die belastende Kraft P auf eine , wenn schon 
kleine , so doch endliche Fläche oder Linie vertheilt sei , st. B. auf eine 

mit der kreisHirmigen Plattenoberfläche concentrische Kreisfläche oder Kreis- 
linie mit <b'm Radius r^. Ist dann r„ nur liiiilän<rrich klein, z. B. <^ 0.1 r, 
so kann ilic ()l»ige Gleichtuig für ^ noch mit gemigender Annäherung für 
die gauxe gebogene Mitteltläehe gelten , während die Ausdrücke von €», 
ond T wenigstens ftlr x> Tq aioht wesentlich fehlerhaA sein können 
und dann auch die gefHhrlichste Wickung der Belaetnng nur filr a;;> r^ 
gesucht sn werden braucht. 

220. - - Wenn insbesondere die Platt e a ui K a n d e e: e 8 t ü t z t 
ist, 80 wird mit den Ausdrücken (ö77) von 6 und (582) von c (mit 
a~0) die Gleichung (598) der Meridianltnie : 



Digitized by Google 



Fkttenförmige Eftrper. 339 



(2^* ^ l^-^l (,._^.)) . (000). 



(601). 



(602). 



daraos mit a; = 0 die Dardibiegung der Platte in der Mitte : 

S=r ^ (w— l)(3 m + l) Pr» 

Ferner ist niioli (59!>) mit jenen Ausdrücken von h nud c: 

TT /«* /r' \ ;r m-f 1 / 

Beide Werthe sind am graesten (&t v = — und arsr^ (Nr. 219), nnd 

zwar ist das Muxiinum von /vCy «l»?r grinsstc Werth von J'U Slierlmupt: 

? ^16»'-+ )^ . (003), 

indem auch der dem Maximnm von fXr. 219) entsprechend^ retatiF 
gr«8Ste Werth von jBc, nämlich (of. Nr. 216): 

\ f« / 47f »w hr^f 
bei verhiiltnissmässig kleber Plattendicke wesentlich kleiner iät. 
InBbesondere mit ii» = 8 ecgiebt sieh: 

5 Pr« . /4 . r . A P 



r 



Z. B. für = 10 20 30 40 50 

ist fw«a;(i:,'t)= 4,07 4,99 5,53 5,92 6,22 . ^ 



«0,407 0,260 0,184 0,14« 0,124.y »wio-'^^^^ii r«) 

d. i. resp. 4,88 6,99 6,64 7,t0 7,46 

mal so gross , n^e d« Maximalwerth Ton bei gldchförmiger* Ver- 
theilung der Belastung Pssftr^p anf der Platte (Nr. 216), während 
die Durctibiegung d hier 2,5 mal so gross ist wie in jenem Falle. 



221. — Fdr die am K a n d <• e 1 n g <■ k 1 e m m t e Platte ergieht 
«ieh mit dem Ausdrucke (5^3) von r und fihrigens (hMisclhen Substitutionen, 
wie in voriger Nummer, <lie (ileichung der Mcridianhnie : 

3 m^' — 1 7* 



* 4rr «M^ M-^ 



^2 J?» -f- r» — a?«) . (605), 



22* 
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die Durohbiegang in der Mitte: 

3 m« — l IV« 



4ir 



Hl' 



JEb» 



J^«. = r— Tt l^» 1) *' 



3 w «— 1 P 



jy«y = — ^ — r-^ 4v ^» — . » 



r 

X 



(606), 



(607). 



Diese beiden Werthe sind wieder am grössten für v = und x = 
(Eeg, wenigstallt dinn, wenn 

In- 1 > 1 , al8o -- > e% d. i. > 7,39 

uif widngeipftüki das MaximwiB von «n Bande für xs^r stottfiiiide), 
ond Bwar ist das Maximum von Ecy der grussto Werth von Mb aberfaanpt: 



max (£€) = -T 5 — In — . -rr • • • 

Insbesondere mit m = 3 ergiebt sich : 

0= ^rr 3 ; «km; (^«) = — - In rr • 



(608). 



(609), 



s. B. filr 10 20 80 40 



50 
5,82 



max(SB)^Sf07 8,99 4,58 4,92 

(1. 1. resp. 4,60 5,99 Ü,80 7,38 7.83 

mal so gross , w 'iv (l«»r Maximahvertli von J^f- bei gleicliföruiiger Vcr- 

llieilung tler liolasüing P~:ir^p iiuf der IMutte (Nr. 217 für j), = 0). 

Die Durclilticgung d ist vier nial so gross , wie in jeueni Falle oder ebenso 

gross, wie bei gleichförmiger Belastung und einfiieher Statsuug des 
Plaltenrandes (Nr. 216). 



3. Die flelohfSrmlg' belastete Platt« ist aasser ihrer Httitzany oder 
Einklemmung am Rande noch in der Mitte gestützt. 

222. — Indem die ecMtrale Stütj:ung von Solcher Art vorausgesetzt 

wird, dass mit Uück«'n ht auf das Coordinatensystem der Figuren 65 und 
(IG ftir ./ = 0 auch j -^M> ist, dass iils(» die deformirto MittelHäche in 
ilirem Mittelpunkte O von der Kbcni! ilirer llandliniu berührt wird, ist 
die Gleichung der Meridianlinie nach (580) mit r/=0 (Nr. 214): 

indem hier e = 0 gesetzt werden muss. um s = 0 für ./• 0 zn erliallon. 
Daraus folgt, weil ausserdem x == r, g^O zusaiumengehörige WerUie sind, 
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0 = ^ + 6(ifir— l) + c .... (610) 

zur Bostirainung vi>ii h, also von nadi Kinsftzuiig <k'ü Au?«lrut'kc3 
(6b2> oder (583) von c. Dieue Kruft I* wird jedeui'uUs uegutiv gefimdea ; 
ihr Absolntwerth ist d«r Druck , den die belaBtete Platte auf ihre centrale 
Stfitce im Sinne von p aotObt mid womh also diese StfitM im umgekehrten 
Sinne auf die Platte wiikt. 

FOr die am Bande gestfitxte Platte folgt ans (610) und (583); 

0 (6«i+ 1) -^j^- - (3m 4- 1) i'. 

also nach (577): 

^P=JLJ^L^^r*p = l,nr*p tnxt m^3 . (611), 
4 8m+l 6 

flir die am Bande eingeklemmte Platte aas (6t0) und (588): 
0=:^(l-2)-f6(-14-y) Oder 0=«-^j h, 

also — P=-|-*rr*p (612). 

Nachdem so P resp. b gefunden ist, crgiebt sich die durch den 
Maximalwerth TOn resp. bedingte Anstrengung nach (574) mit Bflek- 
sicht auf (581). Nach diesen letsteren OMchungen (mit d^O) ist s. B. 
flIr die am Bande eingeklemmte Piatie nüt 

5=-^ und c==~^(-~l + ^nr— l) = ^(i»r— ) 

S-t[»''-"('-«+t)+"('»'-|)] 

also nach (574) mit i>| = 0 und mit Bfleksieht auf den Ausdruck (577) 
Ton a: 

Eej^ = — — j— Um — 2 I ^ 

4 m» \ a? ' r» J ^ 

Für = 0 sind diese Ausdrücke unendlicii gross, so daas sich die 
centrale Stützung auf eine gewisse Fläche resp* auf deren Umgrensungs* 
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linie crstiftkcn iniiss. \Vinl diese wieder, wie in Nr. 219, als kieis- 
iormig mit dem H^idius vorausgesetzt ^ m &ind , weun nur hinlänglich 

klein im Vergleich mit r ist, Cx und Cy absolut genommen am grOssten 

l'ür x = r^f ^ ^ zt « 2WHr ist das Maximum von Cy hU das grossere 

von beiden cugleich die grSsste Dehnung In der ganzen Fhitto: 

max (£e)==mu:iEey) = | [in- + (^) - 1] ^^p . (öH). 

Wie die Vergleichung von (014) mit (595) erkennen lässt, wird die 
Anstrengung der gleichförmig belasteten and amBande 
eingeklemmten Platte durch ihre centrale Stütsung 
in einer Kreislinie vom Radius nur dann verkleinert, 
wenn 

fo»— -}-(^^ — 1<2, also sehr nahe < 20 
ist Ist — viel <20t so kann es fibrigens aooh der Fall sein, dass 
ine noch grössere Dehnung ss ^ am Rande der Platte ^=sr, 9= + -^^ 



eme 
stattandet : 



3 mt i y.1 

muc(E€)=mmiEex)=:-^ — m»~l«^' ' * ^^^^^ 

wenn nSmlich 

ist. Wie die Vergleichung mit (595) lehrt , wird durch Stfitsung in 

r 

einer ucnlraleu Kreit»liuie vom liadius > -=-^ = 0)138 r 

7|2o 

dit' Anstrengung der am Rande eingeklemmten und 
gleichförmig belasteten Platte auf die Hälfte reducirt 

Die ausserdem freilich noei) für gcwis.«<e Wertbe von x swisohen 

und r vorhandenen Mtixinia der Ahsolutwerihe von und ty kommen 
dr,«li;dh hier uiclit in iietraeht , weil sie stets kh'iner yind, als das Maxinxiun 
von f ^ für = r (ty ist — 0 für = r imd jedes ü), weil nämlich die 
betrelleuden negativen I^liuiina der Functionen 

/„J. + 3i__2 und i»- + ±5. — 1 

abäolut genonunen < 1 bind. In der Tlmt ist duB MiLximum der ersten 
Function, entsprechend 

r=0 oder x = -^, 

= 4- ö + 4" "~ 2 = — 0,004 
^ 2 

und das der «weiten ^ entsprechend 
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r = 0 oder j:=— ^, 

Ausdrücklich ist übrigens fi^rvorznln ljen , tlass den angeführten Resul- 
taten für die ausser ihrer Einklemmung am Rande nucli län^^s einer cen- 
truleii Kreisliuiu vom Radius gebtützte blatte wesentlich die Vüraus- 
setxung einer bestiiiimtMi, nSnlksHvaoldi«! Lage der Ebene dieser statsenden 
Kreislinie so Grunde lag y dass ir s 0 fQr o; = 0 ist , dass also der 
Mittelpunkt der defonnirten MittelHäohe in der urspninglichen Mittclcbene 
der Platte liegt. Sollte die Ebene der stützenden Kreislinie genau in der 
ursprünglichen Plattenoberfläche, also von der ursprünglichen Mitteiebene 

um entÜBnit liogen , ao hüte dia Constante e mebt s 0 (entipiMlieiid 

e = 0 für X' ~ 0) gesetzt , sondern gemäss der Bedingung : » 0 für 
xs^Tq bestimmt werden müssen, nnd bitten sich dann um so mehr 

abweichende Resultate ergeben , je grösser ist. Die nähere Unter- 

sucliung dieses Falles ist indessen von geringerem Interesse « als ^ des 
Falles einer centraOen fiefestiguBg der Platte (Nr. 227). 



b. Darohbroohene Platte. 

223. — Damit die Symmetrie gewahrt, d. h. die Platte ein üm- 
drehungskörper bldbe, wird eine mit ihrem Bande concentrische kreis- 
förmige Durchbrechung vorausgesetst , also eine ringförmige ebene 
Platte, deren äusserer nnd innerer Radius beziehungsweise ss r und 

To sei. 

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenbau u. A. 
vor als Deckciplatten von Hohlcjlinderu (Dampfmaschinen- 
Cjlindem etc.) mit centraler Oeffnnag fflr den Durchgang 
einer runden Stange (Kolbmstange) oder als Endplatten 

cylindrisohcr Dampfkessel mit innerer Feuerröhre; ist 
auch im letzteren Falle die Feuerröbro niclit ooaxial mit dem Kessel, son- 
dern nKch unten liin ^fifickt . «^o wird docli immerhin die Untersuchung 
der ebenen Endplatte unter der Voraussetzung eiiuT centralen Durchbrechung 
als Anhaltspunkt von Nutzen sein für die Beurtheilung ihrer nur sehr 
schwer genau an nntersuohenden Anstrengung auch Im ezoentrischer 
Dnrchbrediung durch die Feuerröhre. 

In beiden genannten Fällen ist die Platte einem gleichförmig Ter- 

theilten Normaldrücke unterworfen , der wie im Vorhsigriienden mit p pro 

Flächeneinbeit bezeichnet wird ; ist auch streng genommen im einen Falle 
(Cylinderdeckel ) der äussere, im anderen (Kesselboden) der äussere und 
innere Plattemand zugleicli noch einer radial gerichteten äusseren Zugkratl 
ausgesetzt, so ist diese doch immer nur von untergeordneten Einflüsse, 
und wird deshalb hier (Nr. 212) s= 0 gesetst In beiden Fällen ist 
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feruer die ringioriiiige Platte um iiu^äercn Knude als fest eingeklemint zu 
betrachten ^ wfihrend der innere Band im ersten Falle parallel der Axe 
bew^licb, im «weiten auch fest eingeklemmt ist. Auf diese swei Fille 

beschränkt sich die folgende Untorsiuduing , der die Formeln in Nr. 212 
und 213 zu (Jrundc gelegt werden können vorbolialtlich eines der Kraft 
M* beizulegenden entapreehenden Werthes ; insbesondere ist offenbar 

P= — 7t r^^ j> , also nach (577) : h = — ar,,'' 
7M setzen . wenn auf den beweglichen inneren Rand der 
Platte keine axial gerichtete Kraft wirkt, wie in der 
folgenden Kummer angenommen wird. 

224. — Indem die gleichförmige Belastung der Platte von einer 
FlGssigkeit herztirQhren pfligti die ha axialer BewegUehkeit des inneren 
Plattonrandes hier dmrch eine Dichtung am Ausf1i(>s8en gehindert werden 

mns« . pHegen dann (h*e Verbiiltni.sse (/.. H. 
im Falle des Cylinderdeck<'ls mit Stnpf- 
büclise für den Durchgang der Kolbenstange) 
von soidier Art an sein , daas es AA, wie 
Fig. 67 andeutet, um eine am insseren 
Rande fest und am inneren in 
einer axial 1) e w e g 1 i e h e n Hülse 



ns.«T. 




eingeklemmte ringförmige ebene 



Platte handelt. 

Während n.icli voriger Nummer hier b = — n r^'^ zu setzen ist, sind 
die Coutilanteu c und d (Nr. 213) dadurch bestimmt) daas 

•^ = 0 sein mnss (für x = r^ and a; = r. 
Damit ergiebt sich aus (581): 



und 




<!--««,•< mit « = 



;— 1 



Die Coastente e würde aar dann in Betracht kommen , wenn ^ 
Biegung der Platte, d. h. die Abweichung g eines Punktes der MittelfUiche 
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von der urspningliclu'n Mittelol'fHf IxTcchnet worden ?«>ll(e , wu\on liier 
indessen abgeäclicu wird. Mit jeueu Werilien von c, d und uiil 6 = — f"©* 
folgt ann «ot (581): 



8 



+ *«'('»—i)-« + «^iJ 
-f 4 » » (/» r — y ) - a — o ~ ] 



uud damit äuwic mit dem Ausilrucke (577) von a und mit 
(571): 

3 m' — 1 pr* 



0 



[l_3£l_4n-(^«^-l) + «(^:-f l)J. 



3 



m' 



1 ;^/'* 



(616). 



Fiir )/ = 0 , also «^0. slimmeu diese Aiisdnu ke , wie »■< «ein inuf«}', 
mit deiieu (59:1) übereiu , dio in Nr. 217 iiir die volle um iiundo ein- 
geklemmte Platte erhalten wurd^. 

h 

Mit »M=3 findet man für t; = — und 



11 = 0,1 



2 
0,2 



0,4 



1 r> 



« = ro: jB^= 1,834 1,544 0,024. i-j^l> 

ir=r:—JEe»s= 1,942 1,781 1,263 „ 
E€y ist an beiden RSndern = 0, und es ist sonach ^ X=r und 

t; = x~ä~ gröBste AbBolutwertli von e: 
2 



3 fli'— 1 r' 

«ku; (ii e) =s — ( 1 — 2 » ^ — «) « 



CÜ17). 



Er ist kleiner, als er nach (59C) bei der vollen Platte unter übrigens 
gleichen Umständen .''ein würde, im Verbültni^se : 

1 — 2»^ — a=i0,971 0,890 0,631 
fiir n = ^a=0,l 



0,2 



0,4 und iti = d. 



225. — Wenn die ringförmige Platte an beiden Rftn- 
dern so eingeklemmt ist, dass diese sich nicht gegen 
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einander v e r s c Ii i e l» e n k«>nnfii, so i^t 1* , also auch h, eine 
vorlnuiig unbckaiintc ( uiistante; die im Ausdrucke (öÖOj von ä vor- 
kommendeii vi«r Constanten h, Ct e sind aber dadntdi bestimmt, da», 
wenn der Anfangspunkt 0 der Coordinaten im gemeinschaflüchen Mittel- 
punkte beider Randluiien der BfittelÜftehe angenommen wird, 

jgr=ü und ,- = ü bcm mubj» lür jc—r und j^—fa' 
dx " 

DemgemiSB ergiebt sich mit ROcksicht auf (580) und (581): 
.•4 ä.^* 



0 
0 



— - + — (in r - 1) + -— + Zn r 4- c 



(618). 



8 



Aus den Gleichungen (618) folgt durch Subtnwtion and mit der 



(619). 



nung 



0 = ^2 (1 - n*) -f [(1 ~ r-i) + n^ In -i-J 



_|_£L'(i_n«) + cito~ 



(620) 



und liub den Gieiiliungeu (619): 



ar 



2 



H — 8^" +Yi~ii»'**i» 



(621). 



Die Substitution dieses Ausdruckes Ton in der mten O^cbung (619) 
und in Gleichung (620) giebt: 

o=?r! (1+ „.) + A L , _ i. + + ± 

8 ^ ' '''2V 2 * 1 — ••/ 2 
+ ^*[(l-»«)(Mr-l) + „»;„I- + j!=l-,(to-l)J 

und danu die Elimination von c zwischen diesen swei IcUteu Glei- 
chungen : 



FlatteoiSnaig« Kttpet. 847 
« = (l - + 4»«fc. -i- - a (t - »')) 



od«r durch Divisioii mit (1 — ' n*) und mit der abgekttrstea Bezeichnung : 



X«™L- /„i- (622): 

1 — «■ n 



•ISO ^ ^ jt, - mit f, = . . (623). 



Endlich eigiebt sich aus (621): 

d=fi«(l-/A^) (624) 

o 

und »US der ersten Gleichung (619): 

Y == [- 1 + - ^) - - A*)] ^ (626). 

Der grössto Absolutwcrlh von e ist unter den Werthen von ftir 

h / h 
+ — - an den Rändern der Flatic (positiv fiir t; = negativ iur 

V=s-^J SU suchen, woselbst ^ wegen ^^^0 selbst s 0 ist. Es ge- 

nfigt dt'sliHlb die Aufstellung des allgemeinen Ausdruckes von , zu wel- 
chem Ende /.uv<>rr])>rs( aus ('>81) mit liück.sicht auf obige Ausdrücke 
(623) — (625) der Cunstauteu ht Cf d Bich ergiebt: 

= ^ [- 1 + 8 ^; + (/„ ^ - 1)- »M .- + 1)] 

und damit aus (574) mit Rfiduieb^ auf den Ausdruck (577) von a: 

= T -SP- U - « 75 - " r T - 0 

— »»(A^— (626), 



■ 
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übereinstiimueod in der Form mit dem Ausdnicke (616) von J'U^ in 
voriger Nununert worin nur die Glieder mit (jn ^ — 1^ und -|- 1^ 
»ndcre Coefticipnton haben. 

Was die relHtiscn Maxima von ftn den iiändcru der Platte bc- 
trifil, 80 ist nach (626); wenn 

gvsvUi wird, wo k nach (595) das Maximum von J'U für die am Kaude 

Ii 

eingeklemmte ▼oUe Platte bedeotet, mit «ss — fiar den inneren 

Rand (a:sro): 

- [~ 1 + 3»* -f (in -i- - l) + (Am - 1) (l -I- 4 
oder vregou /» = (1 — n*)l nach (622) : 

^r«. = [~ 2 + 2 -f /* (1 - »«) A - M + Af* (1 + 4 

= + + i-)^]* . . . (628) 
und itlr den äusseren Band (x = r): 

£i^ = [2-/* + 2»nAM-l)]Y 

=r[l— n«-f (»U-y)^]* . . (629), 

z. B. ittr n=0,l 0,2 0,8 0,4 0,B 

und a; = ro: £cx= 1,1466 0,6900 0,1557 0,3043 0,197« . A; 
x^n £ei,as0,4321 0,3528 0,2779 0,2096 0,1492 . A*. 

Ansser diesen zwei Grcnzwcrthen hat Bx noch ein Maximum an einer 

mittleren .Stelle, wo dio IMatto entgegengesetzt gebogen ist, wie an den 
Räudern ; doch ist das/selbu stets von untergeordneter Crrüsse. Mit der 
Bezeichnung : 

eutspricht es nach (62GJt der Bedingung: 

4P* f 

woraus folgt: 
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HiemBoh ist s. B. fUr »— 0,3 0,4 0,5 

x= 0,6106 0,6710 0,7881 . r 

und fHr 9 := A • ^«x = 0,1630 0,1202 0,0884 . h. 

Die g r i> 8 8 1 0 D c h n ti n g findet u l s o am inneren R n n d 
H t a 1 1 ; unter übrigens g 1 e i e Ii e ii Umständen ist sie um so 
grösser, je kleiner der innereHudius Tq ist, und sie wird 
Qiieiidlich gross für r0 = O. Denn für r« = U, abo »=0 iät 
nMh (622) und (628): 

X = aUo usss\ 

w^gen lim(nln-^ = — Mm(iijf»n)sO (Nn 2U). Indem aoinifc der 

Grenzwertti von kfi = ln— unendlich gross ist, ergiebt sich auch Um (i^fix) 

nach (628) unendlich grois, wfthrend 

filr den änaseren Band nach (629): Um{Ee^) = 0,bh 
wird, ferner na«h (680): 

±=1/I 

r r 6 



Um 



ii«.) = (i - Y - ^ «» ö + i) T = ^^T^ * = 0'3«2 » *• 



226w — In dem in voriger Nummer behandelten Falle würden sich 
die ebenen K ii d p 1 iitte n eines mit einem inneren Feuer- 
rohre V c r s e Ii e n e u D a m p I' k e s s e 1 s befinden , wenn dieses Hohr, 
das uaiie halb so weit wie der Kessel zu sein pflegt, gerade in der Mitte 
des letsteveil läge. Die grüsste Anstrengung der Endplatlen (aa ihren 
flui dem Fenorrohre Temietetan inneren Bttadem) wttre dann nach der in 
voriger Nummer angestellten Rechnung (entsprediend »»0,5) nahe 

= -^Ar, d. h. = ~ derjenigen Anstrengung, die der ebenen Kndplntte 
5 5 

des Kessels ohne Feuerrohr unter übrigens ^'leiclien Umständen xukiime. 
Wenn nun auch die ringsinn latifenden Winkelei.sen, welehe die Verbindung 
der Bodenplatte mit (K>tn üuäseren Blechmautel und dem inneren Feuer- 
rohre vermittoln, mne gewisse Yeisttrliung der ersteren bewirken, so wird 
doch ihre Anstrengung durch die eacoentrisebe Lage des Fenetrohtes ver- 

gr<')ssert, und wenn sie deshalb— - geschlitzt wird, so ist dio Dicke 

4 

h einer solchen durchbrochenen Endplatte halb so gross 7M wählen wie 
die einer vollen Platte unter übrigens gleichen Umständen, da dieser nach 
(G27) die C^uadratwur/el der AuHtrengung k umgekehrt proportional ist. 
luuuerhiu miissie dann aber nach der Untersuchung in Nr. 218, wenn die 
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Boden pL-itte von der Dicke // und die cylindripelu' äussere Kessehvand von 
der Dirke //' mleicli stnrk dinidi den innt-ren Uebcrdiiick von M AVaao- 
spliiiren in Anspruch «genommen werden s<jllen, 

(tir »=2 4 6 8 10 Atm. 

h 

h' 

sein. Wenn ;ilso , wie liblieli . h nur wenig > //' gemaeht winl . so ist 
eine anderwoiti<fe corLstnictive Verstärkimg der Hudeii|iliitten (durch gegen- 
seitige Verankerung nuch der Länge des KusseU oder Itesscr durch radial 
gerichtete, mit den Bodenplatten und dem AiMBenkeBsel vernietete Ver* 
steiAingsstege) nnerlftsslich ; der Grad der dadurch ersielten VerBtarkung 
entzieht sich freilieh einer genaueren rechnungsrnSMigen Beorthcilung. Um 
so mehr gilt dasselbe (Vir Kessel mit zwei Feuerrohren, dorm DttrohOMMer 
höchstens 0,4 vom Kesseldurclimesser zu betragen pfl^en* 

227. — Wenn die Anstrengung einer tun R^mde eingeklemmten und 
glcichlurmig belasteten krciärt'irmigen Platte durcli Befestigung in der Mitte 
vermindert werden soll, so muse, wie die Üntersuchnng in Nr. 225 ge- 

zeigt hat, das A'erliültniss -~^=:n einen gewissen Miuimahvertli = ungefähr 

— ül>er5(!lneiten , widrigen Fidles die Iniuispruehnahme der Platte durch 
8 

ihre Befestigung in der Mitte nicht v<M-kleinert, sondern vergrössert werden 
würde, ähnlich wie es sich nacli Nr. 222 aucii im Falle einer centralen 

r 1 

Stützung verhielt, wobei indessen zu gleichm Zweeke " nur > ^ 

sein brauchte. Fig. 68 zeigt 
die Art, wie die centrale Ycr- 
ankemng der Platte durch Etn- 

klemmung zwlcclicn runden 
Selieil>en vom Hudius zweck- 
^ jj **• mässig bewirkt w(M-den kann. 

S(»fern dabei das Verbältniss 

~^=:l»<— ist, kann die unbequeme Gleichung (628) zur Berechnung 

dca Maximalwerthes von Eb ersetzt werden durch die sich nahe an* 
Bchliessende Formel: 




mojc 



ißt) = + 0,725 — 1,9 n 4- 1,12 * (631), 



entsprechend z. B. Rlr fi«erO,l 0,2 0,3 

mu: {Et) \ A i».<i898 0,4558 h 

sUitt 1,1100 0,ÜiJUO 0,1557 /.-. 

Zur Beiirflieilnng des dem Anker r.u gebenden (^uerscbnitteg ist n<»ch 
die Bestimmung der ihn belastenden Kraft = — P von Interesse. Indem 
aber 
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ans (677): P=~7rp niul ans (628): «— /i — 

folgt, eigiebt sich: ^p^^ILfcr^p (632), 

4 

also luieli (612) in Nr. 222 im Verliiiluiisse fi grösser, als der Druck auf 
wne stOtcende centrale Kreislinie vom Badios Tq und von scricher Lage 
ihrer Ebene sein würde, dass der Mittelpunkt der defornürten Mittelfläche 
in der nraprOnglichen Mittelebene der Platte liegt. Nach (623) ist x. B. 

(Ür »sO 0,1 0,2 0,3 

fi=Ml 1,170 1,402 1,659 

und kann auch nUheruugswebe etwa bis »==-^ gesetzt werden: 

/I = 1 + 1,47 » + 2,6 «» (633), 

wonach sich x. B. eigiebt: 

fi^l 1,172 1,394 1,666, 

fllrM=0 0,1 0,2 0,8. 

Aehnlioh wie bei der hier besprochenen centralen Befestigung einer 
kreisförmigen Platte mass natfirlieh allgemein, wenn die Anstrengung 

irgend eines platfonn»rmif;eii Kiirpers unter dem Einflüsse eines Xnnna!- 
«Iruckes mif seine Ohertiiiclie durcli stellenweise liefe.stignn«; ( \'erankeniiig) 
vermindert werden soll , dabei mit der Vorsiclit verlalireu werden , duss 
solche Befestigung nicht auf einen zu kleinen Theil der Platte beschränkt 
bleibe> widrigenAdls ihre Anstrengung dadurch nidit nur nicht verkleinert, 
sondern umgekehrt vergr<">s.sert werden würde. Diiss überhaupt die 
Anstrengung einer Platte ins Unendliche wachsen m u s 8 , 
wenn ihre Pelastung durch eine N o rin a 1 k rn l't von end- 
licher Grösse (z. B. durch die Widerstandskraft eines mit ihr ver- 
schraubten Ankerbolsens) auf einen versehwindend kleinen 
Theil der Platte beschränkt wird, folgt schon aus der Rflck- 
sieht auf die Schubspannungen, die dann in einer die angegrilbne Stelle 
lings umgebenden und verschwindend kleinen Schnittfläche im Ganzen von 
endlicher Grösse = joner äusseren Kraft sein mfissteii. Kin stahftirmigor 
Körper verhält sich in dieser Hezieliung deshalb an»lors , weil eine iirtlich 
concentrirtt d, h. an einem versciiwindend Ueiuea Thcile der Länge 
(flbrigens längs der ganten Breite) des Stabes angreifende KnUt von end- 
licher Grösse nur mit den Schubspannnngen emes gansen Stabquerschnittes 
im Gleichgewichte zu sein twancht. 



C. Ebene Platte, die in Bezug auf zwei sich rechtwinkelig schnei- 
danile Nornalebaiie^; ihrer IM ittelebene symMetrisoh gestaltet und 

belastet Ist 

2SiS. — - Die verhältttissmässtg sehr kleine Dicke der PhUte sei 
wieder mit &, der auf der Oberfliohe gleichftoiug vsrtheilte äussere Noi^ 
maldmek mit p pro Fttchentbiheit beseiohneft. Letiterer sei die einsäe 
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priiniirt' (g«';^<!l»oni') lielustiing. Indem aber zu den Ifcliistoiuloii Kräften 
überhaupt aucli die secundären oder Widerstttudskralte von Stützen resp. 
Belestiguiigeu der Platte gehören , sclilieast di» Voraussetzung doppelter 
Symmetrie der Belastung zugleioh eine eolehe der StOtsong resp. 6e- 
festigang der Platte in sidi. Dabei soll aiuserdem Toranflgesetct werden, 
dasst wenn durch die Berei^gongHwciso der Platte liingfl ihrer MitteMftche 
wir]c«ame Widerstanilskriifte vcnirsnehf werden, diosell»en ho vertheilt seien, 
da. SS il i e e n t s |i r (• e h e n <l e De Ii nun fr in allen Punkten der 
M i t ( e 1 I 1 ;l (• Ii e f II r d i e s e 1 I) e II i c h t n n g in i h r g 1 e i c b g r o s s ist. 

Ein recliJwinkeli^M's Axen.-ysteni ÖX. (fV. (fZ werde so anj;enoninien. 
dass die Ebene XOl' mit der urspriingliclien Mittelebeuc zuKamiueulülU 
und die positiTe £r-Aze die Richtung des Nonnaldrudcee p liat, während 
die Ebenen XOZ nnd TOZ in den Torausgesetsten Symmetriecbenen 
liegen. Wenn dann wieder, wie bei der kreisft^rmigen Platte (Nr. 212), 
die Nonnalspannung als sehr klein gegen Ox nnd Of vemachlfissigt 
wird, so ist wie dort nacli den Gleichungen (r>:iO) : 

oder mit der Bezeichnung; 

^ = ~^2Ö« ^ B . . . (634): 

m — l — 1 

ax=^(«*H-^«,); <yy = ^ c» -f «>) • (63')). 

Wenn femer wieder mit r (positiv im Sinne der positiven r-Axe) 
die Entfernung eine« beliebigen Punktes der Platte von ihrer MittelHiiche 
bezeichnet wird, so kann, unter den Knimninn;.5sradiug des mit der 
.7 -Axe, unter Qy den Kniuiuuing.sradiuH. d< s mit <ler //-Axe parallelen 
NtirmulsehnitteH der Mittelfiächo im Punkte .c , y verj^tiindcn, beide absolut 
genommen, analog wie in Nr. 212 gesetzt werden: 

*K — » *y = *iBj — • • • • (636)» 

Dabcn gelten die oberen oder unteren Welchen, jenaehdem die betraffimden 
Normalsdmitle nach der Seite der positiven ir-A-xe coQFex oder ooneav 

sind ; nnd r,„y sind die als confstAnt vorntis^M-set/fen Dehnungen der 
Mitteltiiiebe »elbst ntK-li den Uiehtungen OK und Der analytische 

Ausdruck von Qx ist bekanntlich : 

dt* h»hy ^ öf"^ 

unter X tnnl /< die Winkel verstanden, welche die Tangente des der j'-Axe 
parallelen Normalsehnitfe-^ hezielmnirsweise mit der ./• - Axe nnd der y-Axe 
bildet, und wo das obi-re oder untere Vorzeichen unter (U'nseUien l m- 
ständen gilt, wie im obigen Ausdrucke von t^. Wenn aber, wie hier 
voransgeselst wird, die Krilmmnng der MittellMtche sehr gering ist, so lind 
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-r — . -T— und eosu sehr klem, eoeX ist sehr wenig von der Einheit 

OX Otf ** 

versciliedeu , ulso uähoruugswcise : 

- =-\. , ebenso — =4- . „ 
und damit uacii (635j und (ü3üj, wenn 

a«, = -4 («but-f f.uv) »nd a„y=J (^^^ em«4-«my) . (637) 

die Norumls|>jui!ning«'n in dt»r MiUeltliicUe imcli den Uklituugcn der A'-Axe 
und der y-Axe bezeicInuMi : 



oj - 



\d.r- m dir / I 

. / 1 b^-z , b'-z\ 
\»* bx- dif- J 



. (638). 



Den Voraupsotzungon der Aufgabe entsprechend ist die defonuirte 
Mitteliläelie nach wie vor svnunetriseh in Uezü«; sinf die Coordinateiu'henen 
XZ und YZ y ist also s eine gertide ^ d. Ii. solcltc FiUK tion von x und 
y, dass sie durcli Aendening des Vorzeichen» von x oder von if unver- 
ändert bleibt. Dasselbe gilt dann auch von -7-4 nnd ^ . folglich nach 
(688) anoh von ^ nnd Ox und <Ty, wlthrend 

-V - eine ungerade 1* unction von ./ und gerade Function von 

eine gerade Function von x nnd ungerade Function von y 
istf d. h. jene zugleich mit diese mit y selbst entgegengesetzt wird. 

Ans den Gleiehangen (638) Ar = nnd By = ^ folgt nnn 

durch Integration nach x resp. y mit Küciisiclit darauf, dass t^x und e^ay 
oonstant sind: 

wo a eine von a;, ( eine von y unsbhBngige Grösse bedeutet. Indem 
aber die Symmetrie offenbar erfordert, dass % eine ungerade Fnnetion 

von Xf tj eine ungerade Function von y ist, müssen a und 6 = Null 
sein, so dass aus diesen Aundrücken von § und ij weiter sich ergiebt: 

Ans den früheren Unter.<)uchungen dünner Platten wie dünner Stibe 

ist 7M sehlies^en , dass auch hier und ty nicht minder wie (j, von 
untergeordneter Gritsse sind, sofern wenigstens naeli der l^eiuerkuiig zu 
Ende von Nr. 227 die durcli Stützung oder Bel'estigung der l'iatte ver- 
ursachten Widerstandskräfte nicht an zu kleinen Stücken derselben concen- 
trirt angreifen. Ba solcher Vemachlissigong von 0,^ und ty, also 

Orathor, BIwttdtIt and PMtl«lMtt. 28 
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auch von '/^ und sind die Hnuptdchnuugen e^, t^j ^ nach Nr. 23 
die Wurzeln e der cubischen Gleichung : 

4 (Cx — e) («y — c) (€. — €) — (e, — e) y, «= 0 , 

Berfallend in : — € = 0 und — («x + €y) « -j- «y ^ = 0 , 

wonuis mit RflckuGht auf (530), was e« betrifft , folgt: 

^.}=.^±ü±J^ES±äl, ^ = ^ = _^ . (640). 

Abaolat geDommen am grössten ist eins der beiden parallel der MitteUiebe 
stattfindeoden Haoptdehnungen and f^, nämlich oder jenachdcm 
SzH~^ positir oder negativ ist. 

229. — Dorch die Gleichungen (G38) und (639) würden e., e^^ 
nnd dann durch (640) auch die Hanptdehnungen (tir jeden Punkt {Xj y, v) 
der Platte bestimmt sein, wenn b als Function von x und y, d. h. wran 

die Gleichung der gebogenen Mittel fläche bekannt wire^ 
Ihre Ditrerentiulglcichung wird aber gefunden mit Hülfe der allgemra 
Gleichungen (2) in Nr. 2, worin 

X = Y~ Z = 0 und dv für dz 
tn setsen ist, also mit Hülfe der Gleichungen: 

Ix^^'^'bv^ 
da: dy dp 
da? dy d» 

Wenn man in den swei ersten derselben für 0% und Oj die Ausdracke 
(688) und Itlr r, den Ausdruck (639) oder mit Rücksicht auf (634): 

Av 

m 02 oy 

substitnhrt , erhält man durch Integration nach v und mit Rücksicht darauf, 
dass Tx und an der Oberfläche der Platte ^fdr v ss :t ^ '"^ 

müssen : 

. / l b^g . b^z . w—l d»# \ / , 
= Im l^bi ^W^~iir lxHi)J ' 

■ h 



(641). 



^ \öxHy dyV \2 8/ 

(b^2 i b*0 m~l d»# \ /' 
V dar» «• da: dy» f» bxby^fJ"^ 

\da;* da;dy»A2 8^ ' 
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In<lom (llc«»' Ausdriicke von und Ty oltonsn wie die ihnen zu 
Grunde liegenden von , Cy und aut der Vernachlässigung von 
beruhen, hut damit die dritte der Gleichungen (641) ihre Bedeutung 
▼«ioreiif die darin bettandft daas dnieh sie die algebruache Samme 
der im Sinne d«r iV^Axe aof ein Körperelement = dvdxdy wirkenden 
Kräfle Null gesetft wurde. Sie ist aber an ersetsen durch die 
entsprechende Oleieh^ewiclitsbodingung der Kräfte für ein an;» der 
ganzen IMiitteiidicke herau.''ge.-'chnitteiies K<">rperelemenf —htlxdtf, d.i. 
durch die Gleichung , die aus jener durch Integration nach V zwischen 

den Grenaen und ^ hervoigefat: 

2 2 

iL A iL 

_JL _JL —iL 

•j 5 « 

Durch Einführung der obigen Ausdrücke von und Zy folgt daraus 

Ii 

r/v* h'\, 1 h* , Ä» 

^f^JKT- 8 r''= T T - T* T2 = 



1 



\dx* dxHy^ ) 12'^ \ dj^- öy- öy*) 12 

T-T+2-T-:7^-7 + ^-r = , .... (642) 

fi.r* O.r- djr Off* 

als die gesuchte Ditfercntialgleichung der MitteUliiclie. 

230. — Ein besonderes Intimi dieser partiellen Diffiventialgleidiang 
eigid>t sich aus der Erwägung j dass ihr u. A. die Gleichungen entsprechen 
müssen, die im Vorhergehenden ftir die gebogene Mittclfläche einer gleich- 
nimiig bflasteten k r e i s fr» r m i g e n Platte bei Stützung oder Kinklemmung 
am Rjinde gefunden wurden. Indem aber die bet reffenden Gleichungen 
der Meridianlinie , nämlich (586) Hir die am Rande gestützte, (592) für 
die am Rande eingeklemmte Platte , mit Rücksicht auf die Bedeutung von 
A nach (634) beide die Form: 

beben (mit besonderen Wertlien von a und b)t die gemeinsame Form 
der Gleichungen dieser HittelflSchen selbst: 

'Dun sie, unter a und h beliebige Constante veistanden, in der That der 
püferentialt^eichung (642) oder 
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entspricht , ist leicfit zu erkennen. Denn aus 

folgt ^ = — 2(aM^')^ + 4(a:ä + y^)ar 

flomit die entsprechende 'Function von # « 64 • -^U^ = . 

16 Ak^ Ah* 

Das aUgemeine Integral der Differenttnigleichnng (642) iet hiemndi: 

anter F irgend eine Funcdon von x nnd y verstanden ^ die der Differential- 
l^eicbnng entspricht: 

b*F d*F b*F 

, d« {b'F _,b*F\_. {^^F .b*F\_^ 

^ b*F , d«F „ b^F, , a«JF\ ^ 

Indem aber daü allgcmeiue Integral der zweiten dieser Differantialgleicliungen 
(siehe Nr. 156) unter der Form: 

Fi=f + iy) -{-(fix — iy)=t-\~ ^> 

/ d*JP d^F 

darstellbar ist {i=V — 1), muss nach der ersten -r-r + -r-r «'»e 

ox' Oy* 

Function von derselben Form sein. Unter Anderem ist das der Fall Ar 
F==Fif allgemeiner für F=^Fi bei geeigneter Wahl von als 
Function von x und y. Bei dieser Form von F ist nimlich : 

bx bx bx* 



ebenso 



bF 
bx 




bFt 

bx 


b*F 


= V 




bx» 


bx» 


b*F 
dy« 


= ,/, 


d^F, 
by* 



, b*Fi , bU\ ^ „ ^ . 

also wegen -^f + _A = q , JP» =/*+ 9> 



Digitized by Google 



PUlttenftaiiige KSrper. 



857 



und nit den Beeeiolimingen : ^ 

selbst wieder wie und tp Functionen von x -\- iy resp. von x — iy sind : 

~d7ry^'dy^^ 

Das ist abW| wie verlangt wnide, die Summe einer Function von 
d; •4- und einer Function von x — ty * wenn 

dn. F»eti<»> TO« x + ip. 



b^f . dih 
bx by 



jf II n 11 * — *y» 



4-^ H- 4-^ beides zugleich , also eine Gonstante ist , so dass 

insbesondere 

4^ — 0 oder = Cx und 4^ — 0 oder = Cy, 

da; • öy ' 

also C oder «ss + und somit 
y) + ty) + flp — ty) 

+ + y«) K + ^ - iy)] (644) 

gesetst weiden kann , unter /"^ und ^ ebenso wie unter f und w die 
Zeichen beliebiger Functionen verstanden ^ in denen dw constante Factor 
0 von ^ einmb^gruftn ist. 

Durch Entwidcelung in Reihen, die nach ganaen Potensen von x 
und y fortschretten , ergiebt sich nach Nr. 156 mit Weglassung der 
Glieder, die ungerade Potensen von x oder y enthalten (da e, also auch 

F eine gerado Function von r und y ist), aber mit Hinzufiigung je eines 
constantcn Gliodes (<la die betreft'enden Functionen hier nicht — 0 zu 
sein brauchen lür x -= y = 0 wie in Nr. 156 die Function tür 
y = M^O)t 

H- »y) + y - iy) = c+c,{x^-y')-\-c, (r* - 6 y * -j- //^) ^ 
also nach (643) und (644) bei Absonderung des Factors ~- von den 
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Con8tunton c, c^, . . . , fl . ä^, , * , und unveitedefter Bexeichnui^ 
ihrer übri^ bleibenden Factoren: 

+ (1 + Ci + di) a?* + (2 - 6<^) « V + (l Ci - ei.)y* 
+ + + 16 - «*) af* 

oder bei Kinlülirung neuer Cunütauteu Ii ^ C, I) , Cj, i^j . . . : 

+ . . 4 (646). 

"Wils nämlich die Coefficienten der Glieder mit x^y'^ j x*ff*t a;*y* . . - 
bctrillt, HO folgt Ulis 

1 4 -f s= Ci und 1 -j- — ei| =/>j ' 

sowie am Cf-\-dg^Ct and — <«H~<^=A* 

2 • 2 

— i5ci — orf, =-i (-~3(i + 3 A — c; — A)=ö (A - 2c;) 

15 — ö(i = Y ^ A — — A) = ö (^4 ~ A)- 

Jede Gruppe von OHedem höheren Grades bringt xwei neue Conatante 
mit sieh. Ebenso wie in dem analeren Falle von Nr. 156 ist es aller- 
dings auch hier fraglieh, ob bei solcher Knlwlckelnng von z als ganze 

ulgphrai.«elie Function von r und // mit cmlliclicr (Jliederzald (ohne welche 
Beschriinkung diese l!nl\vickelung praktiscli Avcrtlilos wäre) die i-onstanten 
Coütticieutcn geniä5s den Grcnzbedingungvn bcHtiiumt werden können. 

231. — Es handle sich s. B. iim«nc gleichfSrmig belastete 
Platte, die in den Knotenpunkten eines Systems von 

rechteckigen Feldern festgehalten wird, nämlich in den 
Punkten der Mittelebene , in denen sich zwei rechtwinkelig gekreuzte 
Schiiaren paralleler Geraden in derselben s<'hneiden , von welchen die auf 
einander l'olgenden der einen Scliiinr die gleidien Abstände 2a, der an- 
deren die gleichen Abstände 2ü haben. Alle so gebildete rechteckige 
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Felder wie ABCD , Fig. fiO , verhalten sich 
nahezu gleicli . iin<l es bezieht sicli die Unter- 
sncluing nur huI' ein .sulclu'S Feld; die ry-VAicnc 
wird in der ursprünglichen Mittolebenc , ulsu in 
der Ebene der festen Punkte Af B, Cj D tak' 
genommen, der Anfangspunkt 0 im Mittelpunkte 
^ — 'JC des Rechteckes ABCD, die x-Axc [»andlol mit 
den Seiten 20, die ^Axe parallel mit den Seiten 
26 deuselben. 

Zur Bentimmung der coustunteu Cuelticienten 
im Ausdrucke (646) vun e dienen sun&chet die 
Bedingungen, das» 

= 0 s«n mufls ftir x = -\'a und jeden Werth von 

sO eein mnss Itlr y=s + d und jeden Werth von x» 
Das ist der Fall, wenn 




also 



und jeder der folgenden Cuefticienteu 6^, . . . = Null gesetzt wird, 
somit 

Die fernere Bedingung: jFs=0 für a;=s+a, ^ =+6 giebt dann: 
Daraus folgt: 



»S» T''' 



und damit nach (638) w^gen Ässt 



m« — 1 



. (648). 



Wfgen 



bxbp 



= 0 ist nach (689) auch yt=0, sind also (bei Yeniach- 
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1ässi^uii;r von Zg, und Ty) fix und 6j UaupUielinungen. In den Ausdrücken 

derselben ist 

EBmM =Pi —^ /hi Etmy'^Pt —~Pi . . (649), 

l'alls 2^^ und dio spocifisclicn Spannun^cm sind , die cvcnt. ^ «m einem 
im Sinne der u^-Axe resp. der y-Axo wiiksameii Zuge in der Platte vor- 
iireaclit werden, wie sich den Gleidiungen (637) mit (rnu = Pi; ^my — l^ 
entnehmen Iftsst, Qbrigens aneh anmittelbar ans den Glochnngen (68) in 
Nr. 22 folgt. Abflolut genommen am gromten sind ^ und <, filr 

ar=4: ff resp. y = 4* ?» und fttr p = + — mit dem Vorseichen genommen, 

wolches /III- Fol;];«' hat. das» die zwei Glieder des betreffenden Ausdruckes 

(6i8j cim'rli'i Zeitlu'ns werden. — 

Die Coefücienten Ci und D, , die Functionen von a und h sein 

3 

können, sind nun aber durch die einsige Bdation: C|-)-^i^*q~ nicht 

bestimmt, und e« wird auch diese Unbestinnntlieit nur eingebcliränkt, nicht 
anfgdioben dnrch die Erwägung, dass, wenn man mit (ssQ die der 
jf-Aze parallelen StOtspnnktrdlhen so StOtdinien oder vielmehr 1^- 
klemmungslinien zusammenrücken lässt, wodurch, w«l dann wegw jf' ^ 6* 
auch jf=0 so setsen ist, nach (647): 



3 



wird, dif.ii- (llfichung {ibereinstimmen muss mit der auf die entsprechenden 
('(»onlinaicDaxcn l)pzo£xr-ntMi nioichung der elastischen Linie eines beider- 
seits eingeklemmten prismati^iclien Stahes von der Länge 2a, der bei 
rechteckigem QucrHclmitte von der Breite = 1 und der Höhe h gleich* 
förmig mit p pro Längeneinheit belastet ist. Diese letxtere Gleichung 
eigiebt sich aus (95, a) in Nr. 54 mit Besog anf Fig. 19, nSmlich ans: 

dnrch die Sobstitntionen ; 

TT'' 6 ^"~6~ "24" 
und durch die weitere Substitution von a-\~ x ftir xi 
Es muss hIso Ci eine Kolche Function von fi und 6 sein, dass 

8 m* 



8 m«— 1 



wird für b=0, und ergiebt sich ebenso, dass i>| eine 
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solche Function von a and b sem mosBy' die mil 0=0 sich aof 

8 ni^ 

3 i indesflcn kann das auf unendlich mannigfache Weise 

g 

so der Fall seiui dass »gleich Ci4*A— ^ 

8 

232. — Jene Unbestimmtheit fällt weg bei quadratischer An- 
ordnung der Einklcmmungspunkte (assb)» indem dann na- 

4 

türlich Ci und J)^ einander gleich, also beide =— sind. Damit folgt 
ans (647): 

, 1 pa* 1 m* — 1 pn* 

entsprechend xssif^O; ferner ans (648) im Falle p^sssp^saOt 

maa:(£e) = — jjjt~]^jP .... (651). 

o 

Beide Maxiinulwerthe sind unter übrigens gleicljeu Umständen — -r- der- 

o 

jenigen einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte, deren Radius 
= ay2, deren Durchmesser also = der Diagonale des Quad r ate ABCD 
(Fig. 69) ist; denn fiir eine solche wäre 

nach (693) : ^ = 7^ =— 3 

16 m" hh^ 

^ . ^ ^ X 3 m«— 1 2a* 
und mit j>, = 0 nach (595) : max (Ee) = — — p . 

Oemnf«» der allgemeinen Bemerkung zu Ende von Nr. 227 ist 
Kcldiesslich hervorzuheben . dn«is natürlich die Stützung resp. Befestigung 
der Platte nicht wirklich in einzelnen Punkten wie A, B j C , D 
(Fig. 69) geschehen darf, wie es hier der Einfachheit wegen vorausgesetzt 
wuide. In der That pflegen es die Nieüköpfe von Nieftbolsen oder die 
Köpfe resp. Muttern von Schraubenbolsen sn sein, von denen an solchen 
Stellen die Platte gehalten wird, so dass ihre Stützung in einer Flache 
geschieht, die genau oder näherungsweise von einem Kreise umgrenzt wird. 
Der Durchmesser (I^ dieses stützenden Kreises mu.«8 nun eine gewisse 
Grosse liaben, die mit Rücksicht darauf zu bemessen ist, dass der Schub- 
spannung, die in der durch diesen Kreis gehenden zur j;^- Ebene senk- 
rechten cylindrischen Schnitlflftche der Platte im Sinne der f-Aze statt- 
findet, kein grösserer Hazimatwwth von Eb entspreche, als er rieh mit 
Rücksicht auf die Biegung der Platte nach vorstehender Untersuchung, 
insbesondere bei r|uadrati?e!ier Anordnung der Stüfzfliiclien nach (651) 
ergeben Imt. Indem dann al)or der Druck auf eine solche Stützfläche 
= ^pa^ ist, ergiebt sich der Mittel werth jener Scliubspannung 

7r (1^ h 

und kann ihr Maximalwerth analug Gleichung (205) in Nr. 84 
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_ 8 4j»o« _ 6 

2 ftdih 71 d^h^* 
und endlich ihm entsprechend naeh Gleichung (59) in Nr. 26 

■ W 

gesetzt werden. DMDufc dieses Maidmom kleinefi als das durch Glochung 
(651) bestinuote aei, vmu 

6 1 m—l 1 



sein, oder nut m=-x- und nr=s---: 

3 7 

6.710, ^ . , ^ 30 , ^^^^^ 

di>-^Y^^' '^>ii^* • • • 

233. — Nach den hier cntAvickelten Forin»'ln kann niiheningswelse 
flie Anstrengung heurtlieilt wcnlen, welche die ebenen Platten, wonius der 
Feucrkasteu einer Locomotive gebildet ist, unter der Einwirkung 
des im Kessel henschenden Dampfdruckes ausiuhaHen haben. Indem 'da- 
bei die Bolsen, welche die Seitenw&nde des inneren und Süsseren Feuer- 
kustcns , meistens auch nach heut^jer Coni^tnietionsweise ihre Dedsen ver- 
hinden . eine erliehliclie Spannung der Aussenwände und Pressung der 
Innenwände im Sinne ihrer Mittelebenen verhindern , sind jp^ und von 

nnteigeordneter Grosse , so dass nach Gleichung (651) mit mss-^ und 

31 

/»= 7^ n Kgr* pro Quadratoenüm., unter n den DampfDberdmdc in Atmo- 
sphiren verstanden, gesetst werden kann: 

««w (Jb «) « * = 0, 9 1 |i ^ n = 0, 9 4 p » , 

wofür waA Bücksicht darauf, dase pi und nicht TolMndig = Null sind, 

gesetzt werden möge. Bei den üblichen Verhältnissen der Verankerung 
durch die fraglichen Bolsen ist diese Spannung h nicht erheblich; die 
Dicke der Kupferplatten insbesondere, aus denen der innere Feuerkasten 

gebildet zu werden pHegt, ist etwa = — " — « = 48°^, 

o 

d. h. hei 96'""' Entfernung der Bolzen von einander), so dass dann k nur 

s= 9w Kgr. pro Quadratcentim. sich crgieht. 

Grösser ist schon die Anstrenf,ning der kupfernen Bohsen. Bei dem 
Durchmesser d ist ihre specitische Zug>^paunung: 

_ 4i>a^ _16 31 n-h— 
4 
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min mit durcliscJinittlich dt^ljohy unter h die Wimddieke des gleich- 
falls kupforncn Iiinonkastens vcrstaiulen (wobei, da die Nictknpfo einen 
fast doppelt so grossen Durduaesfier di erUalten, zugleich die Bedingung 
(652) erfüllt sein wird): 

21 4 «« 7 a« 7 

~ T y ¥ Ä* y • 

Noch viel grösser igt indessen die Aoetmigimg sowohl der Bolzen 
wie der Wände des inneren Feuerkastens wegen der Erhitzung und ent- 
sprechenden Aiisdelinung «les letzteren durch den Einfluss der Feuerung. 
Indem er dadurch vom Rost an sich aufwärts streckt, da durch die etwa 
v<Nrhaaden«i Tertiealeii Deekenhohnn, die bei ihrer Verhiltiiiniiiässig grossen 
Länge rar Inanspmchnehme auf Druck wenig geeignet sindi solche 
Streckung niclit erheblich gehindert werden kann, sind es namentlich die 
zur Verankerung der Seitenwände des Innen- und Aussenkastens dienenden 
horizontalen Bolzen , die dadurch gebogen werden , wälirend die Seiten- 
w.inde des inneren Feuerkastens in verticaler Richtung comprimirt werden 
und seine Decke in der Mitte nach unten durchgebogen wird. Die daraus 
hervorgciienden Anstrengungen jener Belsen und der verticalen Winde 
des inneren Fenerkastens sind (auf 6mnd der vorläufig hier als ratreffend 
▼orausgesetzten Elasticitätsgcsetze) näherungsweise wie folgt zu bcurtheilen, 
wenn t den Ueberschuss der Teui[)criifur des inneren über die des äusseren 
Kastens, a den linearen Ausdelmungscoeflieient des Kupfers, I'J seinen 
Elasticitälbiuodul und 6 die halbe Länge der i^ulzen ^ J das Träg- 
hntsmoment ihres Querschnittes in Bezug aui einen Durchmesser be» 
deutet* 

Sofern ein solcher Bolzen sich hier wie die Hälfte eines prismatischen 
Stabes verhält, der an den Enden emgeklemmt und in der Mitte mit 2P 

belastet ist. oder di© Hälfte des Bolzens wie ein Stab, der an einem Ende 
befestigt und am freien anderen Ende mit P ])elastet ist, falls P die Knift 
bedeutet, mit der die Wand des inneren Keuerkastens und der JJol/.en an 
ihrer Verbinduug8hielle nacli verticaler Richtung gegenseitig auf einander 
wttken, so ist, wenn insbesondere Pq, den Werth von P fSr die Bolaen 
der Horusontalrdhe, vom Boste an nach oben gerechnet | und dm die 
relative Verschiebung der inneren gegen die äusseren Enden dieser Bolsen 
in verticaler Richtung nach oben beseichnetf nach den Gesetsen der 
Biegungselasticität : 

welche Wertho indessen durch Multiplicatlon mit einem Factor ß, der 
grösser als 1 ist , corrigirt werden mögen , du bei der hier veriiältniss- 
mässig kleinen Bolzenlünge neben der Biegungs- zugleich die Srhub- 
wirkung der Kraft P nach Nr. 139 von wesentlichem Einfhisse sein kann. 
Da femer der Unterschied = dm — d,„ _ i der Aenderung gleidi ist, welche 
die Entfernung der mf^ von der (m — 1)*«" Bolsenreibe w^en der T*em^ 
peratorerhöhung / der inneren Kastenwand im positiven Sinne und ihrer 
Compression durch die Kraft 7^,,, im Querschnitte hd im n^jativen Sinne 
zusammen genommen erleidet, so ergiebt sich die Gleichung: 
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Mit den Beseiclinimgeii : 

hat diese Gleichung die Fonu: 

P.=-j-(P— . + C!) 
und folgt daraus nach und nach : 

P.=i.(7,P.=(^+;)cr;P. = (i + ± + |)C... 

V r"' ' r"' - J ~ ~ c» ^ c / r"' r — 1 
Ks wächst iilso iinil somit auch die entspmclipntlo Anstrengung der 
inneren Kaslenwund und der Bolzen vom Hoste an nach oben hin , und 
wenn m jetst die Zahl der überhaupt über dem Roste vorhandenen liofi- 
xontalen Bolsenreilien bedeutet, so ist die Mazimalpreflsuiig der Wand: 

und die Mazimalspaimiiiig der Boben: 

1 ü A 2 1 c» — 1 3Ja „ ,6(1 Z ad k 



da nach Nr. 184 die Anstrengung der Bolzen nur mit Rfioksicht auf ibre 

Bi^gungsspannung beurtheilt zu werden braucht. 

Was den Factor ß betriSl, so ist nach Gleichung (^54) in Nr. 139 
zu setzen: i i qo i u 

worin das Moment des halben Bolzenquerschnittes in Bezug auf die 

71 d* 

Biegongsaze, d. i. das Prodnct des Halbbrnses — und seines Schwer- 

K 

punktsabstandes von dem ilm begrenzenden Durchmess<!r bedeutet: 

wird. Hiemach findet mau z. B. für 
und 







1,5 A 




2,5 d 


Sdx 


i»= 1,167 


1,107 


1,074 


c= 1,0473 


1,0256 


1,0152 


*s=: 0,370 


0,223 


0,140 Eai 


;E^b13,6 


17,0 


20,4 it 


— 6,03 


3,79 


2,86 Eat, 



Digitized by Google 



Pkttenftnnige Kttiper. 



865 



Die Anstrengung der Bolzen ist weieiitlich grosser, als die des Feuer- 
kustens seihst , übrigens um so kleiner, je Innjjjt'r diese H(»1zoti sind , wes- 
lialli es ratlisum ist, wenijjstens narli oben hin die Entfernung der inneren 
vuu den äusseren Karsten wänden uicbt sehr klein zu machen. Weil je- 
doch mUmI im günstigsten der obigen Ffille nufc 

JSa 1100 000 nnd as= 0,000017, «bo 1,1 . 17:= 18,7 

sich kl SS 2,86. 18,7 53,5 <Kgr. pro Quadratcentim. ergiebt, d. i. eine 
Spannung, die schon Cur ^<^100'* die Festigkeitsgrenze des besten Kupfers 
überschreiten würde, wrifirend that'sächlich eine weit gr<)9sere Temperatur- 
diflerenz des iniuTen und äusseren Feuerkastena zu erwarten sein wird, so 
ist zu schliessen, dass die Bolzen nur durch die Zähigkeit des Kupfers im 
Stande nnd, jene Anstrengung sn ertragen, indem sie mne Defonnation 
erfahren, die mehr in einer Stredomg der ganzen Bolzen bei relativer Ver- 
schiebung ihrer Querschnitte, als in einer Biegung bestehen mag. Indem 
zugleich dieser Detormntion eine dauernde ( Jnippimngsiindening der Mole- 
küle entspricht, verliert um so melir die obige auf den Hlitsticitätsge.setzen 
berutiende Berechnungs weise der Anstrengung ihre Berechtigung und ent- 
rieht sieh diiadbe fiberiianpt «ner rationellm Beurdiähmg. Eine solche 
Constmetion des Fenetkastens , bei der die Bolzen namentlich in den 
obersn Beihen nicht zu kurz ausfallen, bleibt aber rathsam, am ihrer Ab- 
sdieerung durch die Knniiglichung grösserer Streckung ▼orzubcugen. Da 
übrigens die Seiten wände des inneren Feuerkastens zugleich in horizon- 
talem Sinne ausgedehnt, auch seine iJecke , die Deckenholzen und der 
Aussenkasten in Mitleidenschaft gezogen werden , so ist das thatsächliche 
Verhalten eines solchen LocomotiT-Fenefkastens im Betriebe ein so compU- 
eirtes, dass Ober seine angemessene Constraction in der Uavptsache die 
praktische Er&hrong entscheiden mnss. 

2»54. — Wenn es in irgend einem Falle sicli zeigt, dass die Coeffi- 
cienten des Ausdruckes (040) von z bei Beschränkung auf eine gewisse 
endliche Zahl von Gliedern nicht den Bedingungen dsr betreffenden Anf- 
gabe gemiss bestimmt werden können, so kann es davon hsRflhren, dass 
entweder die DifTerentialgleichnng (642) unter den gegebenen Umstanden 
eine algebraische Knt Wickelung von e als ganze Function von x und y 
nicht zidässt , oder dass schon die jener DIflerenlialgleiehung selbst zu 
Grunde liegenden Annahmen mit den Hedingungen der Aufgabe unver- 
einbar sind. Mit einer für das praktische Bedürfniss meistens ausreichenden 
Annäberong kann man dann bei der Wahl des Ansdmdces von g dnrch 
die Analogie mit anderen F&llen, besonders durch die RQdtsicht auf die 
bekannten Formen, die d> i Ausdruck in gewissen besonderen oder Grenz- 
fiUlen annehmen mtiss. sich leiten lassen. 

Es sei z. B. die Hicgung und die Spannung einer am Hände 
ringsum eingeklemmten rechteckigen Platte bei gleich- 
förmiger Belastung mit j) pro Flächeneinheit zu bestimmen. Die S^tsn- 
längen der Platte seien = 2a nnd 26; die orjf- Ebene fidle mit der Ebene 
des rechteckigen Umfanges der Mittelfläche so zusammen, dass die ./-Axe 
die mit den Seiten 2a, die //-Axe die mit den Seiten 2b de» Recht- 
eckes parallele Symmetrieaxe ist. Indem hier g eine solche Function von 
je und y sein muss, dass 
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für y = -\-h und jeden Werth von x:\ ^ de ^ , i# 

r- Z JIM.. i Jf=0, r~ = 0 and— = 0 

fnr x = -ta und jo<lcn >N orlh von y:l 

ist, würde sich !)ci Vuninssotzung des Ausdruckes ("646) von z and bei 
Beschränkung,' aul' die (ih'eder bis zum sechsten Oraih' zunächst 

auK der lieüiugung : 2=^0 für tf=z-\-h timl ]*}\\v> x ergeben: 
und ebenso aus der Hedingung: ^ -— U für x — (( und jedes y: 

i> + [8— 3(Ci 4 A)]«' I 5(7), — 2r;,)a* = o 

somit aus beiden zusammen : 

C; = i), = C; = />, =^0; C=r — 86*; I>=--8aS JB = 8a«Ä« 

und dieselbe Oleichung wiinh' sich otTenbar aus (646) auch hei Benick- 
sichtigung der (Uieder vnn hi'ifierem als dem sechsten Grade ergeben 
haben. Ihr zufolge ist nun zwar 

^ =5 0 fllr y^+fr and jed« ic, aber nicht flir a;=Hha nad jedes 

^0 fnr ar=+a und jedes aber nicht flIr und jedes x. 

Vollkommen wünie diesen Ikdingungen der Aufgabe entsprochen, wenn 
(a* — X*)* und (6* — y*)' FacCoren des Aittdrodces toii g wären, nnd 
wenn deshalb als «nfachate und der Form (663) mSglichst sich aa- 
sohÜMsende Function von solcher Art: 

gesetzt wird, so lässt sich zugleich die Constantc C so wählen, dass, wenn 
man eine der Dimensionen 6 ins Unendliche wachsen und damit die 
i^latto in einen an nur zwei gogenfiher liegenden Händern eingeklemmten 
Plattenslreifen iihergelien lässt . die hckaniite Gleichung der elastischen 
Linie eines beiderseits eingeklemmten prisnuitihchen Stabes aus jeuer Flüchen- 
gleichung hervorgeht. Zu dem Ende rotiss nach der Bemerkung In Nr. 231 

1 P 

für 6=00 und jeden endlichen Werth ?on y: igas— - (a* — ac*)* 

A An 

1 Ii 

für a=s« und jeden endlichen Werth vcn.Xi *~^"^3Js(^* — y*)* 

sein, wie es dann der Fall Ist, wenn 

, _ 1 p (a«-.ary(ft« — yy 
*~ 2 J&A' /"(o, b) 
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gesetzt wird, unter f[a,h) eine in Beziehung anf a und auf b gleicli 
gebildete Function verstanden mit den Grenzwerthen : 

Umf{€hh) = h^ flir -^ = «> 

a 

und Um f(ai h)=a^ für ss oo , 

während für endliche Werthe des Verhältnisses «Ter Dimensionen a . h 
immer /^(a, 6) >a^ und > 6*^ sein mu88, da natürlich die Durchbiegung 
der Platte io der Blitte (dpssyssO): 

2 £AV(ö»&) 2 2 

nimlich kleiner ut, als wenn die Platte nur an den einen oder den 
aadoen gegenQber liegenden Rindern eingeideniBit wire. Die einfaehate 
Fonetion von solcher Art ist: 

/'(a,6) = (a« + ft»)», z. B. = (a+fe)S (a^ + t")*, a* + b\ 
entsprechend » = 1 2 4 . 

Die zulässige Annahme TOn n wird aber eingeschränkt durch die 
Erwügimg, dass die Dnrcbbiagiing in der Mitte einer quadratiechen aolchen 
PhUte (a = d): 

1 pa* 



d» 



2»+¥ Eh^ 



offenbar grösser ist, als die einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen 
Platte mit dem Radius a, dagegen kleiner, als diejenige der im Falle von 
Nr. 232 befindlichen quadratischen Platte, wonach aus (596) und mit 
m=3 aus (650) sich diu Bedingungen ergeben: 

1 1 _4 

'6'^2^+i^« 

t/T^ "^"tt 1(12 
4 2 ^ ijff 2 

lg ^ — In 2 Ä/ 2,25 — 

oder 2,5 . . < n < 23,5 . . Die Annahmen n = 1 und n = 2 sind 
dadureli als unzulässig ausgeschloflsent nnd ist es am einfachsten , ent- 
sprechend II = 4 zu setzen : 

a^ + f^ • • • ^•^^^^ 

wonurli sich als grösste Durchbiegung für den Mittelpunkt der Platte 
ergiebt : 

1 p a*6* 



2 J?A» a* \-h* 



1 tm^ 

und insbesondere fttr die quadratische Platte: d = -— wtt 

4 
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3 

-— mal dorjenigeii einer am Bande eingdd^nmten lomsf&rmigen Platte 

vum Iladius 

9 

=^ ^ - de^enigen einer Platte , die naeh Nr. 282 in quadraticoh angeord- 
neten Punkten mit den Entfernungen 2 a eingeklemmt ist, 

s dejgenigen einer nur an swei g^enüber liegenden im Abstände 
2a parallelen Bind^ern eingeklemmtwi Platte, 

3 

= deijenigen einer am Bande eingdLiemmten kreisförmigen Platte, 

deren Badius » a KT, deren Dnrcbmesier also s der Diagonale 
der qoadratisehen Platte ist 

Daas die durch solche Erwägungen gew(jnuene Gleichung (654) der 
gebogenen Mittdflftche keiimi wissensehaf tlichen Werth hat, ist 
selbfltverstfindlich. In Ermangelung einer erschöpfSniden und doch hin- 
länglich einfachen Theorie muss indessen der Constructeur sich oft mit 
solchen Vergleichungen seiner vielfach noch weit coinplicirteren Probleme 
mit bekannten einfacheren Problemen begnügen . und ist die obige Unter- 
suchung nur nh Beispiel des dabei vursiclitiger Weise einzulialtenden 
schrittweisen Vurgeheus zu betrucliten. 

235. — Was die Anstrengnng der in voriger Nummer betrachteten^ 
Platte belrim, so folgt aus (654) 

£ = - 4C(a«-8*«){t«-y«)«i =-4C(a«-«»)»(>'-8|r') 

niax^ = SCan* für a« = aS y = 0 
da?" 

b*g 

fnaxjp = SCa^b' ftir x = Of y = b* 

und dann für t; = + ^ aus (638) mit enix = Cmy = 0: 

maxtt = 4CaH*h in den Mittelpunkten von DA und SC, Fjg. 69, 
maxeysss^Ca*b*h „ „ „ ,f AB „ CD, „ 

64 

sowie ans (639): maTYt=^ Ca*h*h 

27 

in vier symmetrisch gelegenen Punkten der Diagonalen AC und JBD, 
Fig. 69. 
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Die Mftximahvertlip von und £y sind Ilaupttlohnnngen , weil chen- 
<l!i«;ellist ^ 0 ist; \v<» aber nm gr<>sstcn ist, sind fiy = U und 

ist somit nach (G4Ü) die grr)sste Dehnung daselbst 

1 8 a 8 ft 

= T 27 6 27 a 

g 

jedenfftUs kleinor, als des grOiseren der beiden Maximalwerthe Ton 

und ^. Unter diesen Ums^den kt ein wesentlich grösseres Hudmont 
von Sy als das grossere von und in der gaasen Platte nicht zn 
erwarten. 

Mit Rflcksicht anf die Bedentang von C ergiebt sich schliesslich : 

o^i ^2 ^ ^^^^ j, » 

wax -^pi max{E6y) = -^j^^j^ji} . (G55J, 

woan nach (649) die absoluten Werthe von 

1 1 
—Pt r<^«P- P» — —2h 

hinnuufOgm sind , wenn und tolehB Spannungen bedenten , die 

ovcnf. von einer im Sinne der ,/ -Axe re?p. der >/-Axe wirksamen Zu<^- 
kralt in ilcr Platte verursacht werden. Ohne solche findet das 
absolute Maximum von e iu den Mitten der litngeren 
Plattonränd er im Sinne der kQrseren statt, und bt ins- 
besondere für die quadratische Platte: 

Max(Ee) = -jj^p (656). 

236. — In einem parallelep ip e d i s c h e n Kasten, dessen 
Kanteninngen = 2n . 2b nnd 2 c sind und des=en «echs Wände die 
gleiche , im Vergleich niit n , b , c kleine Dicke h haben , befinde sieh 
eine Flüssigkeit, die auf die Innenfläche des Kastens den spociiischen 
Ueberdruck p ansObt. Dann ist f&r die zwei Wftnde mit den Dimensionen 
2o und 2&* wenn man annimmt y dass der Totaldxock auf jede Wand 
sich gleich Himii«; auf ihren Umfang vertheilt, indem er die angrenzenden 
vier WlUide als Zugkraft in Anspruch nimmt: 

2 /> . 2c br ar 

Ist a>&| so ist j)g>|)i und somit nach voriger Nummer: 

rna^v (Ee) = nuw (Ts..) = - ^ j p + . , p . 

Mit Vertauschung der Buchstaben a, h, r kann hieninch für jede Knsten- 
wand die fxriis.sitc An<trong\ing berechnet werden ; sie findet iiiuner statt an 
der Iiuii'iilliiche der Waml in der Milte rlcr längeren Seiten iln-e.s rintau^'es. 

Bei einem würfelförmigen Kasten (a = 6 = c) nisbeson- 
dere ist: 

max (Eb) = [—2^ + Ä / T^' nahemngsweise = P • 
Grathof, BiHtldtIt «nd FeiU«Mt. 24 
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Würde (ler.<;ell>e «lurcli ein kugelförmiges Getass (KadiuB = r) von gleichem 
Inhalte ^^nr^=Sa^ und gleicher Wanddicke h eneict, so wSie die 
Amtrengung seiner Wand nihenuigsw«8e nach (522) in Nr* 194 mit 

, 1 r 1 iVT a 

1 */~^ h 1 
abo nar - — t/ s 0^4 14 — so gross wie die der Wände des würfel- 

förmigen Kastens. 
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237« — Unter der Deformationsarbeii A wird hier die Arbeit ver- 
staaden, welche aufsowenden ist, tun einen Korper aas seinem orsprflng* 
liehen Zustomlo der Niclitbelastnng (resp. der blossen Belastung durch den 
Atmosphärendnick :in seiner ganzen Ohorfläflu') in einen gewissen Defor- 
mntionszustnnd zu versefzon. Sic ist die Sunnne der I)eforni!iti'»n5arln'iten 
dA. aller unendlich kleinen Körperelenicnte = der Sunnne der Arbeilen, 
welche ihre Spannungen , betrachtet als KräAe , die auf ihre Oberflächen 
▼on der Umgebung ausgefibt werden, htam Uebergange des Körpers ans 
seinem ursprünglichen in den fraglichen Defonnationssnstand verrichten, 
wobei mit zunehmender Deformation auch jene Spannnngen stetig von Null 
an wach.aen. Unter der liier stet^ zu Grunde Hegenden A'oraus.sietzung 
einer \ '>llkonimen elastisebcn , d. h. verliiiltnissniüssig so kleinen Det'or- 
uiatiiju , «likss sie bei Beseitigung der Belastung vollkommen wieder ver- 
schwindet ^ repr&sentirt die DeformationBarbeit em ihr gleiches Arbeits- 
▼ermögen des defonnirten Körpers = der Summe der Arbeiten, welche 
die Spannungen der Körperelcnicnte , betraditet jetzt als Kräfte . die sie 
an ihrer Oherfliielie auf die Umgebung ausüben , bei der littckkehr des 
Körpers in den urspriinglichen Zustand vcn*ichten. 

Allgemein sei der Defonnationszustand des auf reelii winkelige Coordi- 
natenaxen der Xy e bezogenen Körpers gegeben durch die Dehnungen 
und Scbiebongen : 

«y Sg fx Yf r. 
nach den Richtungen der Axen in jedem Punkte y, g nebst den 
dadurch mit bestimmten entsprechmden Spannnngen 

üx Oy a, Tx *y 
und es sei, unter da? ursprüngliche K&Pp«rvolumen verstanden, dV= 

(J.r dt/ (J 7 das nr.sprfinglielie Volumen eines nnendlich kleinen parallel- 
opipedisehen Korperelcments. Der einer Aendornng von <\ um dt^ 
entsprechende ElementnrbeHtandtlieil seiner Del'orniationsurl^eit ist dann 

= <Tv (Iff (1s ö (f\ </.i ) = fJx (/// <h (Jtx ~ (J^ d]' ()tx 
und sind ebenso die den Aenderungen dsy und de^ von £y resp. e, cnt- 

24* 
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sprechenden ElcmenUirbestandtheile seiner Defonnationsarbeit = OytIVdey 
nnd tT,(l]'Sex. Imlcm forner mit T^czn^ anf die djis Körperelement dV 
darstelU-mle Fig. 1. Seite G, iler Sihiobung y^, d.i. der Aendening (Ver- 
kleinerung üder Vcrgrüsserung , jenaciiduni positiv oder negativ ist) dea 
imprüngUoh rechten Winkels BPC die Vereohiebung y^dy der Seiten« 
fliehe P*B gegen PB* im Sinne PZ oder die Verechiebmig y^dß der 
Seitenfläche P'C gegen PC* im Sinne PY entspricht, ist der einer 
Aen<lening dy^. von ent.«prechende ElementarbMtandtbeil der Defor> 
mationsarbeit des Krir{)erclenientcs 

= r, dx dy S (y, dß) = dx dy dßÖyx ) ^* ^* 

und sind ebenso TyilFd'/y und tadVdyu die den Aenderungen d/y and 
d/s von /y resp. y* entsprechenden Elementarbestandtheile. Somit ist die 

gnnse Deformationsarbeit der« Körpcrelementes : 

dA = d F/(<f, ds, H- ff, dsy -f a, ds. + <Jy« 4- <^yy + ^m^Y») > 
wob«, jenachdem 

ff, ffy ffa T, T, durch 6x h ^ U Vt y« 
oder nqgekehrt ansgedrttckt werden, die Intograle swischen den Grcncen 

0 und 0 und cy, 0 und 0 und y^y 0 und 0 und y, 
oder 0 und ff., 0 und ff,, 0 und ff,, 0 und t,, 0 und fy» 0 und 
zo nehmen sind. Endlich ist die Deformationsarbeit des ganzen Kftrpers: 

A=J dVj {ö^öi^ 4- ö.öiy -f a,()«,-|- Tj (J/y -f- r^Jy.) (ü57). 

Der zwischen den zwölf Grössen €, a, t stattfindende Zusammen- 
bang gestattet in jedem Falle, aucli umgekehrt diese Gritssen einzeln zu 
bereclinen , wenn die Arbeit Ä und die Art der dadurch hervorgebmcbten 
Deformation , also die Verhältnisse der Grössen e ^ y Punkte des 

Körpers gegeben smd. 

238. — Ist der Körper isotrop, so ergiebt sich mit 

"'^^^C'-H-^rb)' ''-^«G'+.^a) 

nach (53) in Nr. 22 : 

ffsdSs-(- ffyde, -f ff.de« = 2 Cr ^e.des+ eyd«y-|- «bde« -f ^^2 ) 

wegen de, -f dty -f d (c» -|- «y -j- e«) = de, 
femer nach (54) daselbst; 

tx ä H - f y Ty + r,_(iy,:=( / ( ;\ () -f yy d y^ -\- y^ y^ , 
also nach ((>ö7) ilurch Auälülauug der Integration in Beziehung iuif 

A=Gf{t.' + B,' + ^' + ^+^ ''' + '''^' + ^ ^)dy. (668) 
als Ausdruck der Oeformationsarbeit durch die der 
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Derorinution des Körpers entsprochenden Dehnungen 
und Schiebungen. 

Ist nur die Art der Derorniatlon gegeben, so lassen sich die Grössen 
fx» f>> y»» y.vj fi »llc Punkte «les Körpers durch eine dieser 
Grössen für einen Punkt des Körpers aii-dnicken ; ?lo sintl also. Avenn 
uiicli noch .1 gegeben ist, alle dun-li die (üfichiing ((ir»!^) iMv-fnunit, 
goiiiit auch auch Gleichung (30) in Nr. 1.» die Haujitde'inuugcu tiir alle 
K(>r|)ei punkte und dadurch schliesslich die gröbste Dehnung e, welche 
durch die zur Defonnation des Körpers verwendete Arbeil^ A in iigend 
einem seiner Punkte nach irgend einer Richtung herroigeruren wird. 

2']1K — lim die D e i' o r ni u t i o n s a r b e i t des isotropen 
K <» r p r s d u r c Ii d i e der 1 ) e 1' o r m a t 1 o n e n t s p r c e h ende n 
Spannungen u u s z u d ni c k u n , ist in (G57 ) nach (53 ) und (51) 
zu setzen : 

1 1 1 

y.=^T«> yy=^%» 

Indem damit Qxötx-\- Oy de^ -\- 0,06^ = 

wird, ergiebt sich durch Ausführung der Integration nach Oxt 0yt 

+ 2(^/('v^'+*y^ + ^.*)ä?r .... (659). 

Ist iiui die Art der Defonnatittn re.sp. die Art der Einwirkung der 
die Arbeit A verrichtenden Kräfte gegeben , so lassen sich die Spannungen 
(T^, cTy« fh^ ty, Ji liir alle Korpcrpunktc durch eine dcrsclbf-n für 

einen Punkt des Ki»rpers ausdrücken, da.ss . wciui auch uocli ,| 
gegeben ist , alle dinch die Gleichung (059) bestiniint .sind , souut nach 
Nr. 6 die Hauptspannungen und damit schliesslich auch wieder die Haupt- 
dehnungen fOr alle Körperpunkte. 

240. — Diese Ausdrücke der Deformationsarbeit finden u. A. An- 

Wendling zur Berechnung der A n s t r c n u n g , die e i n K <> r p o r 
erleidet, wenn er von einem bewegten anderen Körper/ 
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geslosst'ii wird. Auf denselben Grad vt»n Zuverlässigkeit, wie die 
Berechnung der Anstrengung dureh eine ruhige Belastung, kann solclie 
Rechmiug freilich keinen Anspruch machen, und ist numentlicli die Beur- 
theilung des zur Deformation des gestossenen Körpers 
verwendeten Theiles der lebendigen Kraft des Stessen- 
d e n aus versohiedenen GrQnden onsicliar, wie die folgenden Ueb^egungen 
erkennen lassen. 

Wenn /wri freie Massen m und wtj , die Idos^e Progressiv bewegun gen 
haben (Bewegungen mit t,dei< lieii und gleieli gericlitetcn OesehwindiLrk'Mtrn 
aller Punkte), su zuKunmien tr eilen ; dasti im Augenblicke der Beriiliruug 
hre Schwerpunkte in der Stosslinie (der gemeinschaftliolien NtMnnalen 
beider Körperoberfläclieii an der Borfibmngsstelle) liegen (centraler Stoss)^ 
'und wenn c und f^^ ibre anliinglichen Geschwindigkeitscomponcnten im 
Sinne " der^^Stosslinie sind (die gri*».ssere und natürlich gegen die andere 
Äliissc bin gcn'cblete r absolut gcnouinien , die kleinere r, positiv luler 
negativ, jenacbdeni sie gleich otler entgegengesetzt gerichtet ist wie /•). so 
ist nach bekannten Principien der Mechanik zu Endo der ersten Periode 
des Stesses , d. h. in dem Augenblidce, in welchem der gegenseitige 
Druck beider Körper am grössten geworden ist und beide dieselbe Ge- 
schwindigkeit 

Vas ' 

nach der Richtung des Stesses (der Richtung v<m c) angenommen haben, 
die lebendige Kraft 

^-2 m + m, 

als solclic verloren gegangen und in inneres Arboifsvennitgen der beiden 
K«''rper umgesetzt, nämlich im Allgemeinen tlieils zur Aendernnur <l»'r 
Molekuliirgruppirung der Ivörpcr, tiieiU zur Erzeugung von Molekulur- 
bewegungen denken (von WSnne) yerwendet worden. Haben aber die 
Kdrpve im Augenblicke des Zusammentreffens eine andere, als die eben 
vorousgesctztc den centralen Stoss cbaiakterisirende relative Lage , liabon 
sie femer nicbt blosse Pn)gressivbe\Tegungen , oder sind sie gar nicht frei 
beweglieb, so bezielien sicli die Gcscbwindigkt'iten r, Cj und V nur auf 
ilire der Berührungsstelle zunächst liegenden materielb'ii Punkte, und m, m/^ 
bedeuten dann die auf jene Stelle rcducirten Körpcrmossen , die nach 
mechanischen Gesetzen rechnungsmässig aus den wahren Massen abni- 
leiten sind. 

Wa« insbesondere den gestossenen Körper betrifily so ist er in den 
hier in Betracht kommenden Fällen gewöhnlich vor dem Stesse in Bube. 

(r, = 0) imd ausserdem so gestützt , dass die getrolTene Stelle «oiner Ober- 
fläche nicht ohne Defornuition d<'S Kf'>r|)rrs ausweichi'Ji kann. AViibreiiil 
dieselbe jsicli vollzieht, Imben die ver«chiedenen Körpcipunktc verschiedeae 
Cieschwindigkeiten, die von der getroffenen Stelle ans nach den StOts- 
punkten hin abnehmen, und es bedeutet deshalb in den Formeln: 

mc , 1 mm, , ^, , 
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fNi die «af die Stelle des Stosses reducirte Masse des 

^estossenen Körpors, als welche hier die Masse zu betrachten ist, 
die. wenn sie an dieser Stelle coneontrirt wäre, zn Ktuh' der ersten Stoss- 
pvriode dieselbe lebendige Kraft hätte , die alle Mas-^cnrleniente des Körpers 
zubiuiuueu in diesem Augenblicke thatsächlicii besiucii. Hier nun tritt 
«ne erste Sehwierigkeit und Unsicberheit auf, indem es fraglich ist, wie 
weit in Folge der For^flaasnngsgeschwindigkeit des empfangenen Impulses 
der Tlieil des gestossenen Körpers sieh erstreckt, dessen Punkte während 
der kleinen Dauer dnr in Rede stehenden Stoppperiode itberbaupt eine 
Ciescliwindigkeit euipfangen ; w.ilirend es bei <;rus8en Dimensionen des 
ivürpers der Fall sein kann, duss der Impuls (die Ges^bwiudigkeits- 
mittheilnng) in der Anglichen Zeit gar nicht die StfitsflSchen erreicht, 
kann er bei kleineren sich durch diese Flfiehen hindurch bis in die Wider> 
Inger, die selbst elastische y mehr oder weniger nachgiebige Körper sind, 
hinein erstrecken. Wenn man dann in Ennangelung von Anhaltspunkten 
zu rationeller Berücksiclitiirnng dieser Verfiältnisse die reducirte Masse Wj 
auf (xrund der Annalime berechnet, dass der Geschwindigkeits- 
impuls in der ersten Stossperiode sich gerade nur bis 
zu den Stütspunkten erstreckt, und femer die Geschwin- 
digkeiten der einseinen Pnnkte denjenigen Verrückungen 
proportional setzt, welche sie im Gleichgewichts- 
zustande durcli eine Hii8sere Kraft erleiden würden, die 
in Beziehung a u t A n g r i 1 1' s p u n k t und Richtung mit dem 
durch den Stoss entwickelten Drucke gleichartig ist, 
so ist solche Berechnungswdse doch nur als Notiibehelf zu betrachten, 
und kann man dabei m, zu gross oder zu klein finden, jenachdem die 
Stelle des Stusses mehr oder weniger weit von den Stützflächen entfernt ist. 

Hätte das fest verbundene System der Widerlager eine unabänderliche 
eigene l'rogressivlxMvegiing , während der von ihnen gestiitzte K<irpi'r durch 
den auderen gestussen wird, su würde sich nichts weiter ändern , als dass 
unter allen G^eschwindigkeiten die relativen Geschwindigkeiten gegen dieses 
System von Widerlagern zn verstehen wären. 

241. — Kine zweite Unsieherheit der hier in Rede stehenden Unter- 
suchungen betrifft <len V u 1 1 k o m m e n l> e i t s g r a d des S t o 8 s e s , d. h. 
die Wahl des Klasticitätscoefticienten If welcher angicbt, ein wie grosser 
Thml = XL der in der ersten Periode des Stosses verlorenen lebendigen 
Kraft als solche in der zweiten Periode wiedergewonnen wbd, somit am 
Ende des ganzen Stosses, d. b. zu Ende der gegenseitigen Einwirkung 
beider Körper auf einander ihnen als lebendige Kraft verbleibt und ins- 
besondere, was den gestützten gestossenen Körper betriflfl , zu seiner 
elastischen Detomiation mit verwendbar ist. Dieser Wiedergewinn an 
lebendiger Kraft (äusserer lebendiger Kraft im Gegensatze zu innerer 
oder lebendiger Kraft von Molekulaibewegung , d. i. Wärme) in der zweiten 
Stossperiode kann nur von denjenigen Thmle des Verlustes L herrühren, 
der am Ende der ersten Periode zu elastischer Deformation der beiden 
Körper verwendet war , und es ist sein Verhältniss zu L , d. h. der 
("oefHcient Ä al)h;ingif; vom !Mjifi»rial . v*in der Gestalt imd relativen Lage 
beider Körper beim Stosse sowie von der Energie des letzteren, bedingt 
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flurcli die Massen und 6e8chwiiuli<,'kcitcn ; in Ermangelung ausreichender 
Anhaltspunkte zu genauerer Beurtlieilung dieses CoefVicientcn thut man 
aber nieiston? am besten, ilm Null. d. Ii. den Stoss als un- 
elastisch anzunehmen. Denn wt-im nuch die Dauer der ersten 
Stosspcriudc in Folge der verhältuissmassig grossen Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Impulses aasreicht, um in allen Punkten beider Kdrper 
Gesohwindigkeitsänderungen von endlicher Grösse horvurzubringcn , indem 
an der Stelle und im Sinne des Stosses ihre Gesehwindigkeiteii einander 
gleicli = V werden . wiihrond die cn(>i»n'<'henden Geseliwindigkeiten der 
übrigen l'unkte des j,'('.st'>.><('ni'n Km [in^^ «Uuch seine (lestult und Siützungs- 
weitiv , des stossenden durch seine liuwegungsart mit Rücksicht auf die 
wieder eingetretene relative Buhe seiner sänuntUehoi Punkte bestimmt sind, 
so ist diese Zeitdauer doch zu klein, als dass nnterdessen alle Massen- 
elenuMite aucli Ortsver:indenin<,'('n von messbarer Grösse erfuhren könnten. 
Die Wirkung der verlorenen lchendi'j;en Kraft f, l-cschriinkf sich deshalb 
faßt au8schlie:<slich auf <lie Erzcuj^un^' von Wäniu; ( Mfdckularhcwegungen) 
und von relativen Verrückungcn der maloriellen l'uukte in den der 
Berülirungsstelle zunächst liegenden Tlieilen beider Körper, deren Mass«! 
so kldn rind, dass ihre Tragheitskrftite anch bei den sehr grossen 
Beschleunigungen bewältigt werden können, womit diese YerrQcknngen 
w&lirend der sehr Ideinen Zeitdauer vor sieh gehen müssen. Entsprechend 
den kleinen Iläumen , über die sie sieh erstrecken , sind sie dann aber 
selbst um so bedeutender , nur kleineren 'i'heiles elastisclie . {^n iisseren 
Thuiles bleibende Deformationen bedingend , insbesondere Yerdiclitungeu 
der Körpersnbstans mnftohst der Berfihrungsstelle , die in der folgenden 
xweiten Stossperiode nicht wieder rfiokgiiagig werden. 

Mit dieser Voranssetzung ^es nnelastischen Stosses vennrndet man 
zugleich eine Sch\viorigkeit, die darin besteht, daSS anderen Falles im 

weiteren Vcrlnnfe des Stos?es die K<'>r[ter sirli f rennen und deshalb noch 
nac'hfidgcude Stiisse in Betracht j^ezoirpn wcrdi-ii niüssten , sofern nicht 
etwa der stossende Körper autgetungeu wird , bevor er einen neuen »Stoss 
auszuüben im Stande ist. Uebrigens beschrSnkt sich natOrlidi der Ider in 
Rede stehende Arbeitsverlt»t L auf einen Stoss im gewöhnlichen Sinne 
des Wortes , d. h. zwischen zwei otsprflnglich von einander unabbftngtgen 
getrennten Körjiem ; er findet nicht statt, wenn dieselben, fest zusammen- 
hängend , gewissennaassen nur Theile eines einzigen Kr»rpers sind , wie 
z. ]{. bei dem im weiteren Sinne auch so zu nennenden Slosse , den der 
Schwungring eines Schwungrades auf dessen Arme ausübt , wenn die Welle 
durch ein Hindemiss plötslich in ihrer Bewegung geliemmt wird. 

242. — Das als leb«idige Kraft übrig gebliebene Arbeilsvcnnögen, 
nämlich nach (660) bei Voraussetzung eines ruhend gestützten gestossenen 
Körpers: 

2 2 ^ 2 ni-\-mj 

wird nun aber, indem beide Körper in j»e<Ten6;eiliger Henihrung ilu'e Be- 
wegunt: fortsetzen, bis mit dem I-'intriHe momentaner liuhe die i,'n>s«te 
Deformation in allen Tlieilen erreicht ist, nicht nur vom gostosbcnen 
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Körpor in sicli nur^xoiiommcn , poinlom andi von desson Wiilerliif:;crn sowie 
vom sto.KScndcn Ivinpcr , und in der zutrcllenden lieriicksiclitigun^ dieser 
IcUtoreu Antliuile, die von M in Abzug zu briugou sind, um die gosuchto 
BefonDatioDSarbeit Ä des geeloBtaiMi Kfiipers sn erhelten, Imrteht eine 
weitere Schwierigkeit des Bechnungsverfahrens. 

Die Deformation des s t o s s e n d e n Körpers entspricht dem 
Cllpieligcwielite zwischen den TräglieitskriiCtcn «einer Miissenelemente und 
dem v<»in anderen Kf»r|icr a(is:.rciil)ten (Gegendrücke, Die dazu verwendete 
Arbeit kann zwar unter l 'insiänden leidit ausgcdnickt , indessen meistens 
als durch das vernachlässigte Arbeitsvermögen XL aufgewogen betrachtet 
worden y wenn der stossende Korper im Yergleicli mit dem gestossenen 
klein ist. 

Grössere Schwierigkeit venuraacht die Nachgiebigkeit der 

Widerlager, die einen um so grösseren 'l'heil <lcr ganzen disponildcn 
Arl>eil in si<'Ii aufnehmen . je gr<'>.'>ser ilic Sditzlliirhcu und je wcni-^cr sie 
von der unmittelbar gestossenen Körperstelle entfernt sind , je kh'iner über- 
haupt der gestossene Körper ist. Dieser Theil kann a. B. Terh&ltaiss- 
massig gering sein bei einem langen Seile, das einerseits befe^gt ist und 
andererseits stosswcisc helaslet wird; dagegen tst er bedeutend für ein auf 
einem Ambos als Widerlagsk«»rper gehfimmertes Arbeitsstück . ja vielleicht 
noch bedentend für den als ge.>;f<>«;«i'iien Ki"»rper betrachteten And)<)s in 
Beziehung auf sein Fuudauient , worauf er mit einer grossen Grund- 
flfiche mht. 

Die Schwierigkeit wächst, wenn die Widerlager, wie es streng 
genommeu nötbig ist, im weitesten Sinne aurgefasst werden, in dem sie 
mit ihren eigenen Widerlagskörpflm in letzter Reihe den ganzen Erdkörper 
umfassen. T^m in die^eni Sinne ihren Einfluss zu berfirk-iclifitr»-» , müsste 
mau iui Siaii'lc --ein . «las (lesetz zu ermitteln, nach welchem sirli in Folge 
eines auf einen begrenzten Theil der Oberfläche eines uuiiegrenzten Körpers 
aui^fibten Druckes die Spannungen im Inneren desselben Tahreiten. In 
Bnouingelnng solcher Kenntniss sieht man sich meistens genöthigt, den 
Einfluss der Nachgiebigkeit der Widerlager unberück- 
sichtigt zu lassen und sicli mit der allgomoin(»n l^emcrkung zu 
begnügen , dasf^ dadiurh die Anstrengung des gestossenen Körpers in einem 
nicht näher nachweisbaren Grade zu gross gefunden wird. 

213. Besondere ErwShnung verdient eine Stosswirkung, die darin 

besteht, dass ein Körper plötzlich d er E in w i r k u u g der ihn 
belastenden Kräfte überlassen wird, ohne dass dabei ein Stoss 
im gewithiüicheu Sinne stattfände, bei welclieui zwei ursprünglich getrennte 
Körper mit einer gewissen relativen Nornialgcschwindigkeit zusamment reifen ; 
wenn vielmehr aucii im vorliegenden Falle die Belastung des gegebenen 
Körpers durch einen anderen geschieht , so waren doch beide von Anfang 
an in gegenseitiger BerOhmng und relativer Ruhe, und es wird nur der 
belastende Körper pir>fzlich der Einwirkung d«r an ihm wirkenden Kräfte 
(iberlu.iseii. Dieser Fall lindet z. ]{. statt, wenn ein Oewiclit, wodurch 
eine \er(ical stehende Säule von ölten belast«'t werden soll . in Ben'ihrtuig 
mit iluer oberen Fläche plötzlich losgelassen wird , nachdem es bis daiiiu 
nnabbftngig von der l^ule unterstützt war; oder wenn das eine Röhre 
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oder ein sonstiges ringsum gesoMossotiP? 0«»ni«,<» ganz erfiillenfle Waaser, 
das anfangs mir \enni'»gc seines eigenen (Tewichtes einen uiiwesentliehcn 
Druck aul die Gclu£swand ausübte, durch Oeflhuug eines kScliieberö etc. 
plotjsUcIi mit einer darüber etehenden Waeserraole in ComnnmicatioD ge- 
setzt wird 11. 8. w. 

In allen diesen F&Uen ist die Anstrengung des belasteten 
Körpers doppelt so gross wie bei ruhiger Belastung durch 

dieselben Kräfte. Im Zustande ruhigen Gleichgewichten ist nämlich 
der auf irgend einen Punkt der Körperoberfläehe ausgeübte Druck P der 
entsprechenden Verniekiing p des gi-drückten Punktes im Sinne des Druckes 
prupurtional, falls tlic Deformation noch als elastiscli gelten kann, go da^jg 

Pp 

der stetig von Njjll an gewachsene Drude die Arbeit yerriciitet hat, 

die der Defomwtionsarbeit Ä gleich ist. Bei plötzlicher Belastung wurde 
aber diese Arbeit dadurch geleistet, dass der Angriffipunkt einer con- 
stanten äusseren Kraft den p im Sinne von durchlief, und 

Pi) 

ans der Gleichung —^ = J\f) ergiebt sich sonach: P=2P, , d. h. die 

ruhige Belastung doppelt «o gross wie die derselben Dclormatiou&urbcit 
entsprechende phitzlich zur Wirkimg kounnende Last. 

Kann der Ki.rjjer, wenn die phitzli« Ii liergestellte Belastung deninä<'hst 
andauert, dem empfangenen Antriebe frei Iblgen, go wird er in Schwin- 
gungen versetzt, wobei seine Anstrengung in den äussenten Lagen ab- 
wechselungsweise = Null und eben d<q[>pelt so gross wie bei rohiger 
Belastung (im Gl^chgewiehtsnistande) ist. 



A. Arbeit zur Ungenftaderung eines stabfttrmigen Körpers. 

'244. — Von tcclmischem Interesse sind namentlich die Deformations- 
arlii'itcn stahlVirmiger Kiirpcr, in^hcsomlerc <lic Ausdnickc der zur Längen- 
iuuienuig, zur liiegung oder zur Verdrelmug gerader btabtormiger Körper 
aufzuwendenden Arbeiten. Hier handelt es sich um den ersten dieser 
Fälle. — 

Wenn em gerader stabfönniger Körper nach der Richtung seiner 
Aze, die als j'-Axc angenommen sei, gezogen oder gedrfidct wird, so sind 
rnisser rr^ alle übrigen in Nr. 237 genannten Spannungen = Null. Mit 
(T, = (T . = e und G — Ee , unter K den IClasticitätsmodul nacli der 
Axricbtung verstanden, luit man folglich nach (ü57): 



Ä=^^fe*dr==-\,fa^dV . . . (662). 



Insbesondere liir einen prismatischen fcitab, der nur an den Enden 
von entgegengesetzt gleichen längs seiner Aze wirkenden Kräften au« 
gegriffen wird, sind e und constant, ist also 



Digitized by Google 



Die Deformaiioiuarbeit. 



879 



Die Arlu'if , (»in soh'lior Stüh bis zu einer ziigolHSsenen Dehnung oder 
Spaumiiij; dun li >t'inf I )«'linuiigf;arljoit in sich anl/.uni'hnifn \ i-i mag , ist 
geiueiu Volumen uiul übrigens dcui Quadrat jeuer zugolasseueu Dehnung 
oder Spftnnung proportional. 

Ist der priamatische Stab , deasen Lftnge = l , Querschnitt = F und 
specifische Masse = /i sei ^ am einen Ende festgeludten während er am 
anderen gestossen wirdt so ist seine auf letsteres reducirte Masse (Nr. 240): 

fM| = Mj unter Jfef soine wirkliche Masse verstanden. Denn die Ver- 

3 

rüelvungen seiner i^uerischnittc i<ind im ()ihM(*h<!;ewichtäzutftande des Stabes 
proportional ihren Entfernungen x vom feHtgchalteoen E^dey und wenn 
also diesen nach Nr. 240 auch die durch den Stoss empfangenen 6e- 
schwindigkdten der Masseneh'inente proportional gesetzt werden, ho i^t die 
lebendige Kraft des in der Entfernung x vom gestfltxten Ende befindlichen 

Massenelementes ^ Fdx ebenso gross wie die einer Masse =s -^-^Fdx, 

die siuli am geslosseuen hitabende beiludet, äouiil 

i 

mj=y':^|ui'Vu;=-l-/iJ?'/ = -^itf . . (664). 

0 

Wenn also der Stoss auf diesen Stab von emer ihn im Sinne seiner Axe 
mit der Geschwindigkeit c treffenden Masse m au^Qbt wflrde, so wäre 
nach (661): 

W^^ '-^ c« 

die zur Deformation tlieils des Stahes sell>räf. theil.« .seines WichMlager- ;iia 
gestutzten Ende verwendbar bleibende Arbeit, falU der Stosa als nur in 
solchem Grade elastisch vorausgesetst werdoi dflrfle, dass der stossende 
Körper durch s«ne Deformation die ganze Arbeit 

in sich aufnehmen kann, um wdche in jenem Ausdrucke von W, indem 
er einen gans unelastischen Stoss voraussetzt, der Arfoeitsverlust (die in 
Warme und Ideihonde Moldculararbeit verwandelte lebendige Kraft) au gross 

gerechnet wurde. 

^ Uebrigens kann auch die Del'nrniation^arbeit des stossenden K<>rpers 
leidit ausgedrückt werden , wenn er ebeuüo wie der andere prismatisch 
und hu Sinne seiner (mit der dieses anderen susammenfallenden) Axe in 
Bewegung ist. Denn dann nimmt im Zustande seiner grössten Defor> 
mation, wobei wegen relativer Ruhe seiner Massenelcmentc deren Ver- 
sögeningen gleich grf)S3 sind, seine specilische Zusammendn'ickung propor- 
tional (h'in Ahstanih' ./ von diT Ireien llinterfläehe bis zur au Isti »«senden 
Vordertlüche zu, und wenn un dieser die (hier negative) Dehnung mit e 
und die entsprechende (gleichfalls negative) Spannung mit a bezeichnet 

wird, 80 ist nach (662) mit —a statt e und dV = Fdx: 
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(1. i. imch (GGo) ^/^ so gross, Jils ob <Iie griV-stf ZtiNiiininen'lriirkurii^ 
tlH*ses 8tot>seuUi'U ijrisiuulbt'lien Kürpere glei<-!iin;i.>-sig in seiner guu/.eu 
Lüngc stattfände. Indem das Prodnet Fa der gigen»titige Drude switchen 
beiden Körpern bei Uirer grössten Deformation und somit = dem ent- 
apieclioiden (hier aber auf alle Querschnitte sich beziehenden) IVoduct für 
den gestosscnen Körper ist . crgiebt nicli . wenn liir letzteren zum Unter- 
schiede die Cri.sseu E. /'", /, V, A mit /•.',. ]'\, Kj, Ä^^ bezeichnet 
werden, da» V'erliiiltnibä der Del'urmatiousarbeiteu beider: 

A- y . yy L ' (666) 



245. Bei variablem Querschnitte /<' des au den Knden 
von entgegengenetzt gb'ic licu Krätlcn uxinl atigc^M iHonen stablVinuigen Ki>r- 
pers sind uuch c und a v<tn einem zum tindercu i^ucrscbnitt«; veränder- 
lich und zwar demselben umgekehrt proportional: 

unter Cq und die Werthe von e und «r im Queisebnitte vezsteiiden. 
Hit dVssFdx ist dann nach (662) die Deformatiomiarbeit : 

wobei die Int^;rale über die gunze L&nge l des Körpers auszudehnen sind. 

ist insbeäoudere F eine ganze algebraische Function zweiten Grades 
des Abstandes x von einem in der Axe angenommenen festen Punkte: 

F=n \ hj- ! r,/•^ 

unter welclier Voraussetzung alb' V m d r e Ii u n g s k ü r p e r , e n t h t a n cl e u 
durch Umdrehung einer > u n einer Linie zweiten Grades 
begrensten ebenen Flache um eine ihrer Haup taxen, sowie 
auch namentlich alle Prismoide begriffen sind, d. h. Kdrper, die da- 
durch entstanden gedacht werden können , dass ein verSnderliches ebenes 
Vieleck so , dass seine Eckpunkte in beliebigen Geraden bleiben, parallel 
einer £l>ene sicli fortbewegt, so ist. jcnachdem 

positiv oder negativ ist, 

Die Constanten «. 6, c ^ J können <labei dun h die Endilnchcn Fx 
und durch den mittleren Quer£clmitt F ausgedrückt werden. Wird näm- 
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lidi « von der Endfläche ans gerachnek» so Bind F^, F und F^ die 
den Entfernungen x^Of 4 ^ entsprechenden Qnersohnittei ist also 

worans man findet: 

a^F„ h j , c-2 ^, I ^^^^^ 

^=:i-[4l';JF\-(4lJ'-JPo-J;)*] • • ^ 

Zn den Prismoiden gehören n. A. die pyramidalen Körper; 
fvir solche ist: 

^Ji^t^^oiJ^^i, also ^F^F^ \-F, \ 2\%1J\, ^ = 0. 

Das iluun ziuiäclist in der unbestimmten Form ecscheinende Integral 

(668) ergiebt sich nach bekannter Methode: 

fdx_ l 

tibrigens auch unmittelbar daraus , dass, wenn J',, .üo kleinere Eiuinäclie 
tind h ihre Entfernung von der (i.l< alon) Spitze oder die Höhe der Er- 
gannrngspyramide bedeutet) ein beliebiger Querscliuitt : 

F ji— f« 

und somit 

fih- _ r_ dx ^ M 1 \ 

-^Kl^-i-l fJf^ yjt,J,\ 
ist. Damit wird nach ((367): 

A=.:?!^?Fl/^^"MFy5 . . (670). 

Mit i*; ftls kleinerer EndHächc sind und (To die gn.ssten Wertho • 
von c «nd a, also maassgebend für <1ie Arbeitsgrüsse , die der Körper 
durch seine Ausdehnung oder Zusamnienarückung ohne Ge&hr einer über- 
mässigen Anstrengung in sich anftwhmen kann, nnd man erkennt ans der 
Vergleichung von (670) mit (668), dass mit Rflcksicht hierauf die Zugabe 
an Masse, nämlieh die Vergnlsserung des Querschnittes nach dem anderen 
Ende hin nicht nur unnflta, sondern sogar sohiidlicl« seinj^-ürde, indem A 
bei gleichen Wertlien von l und im Verhältnisse VFo-i^Fi kleiner 
wäre, als bei consUintem (^nersohnitto Fq. 

In gHwissem Sinne gehi'.rt liiorher a»>ch der Fall eines Widerlagers 
unbegrenzter Ausdehnung, gegen das sich ein gestossener KOrper 



von 
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stützt. 7.. B. dor Ambos eineg Damprii.itnmor« ropp. das llnlzfundamPtit 
df>'4i-llM'n gfiTcii ili'ti EnlWoden. In Polrln.-in Falle erstreckt sich die Ntoss- 
wirkung uui einen Theil Uea WiUerlagskürpcrs von unbestimmter Länge 
(Höbe) If deaeen Qnexsdmitt von d^r Stütctttebe ans nadi iigend 
«nem Gesetce bis zanimint. Nimmt man an, dieser Kdipertheil habe 
eine pyramidale Ponn, und beseichnet mit A die Höbe der Eigfinaongs- 
pyramide, so ist 



V 



^=^--p = -^, wenn / v.el ^ A 



ist. Würde also dieser Körperthttl nar ocnnprimirty so wire nach (670): 

die TOB ihm aofgenommeno Ari>eity nnd wenn auch in Wirlclichkett hier 

die Defonnation nidit ohne Verscbiebongen stattfinden kann, SO ist doch 

diir< ii solclie Ketraclitiiiifr wenitr-fons erpiclitlichpr geworden, wie es zncroht. 
dass eine unendlich •xro.'i.Hi' \\ iilcrlagsnius.'ie nur eine endliche Arbeil in 
sich aufnimmt, obsehon die StützHüclie eine \'erriickung von endlicher 
Grosse erleidet. — 

Ist ^ die specitische Masse »les Kiirpers* der mit der Endilüche Jpj 
gestützt nnd an der anderen 1\ gestossen wird, so ergiebt sich seine auf 
letalere Endflftche redncirte Masse iNj nach Nr. 240 durch die Erw&gung, 

daf:.s die OoKchwindigkciten, welche die in den Entfernungen X ttttd I VOD 
h\ liej.'endeTi (Querschnitte /'' und /'|, durch den Stoss empfangen, SOfem 
sie ihren N'ernickungen im (Ueichgewichtssustande des defomiirten Köipers 
proportional gesetzt werden, sich 

X I X I 



0 0 0 0 

verhalten. Danach ist mit den Bezeiclmongen : 

0 0 

I 

0 

Insbesondere fOr den pyramidalen Körper ist nach Obigem: 

M F r 1 

also iMj sss J x"^ dx^-^ fA F^lf 

n 

nacii (Gülj ebenso gross wie Itir einen prismatischen Ki»rj)er von gleicher 
Länge l und vom Querschnitte F^, Die Masse des pyramidalen Kör- 
pers ist 
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und deshalb auch: 



Wi = ^-fi TV = -Jf . . (672). 

'240. — Als Beispiel di-r Anstrengung eitie^ stnbfStrmigen Kin-pers 
clureh seine Dehnvingsurbeit werde die Spiinniing eines Förder- 
seiles beim Anlassen der Maschine betrachtet. Wenn nüm- 
lichy nftohdaiii dit FQrdeneil einM Sehad^ od« «iner Stnofc» «n das 
mhende Fördeigefiü» angeschlagen resp. der beladene Wagen anf die am 
Seile bestSndig befestigte Krirdersclmle aufgefahren iit^ die Maschine an- 
gelassen wird, so stelh sich in ileni Anfangs sehlaflen Seile eine schnell, 
aber stetig wachsende Spannung: lier . die doninäclist wieder al»nimnit und 
nacli einer Reihe von Spaunnngsoscillatioueu mehr und uiehr die dem Zu- 
stanile ruliiger Belastung entsprechende Grösse dauernd annimmt. Der 
Vorgang ist nicht einem Stesse im gewöhnlichen Sinne sn vergleichen, 
nnd es ergiebt sich vidmehr die Mazimalspannung am deutlichst^ doreh 
die folgende Ueberlegnng, bei der mit 

P 

— die in Bewegung zu setzende trüge Masse, 
9 

der Widerstand im Beharrungszustande (l^ei einem seig^n Schachte 
= dem Gewichte 1* der belasteten Förderscbale, sonst aber <jP)» 

c die Peripheriegescliwiiidigkeit der Seiltmmrael, 
/ die Länge, V der (Querschnitt. K der KiasticitätsmfMhil des Soiles 
bezeichnet sei. Nacli <ler Zeit / , von dem Augenblicke an gerechnet , in 
welchem das Seil gerade gestreckt, aber noch nicht gespannt ist (abgesehen 
von seinem eigenen Gewichte, das Oberhaupt hierbei einstweilen ausser 
Betracht bleiben soll), habe das Fördergcfass den Weg zurQckgelegt und 
sei die totale Spannung des Seiles =s 8 geworden ; dann ist : 

In demselben Augenblicke hat sich das Seil um et — 8 verlängert und 
ist deshalb: 

8='^EF=^-^P, wenn X=^. . (673) 

gesetzt wird; dieses l ist die der Zugkn^t P entsprechende Verlängerung 
des Seiles. Hiemach ist auch : 

1 d^s _ ct — 8 P, 

g W " X P 

oder 

. j^ = j-(ei-8^X,),wenaX,^^X^^. (674) 

= der der Zugkmt't I\ entsprechenden Verlängerung des Seiles ge- 
setzt wird. 
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Setzt mau zur Int^ration dieser DifierentiaigleichuDg : 

.„ folgt j-y 

mit dem bekannten lutegnls 

unter a und h nSher so berömmende Constante veratanden, also 

9 

X X 
mit il=s—- — a nnd S= h, Darans folgt: 

nnd sind die Constanten A , B dadurcli bestimmt, daaa 

*=i' d7=» 

msammengehörige Werthc sein müssen, weil die Bewegung des Fi»rdor- 
gefasscs in dorn Augcnblicko beginnt , in welchem das Seil die totnle 
Spannung l\ erlnngt und somit um kg sicli gestreckt hat. Mit der ab- 
gekfinsten liezeiulmung 

müsflen alflo A, und 3 den Gleichungen entsprechen: 

^ Stil o -{-* OOS a SS 0 

_ 9 
worans A=s — cp^-~co8a nnd B=:cy^^^sinaf 



!l ' 9 

9 



somit 9 3= — — c 1^*^'" /^T") ^ " — 0 "J 
folgt, und dann nach (673) mit Einaetsnng des Werthes von a: 



8 et^s _ 
P'^ X X 



Das Maximum der »Seilsptinnung S tritt hiuruuch periodisch ein , SO 
oft der Sinus = 1 wird, also nach den Zeiten : 
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< = -^ +(4n+l)y|/y mit «=0, 1, 2, 3 



• • • • 



S X c 

und es entspriclit der Gleichung: = -\ — ; ■ • • . (C7(i). 

^ * Vgl 

Die dabei ausser Aett geUlebenen Nebenwiderstfinde haben freilich zur 

Folge , dass timtsnchlich diese Maximalspannuugen , immer kleiner werdendi 
sich der (Irouze I\ nähern, doch sind sie iTir das erst«; Maxiimim, M — 0 
entsprechend , noch iinerhehlicli . .««> dass die'^es nbsohite uml für lüe 
Anstrengung des Seiles uitui^ägubende Maximum von als iiinlänglich 
genau durch (676) bestimnii in betfaehten ist. Bis zum Eintritte dieser 
grOesten Spannung hat das Seil nach (663) die Arbeit: 



Fl 



2E 2EF 
in sich aufgenommen , oder mit ROckneht auf (673) und (676) die Arbeit: 

-=s=^(4-+7ixy • • • ^«"^ 

Bei horizontaler Streckeufördurung sind I\ und ver- 
h&ltnissmässig klein, und ist also 

A nur wenig > P • 

Ffir einen seigeren Schacht dagegen als den ungünstigsten Fall ist 
Pj=P, = also: 



8 . . e . . EF 



und ^=rl4.-^ = l + c 



(678). 



P *^|/^ - g Fl 

Der Ucberschuss der beim Anlassen der Maschine 
g r r> s «! t e n ü b e r die dem H e h a r r u n g s z u s t a n d e entsprechende 
S e i 1 8 p a n n u n g ist proportional der (t e s e h w i n d i g k e i t , 
mit der die Maschine angelassen wird, und umgekehrt 
proportional der Quadratwurael ans der Seillftnge. 

Um noch das bei vorstehoider Rechnung ausser Betracht gebliebene 
Seilgewieht s pl nachtr&glich wenigstms als dauernde Belastung 
im Falle des seigeren Schachtes su berflcksichtigen , ist 5 um |9l und 
analog (665) 

zu vergrr)ssern , da es sich hier wie dort um eine proportional der F.nt- 
i'enitmg vom einen (hier dem oberen) hi6 zum andeien Ende wachsende 
Spannung handelt. Die mit Rflcfcsicht hierauf corrigirte grSiSte Snl- 
Bpannung ist nach (678): 

Orcahof, ElMtMlltt ■od FMtlckolt 2& 
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und kann darin für Solle von Stahl - oder Eisendraht , bestehend aua 
V Drähten von d Millimeter Durchmesaer, das Eigengewicht pro 1 Meter 
Länge : 

= 0,0075 Wf?ä Kgr. 
geaetst werden. Der Elasticitütsmudul E ist hier etwas kleiner, als für 
einen massiven Stahl- oder ESsonstab, da die Dehnong des Seiles^ indem 
sie zum Theil dadurch verursacht wirdi dass die gewundenen Difthte 
mehr gerade gestreckt werden, etwas grosser ist^ als fBr einen massiven 

it 

Stab von gleichem Quersclmitte F= -r- nd* Quadratmillimeter. Setct 

4 

man etwa 

— ~ ^ nrf« = 1296 ikJ« =r (86)« »rf», 

luh f/ — «.».Sl oiif'iiMtM'hend I'J = nUOil Kirr, pm t^njuhatinillim.. d.i. rtwu 
0,8 des cmi'in tinzelucn geraden Stahl- oder Eisendruhte zukommenden 
WertheSi so wird 



ond ergiebt sich mit nd*« "^^^'^ Verhältniss , in welchem die 

Seilspannung beim Anlassm dst Maschine grosser als bei mhiger Be* 
lastnng ist: 

S , , 36c 



ErfahningsmSssig ist die Zugfestigkeit eines Seilea von gutem und 
ung^fihtem 

(iu8sstahldralit= 90 Kgr. 
Eiaendrabt s=s 45 nd* Kgr. 

anzunehmen, so dass bei zehn- bis sechsfacher {ßcherhat fOr ruh^ 
Belastung 

des GussstAhldrahtseiles : = 9 bis 1 5 
des Eisondralitseiles : k s 4,5 bis 7,5 

geaetst werden kann. Ersterea gestattet somit ehi halb so grosses SeS- 
gewicht und ane im Yerhiltnisse ^2: 1 grössere Petipheriegeeehwindig^ 
keit e der Seiltrommel beim Anlassen der Maschine, als <1as Eisendn^tseU, 
wenn din Sfil.-äpannung <U'.«? Bdiarninji^/u'^tandes nnd das Maximum der- 
selben l>eiin Anliehcn th^r K>>r(l('rs( hale in beiden Fällen dieselben Ver- 
hältnisse zur ZugtcstigktMt halten sollen. 

Schliesslich ist zu bemerken , dass ein elastisches Verbin- 
dungsglied swischen Fördcrgei'üss und Seil (Stahlftder od«r 
Kautsdiukpuffer) von solchen Dimensionen, dass es um ebenso viel durch- 
gebogen resp. zusammengedrückt wie eine Seillänge = bei gleicher 

Belastung ausgedehnt v, Srdj dieselbe (die Anstronginig beim Anheben ver- 
mindernde) Wirkung httt| als ob das Förderseil um Meter länger, als 
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es wirklicli ist, mit dieser Länge uher gewiehtslos wäre. Tu den Aus- 
drücken (C)7')) und (f.7l) von ), und ist also UttUU / + iür ^, statt 
der Gleiclmug (G7i)) »iier zu setzen: 

® ,- = 1+ . . . (680). 



247. Kin D a m [t f Ii a in in e r lialio das (Icw iclif Q und w<'r<lc 
als ein inisuiatisclier Körper voraufigesctzt mit dem Quersi linitk' J'' und 
der Länge l; der Elastidtütsmodttl sei = JS. 

Der Ambos (die ( luibotte) sei von pyraujidaler Form; obere 
(kleinere) Endfllelie F^, untere = F^, Höhe = t Oewiebt » Q^f 
ElMtieititsmodttl s JE!,. Er mhe auf einer Ho Ixunt erläge, die auf 

der Hosis in der Hübe (irismatiscb aufgebaut ist ; das (tewiclit dieses 
Iiolzk«>rpers si'i ^ (^^ . der Klasticität^nuxbil = naeb der Kielitung 
^ , d. h. normal gegen die Faserricbtuug der liorizontal liegenden Balken. 

Gesuclit wird der auf den A m b (» s , die n t e r I a g e und 
den Erdboden ausgeübte Drnek boiin Nit'd.'ilallcn drs lianiiner;* 
von der lI<">lio Ji , j^crecbnet bis zur oIht»'!! Flä(>lie des diin li den «Scblag 
zusammengedriii kton . auf (U-ni Ainbo.^ lii'jrcudon Arbeit.sstü< kes. 

Nimmt man an . «las.'? <b'r Stoss im i'iigercn Siiuie nur /u ix lirn 
Hammer und AinboH sUittlindet, dasH also in dem Augenblicke, in welcbem 
die Geschwindigkeiten aller honsontalen Schichten des Hanuners blB aof 
die Geschwindigkeit reducirt worden sind , welche die oberste Ambosschicht 

gleichzeitig erlangt hat. der Ge.s('bwindigkeit>impu1>; sich nur gerade durch 
den Ambos bindurcli bis zu seiner Grundlläehe J'\ erstreckt . so ist bei 
Vorauf'jictzun^' eine.-! uiudastiscben .Sto«i>»«s , wclcbe Voraussetzung be.sonders 
bei dem Vorliandenscin eines den Scldag umuillclbar emptan;,'cnden weieben 
Arbeitsstuckes zutrifft, das nach Abzug des Verlustes L (GbO) als leben- 
dige Kraft abrig bleibende Arbeitevermogen nach (661) und (672) 

Q 0. 

Ä mit o=r . (681). 

Während die Arbeit L vorzugsweise zu bleibender Deformation (und Er- 
wärmung) des Arbeitsstückes verbrauebt wurde . < 'iniprinnrt die Arb(»it W 
den Hainincr. <lcn Ainbo^, die Ibdziniterbigo und Ins vn {gewisser Tiefe 
auch den HrJkörper ; von dieser letzteren Wirkung werde iuduääen in 
Ermangelung genügender Anhaltspunkte sn ihrer Benrtheilung absteahirt. 
Sind dann AjA^ und A^ die von den dr« erstgenannten Körpern im 
Augenblicke grösster Compression aurgenominenen Dcfoiinatiousarbeiten, 
und ist dabei V der ibnen entsprechende Druck in aUen liorizontalscbnitten 
von der Basis der Htdzuntcrla^'e bis zur uboren Auibohfliichc (von bicr bis 
/.uin oberen Ende des liummerä ni.umt der Druck allmiiblich bi.<9 ISidl ab), 
so ergicbt »ich 

25* 
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bexiehuDgaweise nadi (665) (670) 
A SS3 — -L. 1 = ^ 




und hat man also (iir P die Gleichung: 

Die Arbeit der Schwerkraft (Q-h Qt'\- Q»)* ^ ^ ^ 

prcssion verbundenon Senkung des geinoin'^ainen Solnverpunktes aller drei 
Körper entspricht , kann ohne Zweifel als »ficlilich aufgewogen hetraohtet 
werden durch die venia« l)l;issi<^ti' Arbeit, die /nr ('(»nipression imd Kr- 
schiitterung des Erdbotlcnt» verwendet wird , und welche trotzdem zur Folge 
haben kann, dass P durch Gleichung (Gbl2) noch wesentlich zu gross 
gefunden wUrd. Udnrigens ist natürlich der gesuchte Mazimaldradt auf 
die Holzunterlage noch nm , auf den Erdboden um Q^ (als den 

schon vor dem Hammerschlage vorhanden gewesenen Druck) grösser als P. 

Bei gegebenen Verhältnissen von l, l^, 1^, Ff F^f F^, F^ ist P 
proportional ^Qh» 



B. Biegungsarbeit stabf&rmioer Körper. 

248> — Ein gerader stabntnnigor Kitrper sei auf irgend eine 
AVoi.'je jL'c.stiitzt oder eingeklemmt und durch äussere Kräfte belastet, deren 
Kiciitun^slinifu die als .f-Axc ani^enonmiene Stabaxe seliueiden. Uei 
Vcrnaclilässigung der Scliubkrälte und »Icr durch tlic unmittelbare Wirkung 
des Druckes auf die Oberfläche bedingten Pressung sind dann wieder 
ausser Ox alle übrigen in Nr. 237 genannten Spannungen b Null, und 
erhält man wie in Nr. 244 mit ax=Cf und C—J39 die der 

Bi^ng entsprechende Deformationsarbeit: 

Wenn insbesondere die Richtnngsl inien der ftnsseren 
Kräfte in einer S y m m e t r i e e h e n e des K «'» r p e r s liegen und 
die S t a b a X c r e c Ii t w i n k e 1 i g s c b n e i d e n , so ist . unter 
31 das iSpuuuungsmoment = dem Moment der iiusseren Kräfte, 
J das Tiägheitsmoment eines Querschnittes in Besug auf die Bieguugsaxe, 
dF einen im Abstände mit der letsteren parallelen FUchenstrmfen 
des Querschnittes 

▼erstanden, mit dV= dFäx und a =si nach Gldehung (81): 




C683), 



das Integral auf die ganze Länge des Stabes bezogen. 

In der Regel handelt es ?ich um die Biegimgsarbcit . <lie einer 
gegebenen M n x i m a 1 s p a n n u n g = k entspricht, wübrcntl nur die 
Art der Belastung (die AngriflTgweise und das Gr«>sseuverhültuiss der 



Digitized by Google 



Die DeforuiationMrbeit 380 

äuBfieren Kräfte) gegeben ist. Durcli eine der äusscron Kräfte = P 

Me 

iMsen sieh dann olle fibrigen und wnnit aueh X^ssfNfiu; —-^y untere den 

grösstun Absolutwerth vou für den betrcifendcn (Querschnitt verHtunden^ 
«ledrilckony wonach durch Elimination von P die Biegungsarbeit A gefunden 
wird ds Function von h nnd den Elementen , durch die das Material und 
die Dimensionen , sowie die Art der Stütiong lesp. E^lemmnng und dw 
Belastung des Stabes gegeben sind. 

249. — Krfälirt il (• r Stab n ti r an *■ i ii o r Stolle C »! i n t» n 
äusseren Druck, z. B. in Fulge eines trau;!> verbalen »Stusses, so kann 
man bemerken , dass die elementare Biogungitarbeit öA y die dem unendlich 
kldnen Zuwachs dji der Durchbiegung p bei C entspricht , natürlich der 
Arbttt PSp des <b'r a^genblicldichen Dun libiegung p im Gleichgew ichts- 
xustande entsprechenden süsseren Dnickes P gleich sein musa , und indoni 
nach den betreffendou Oesetzeti zweit«'n Abselinittes fnuter A , 11. 

Biegungselasticitiit ) j» und I', 1* und k in bekannten Verhältnissen ein- 
ander proporlionul sind, erhalt luuu sufurt auch 
p 

A^fP^p in bekanntem Verhiltnisse proportional h^, 

0 

lusbesondore für einen prismatischen Stab (Querschnitt = P, 
Länge = /) iat j> ein Ausdruck vou der Form : 

oder mit marJfssjSP^i also = mar Jlf=/?P^ ~ : 

aP J-y^ _ a Jl 
2EJ ßH'c^ 2E ß* e* 
oder endlich mit JssyFe* und Fl= V: 



2E ^ 



(684). 



Dabei sind die Cocfficienten a und ß von der Stützungsart des 
Stabes und von der Angriffsstelb' de<4 iiusf>eren Druckes abh&ngig| Wfthrend 
y durch die Querscbnittsfonii bestimmt ist. 

Ist z. B. der Stab am einen Ende befestigt, am anderen^ 
freien Ende angegriffen, so ist nach Nr. 50: 

« = ^=1, aiso^==.-; 

ist er beiderseits gestfitst nnd in den Entfernnngen h 
von den Stfltsen angegriffen, so ist nach Nr. 61: 

1 aVt* ^ ab ^ a 1 

« = -3 -Hr-, = ^-^^^^ 
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fQr jedes VerhftUniss ; ist er beiderseits unter den Rich- 
tung s w i ii k o 1 n = Null "'int,' k 1 c m ni f \i ii d i n d c u A 1) - 
ständen a , b von don Enden u u g eg r i f le n , so ist, wenn 
a^h ist, nach Nr. 57: 

Was y betrifft f so ist s. B. 

für den roch teckigen Querschnitt : ysss-^, 

o 

für den kreisförmigen oder ollipti schon Querschnitt : — , 
für den ringförmigen Querschnitt (r| innerer, r äusserer Badius): 

250. — Wenn die Arme e i n e s Z a h n r a d v. s o d e r S c h w u n g - 
radcs naeh Nr. 75 so ge&tultt?t sind, dass bei relativer Verdrehung des 
Badkroiues gegen die Nabe die Maximalspaunung in beiden Endquer- 
schnitten jedes Armes gleich gross ist, so sei die Biegungsarbeit 
= A zu bestimmen, die ein solcher Arm bei gegebenen 
Dimensionen bis zur Maximalspannnng k in sich auf- 
nehmen kann. 

l^ntt M üi ibolialtung der Buchstabenbezeidmungen tou Nr. 75 ist mit 
Bezug auf Fig. 27 

der Winkel B^CB^^ß, 

l 

also der Bogen BiB =r jt = -j- a) — ß. 

Wegen — a = —^ß ist aber nach (173): 

2(l-n)-(l+»)i»i 

[(1 -«) (3 »- 1) -2nHn - J ^-»(l - ~ 2»i»i) 



^ 2(i-»)-(i-|-»);i»^ 



L(l-n)(3it-l)-2»*/u-J]+(l-»)(8ii-l)-f»(l-fi«) 

oder wegen 

(1 — m) (3 M— 1) - » (1 - n*) = (1 — w) (2ti — 1 — 2) = - ( 1 — 

Fl 

und ~(J) = — — - nach Nr. 75, 
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unter P hier ^statt ^ in Nr. 76^ die den einzelnen Ann biegende , bei 

B im Sinne des Umfanges uHrkende Kraft Terstanden, fvmet mit den 
Bewiclmifligen; 

Ii 

und y(M)=z=(l — m)(3w— 1) — 2»*?ii-i-: 

-9)(n)-(l— n)3 

Hiernach lat = a + o) - /J = 75-^ — rr^rr 1 /\ — 

lind die Bicgungsarboit eines Armee = der Arbeit, die dem 

Hl B = p de» AngrifTspunktcs jennr biegenden Krall bei ihrem stetigen 

Wachsen von Null bis P entaprichti 

fps„ - _ P«g^ {l + a) f(n) 

J 2(l+n^)EJ lip{n) — a(i—ny' 

Indem aber der Maximalspannnng k nach (177) die Krail 
entspricht y ist schliesslich mit J s=yfe^i 

t' +«)/•(») 

a£ e» ^•'T""'' Jy(i.)— a(l— »)» 

2 

Ist X. B. das Veijüngnngsverhiiltniss n = 0,7 

o 

fOr 7 SS d^eSa 3,96a nach (175), 
so ergiebt sieh ans (685) : A = 0,439 0,463 . yFl, 

Im Durchschnitt kann gesetzt werden : 

^ = 0,46^yFf ^^^^^ 

and mit y = ^ für Arme von r-echteckigem Querschnitte: 

o 

^=0,16^JPi (687). 

^1. — Ist der Stab als ein Körper von gleichem Wider- 
stande (Nr. 76) gestaltet, ist nämlich 



(685). 
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Me , 
-7- = *. 

für alle Querschnitte gleich, so ist nnth (G83) mit J=yJ^'c-: 

also unabltlingig von der Art der Unterstützung und Belastung b c i 
gegebener Querschnitts form proportional dem Volumen. 
So können z. B. xwei Stahlfedern mit rechteckigen Qaerschnitten , von 
denen die eine nach Nr. 77 (Fig. 29) als paraboUadie, die andere nach 
Nr. 78 al8 Dreiedcafeder gc?=taUet Ist , bei gleichem Volumen V und 
g^bener Mazimalspannung k dieselbe Arbeit A in sich aufnehmen, 

und zwar mit yss-^: 

insbesondere mit k — 6000 und E=2 000 UOO : 

A = SV Centimef er- Kilogramm, 
falls V in Cubikcoüliinetcrn nusgcdni< kt ist. 

Ebenso avIi« die Drcu-cksfotler verliiilt sich aiidi i-iiie aus niclneren 
aiil einander gelegten und in der Mitte durcli eine Fassung zusammea- 
gelialtenen Stahlsdiienen gebildete Schichtfeder (Nr. 78)» wie sie bei 
Eisenbahnfahrzengen gebrauchlich smd, und ist es dabei hinsichtlicfa der 

bis zu gegebener Maximalspannung auf/uiielimenden Biegungsarbeit einerlei, 

ob eine Kolchf Fe<ler bei ^reirclitMieni \'(>liiinen l:in;3^er oder kürzer, aus 
vielen diinneron oder aus wenigen dickeren Schichten /usammengesetst| ob 
sie also nach Nr. 78 mehr oder weniger biegsam ist. 

252. — Wenn auf den geraden stabförmigen Körper ein Stoss 
ausgeübt wird durch eine Masse m, die ihn senkrecht zur Axe mit der 
Geschwindigkeit e trifft , so ist zur Berechnung des Arbeitsveimogens 

das nacli (CT)! ) hei Voraussetzung eines unelasfisehen Stesses übrig bleibt 
und vorzugsweise zur IJieginig des getrofletien Stabes verwendet wird , die 
Kenntniss seiner auf den Stosspunkt reducirten Masüo 
erf<wderUeh. Dieselbe ist nach der Annahme in Nr. 240: 



wenn ju die spccifische Masse des Stabes und e diejenige Durchbiegung 
eines beliebigen Punktes der elastischen Linie bedeutet, welche im Gleich- 
gewichts/Tistande der Durchbiegung d ihres in der Stosslinie liegenden 

Vunktcs entspricht. 

Insbesondere für einen p r i s m a t i 8 c h en 8 1 ab vom Querschnitte jP, 
von der Länge l und Masse M—/aFI ergiebt sich, 

1) wenn er am einen Ende befestigt ist und am 
anderen, freien Ende gestossen wird, wegen 
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P .r^(3/ — «) . P 

'=EJ 6— ^"^** = £7y 

nach Nr. 60, also -=- = — i—y; — i-: 

1 

iMi = ~^ ya;*(9/«— 6ix+a;«)rfa?=^^|^ Jlf«0,236Jlf (689); 

0 

J ) wenn er b c i d c r 8 o i t s g <• s ( ii t z t ist und in den 1*' n t - 
rerniiD^'cn a, b von den Enden gestoasen wird, nach 
Nr. üü mit 

P V ah{a-\-2h) h l ^__P_^ 
^HF [0=^ (a -j- 2 b) ^ .c« — 2a (a f 2 6) a:^ + x«] x 

0 



Ii 



+ / + 2«)* i^* - 26 + 2 a) + y^^ dy } 

0 

-8:36("+"-w-+^-i?sir) • 

2 17 

s. B. für a=s6=r-^: mji =—JIf =0,486 Jtf .... (691); 

3) wenn er beiderseits unter den K i c Ii t un g s w i n k c 1 n 
sNull eingekleiniDt ist nnd in den Abal&nden a, h von 
den Enden gestotsen wird, nach Nr. 55 mit 

P ra6«jp» (8a 4- 6) 6« ^. 1^ a»5» 

T = 2^ ^® * + * ' * + * 

= { iä*« i.'/ + - «« (« + i) (3a + » 

+ (8a +6)" 

b 

+j^/(»«!'(<»+6)'y*-6H»+«(3i'+o)y' . 

-4.35 l''* + "^W~ + *^4'< 7 • • ^"^^ 
{ 18 

s. B. för a — : m| ss~if=s 0,371 Jf .... (693). 

0 So 
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"I^iil. — Wfim CS sich (liiniin liaiulult, einen geraden s t .'i b - 
oder bHndrörmigcn Körper (Länge — /) a u f einen C y 1 i n »1 e r 
aufzuwickeln, so kann die dazu erforderliche Biegungsarbeit nach (66 2 j : 



gesetzt werden, nnd dabei, unter r den (hi.s zur Mittellinie des auf« 
gewiekdteo Kdrpers gerechneten) Radius des C'ylindeis verstanden, 



r 



da in alloi Punkten eines elementaren Bandstreifens, dessen Qnerschnitt 
eb der Bicgnngsaze im Abstände 17 paralleler Jlachenstreifen dF des 
oonstanten Querschnittes F ist, dieselbe Dehnung « stattfindet. Damit wird: 



Wenn s. B. ein die Zugkraft P ausübendes Seil auf eine 
Trommel gewunden wird, so ist die der aufgewundenen Seillänge l 
cntsi»ro< hende Arbeit dieser Kraft = P/, aho der verliältnissm;i«<ij;e Ar- 
beit.sverlust durch den Bieguugswiderstaud (die sogenannte >Stcit'igkeifc 
des Seiles): 

Ä_ EJ 
Pl~ 2Pr« • 

Derselbe giebt sich durch eine gewisse Absperrung =<i des Seiles an der 
Anfwidtelungsstelle an erkennen, wofiir man hat: 

— ^==__;a=.^. . . . (695). 

Wird das Seil Aber sine Leitrolle gefflhrt, so wird (vollkommene 

Klustieität \ 01 ausgesetzt) die bei der Attfwickelung aufgewendete Biegungs* 
arbeit bei der Abwickelung wieder ausgegeben, indem auch liier die Ab- 
spcmmg a wieder eintritt. 

Wenn die "Versuche lehren, dass der Stcifigkeitswiderstand von Seilen 
anderen rie.«otzen fol<r(, iVw nur eine emjjirische Bostiminung zulas?en , so 
liegt «1er (Irund haui»fs:ichli('h in ihrer discontinuirh'chcn r)es<'ha(lenhcit, 
die eine gegenseitige V'erschicbung der einzelnen Fäden oder Drähte und 
in Folge dessen einen Beibungswiderstand bedingt, der anderen Gesetzen 
folgt wie d«r Biegungswiderstand eines stetigen Stabes, nnd welcher auch 
nicht nur bei der Biegung des geraden , sondern nicht minder bei der 
Qeradestrecknng des gebogenen Seiles überwunden werden muss. 



C Arbeit zur Venlreiiuiio einet etaMnnigen Körpers. 

*2r)4. — Wenn ein prismatischer stablVinni<^er K<")rper (Länge = I , 
Querschnitt = i' j um seine nU ./ -Axe angenonunene Axe venlrelU wird, 
so sind alle in Nr. 237 genannten Spannungen -= Nidl ausiser ly und r„ 
letstere aber gleich fOr gleich gelegene Punkte aller Querschnitte. Ist 



Digitized by Google 



Die Defonnationsarbeit. 



895 



also das Muterinl iles Stahes isotrop odi-r Avcnigstcns der Art lioinogon, 
dii.*«? es gleich he^cliuHt'ii i^t tuk-Ii iiUen Hi' Iittingen . die mit der iStahaxe 
gleiche Winkel bilden, so ergieht sich die Deloriiuitionsarheit nach (tiöTj mit 

T,=r(ry,, T^=Gy,, ry=»_|-T,=' = , ^/K=^t^F: 

Dahci ist dF—dydz, ^v;ihr»•lld für hestinnute Fülle hIh Function von 
y und s nach früher entwickelten Formeln (Nr. 88 — 93 j uusgedrückt 
werden kann. 

Audi kunu tuun jene Gesetze der Drehungseluütieität gerader stab- 
förmigcr Ki'irper noch unmittelbarer Tenrortheot indem man, unter M das 
die Drehung bevnrkende Kraftmoment und unter ^ den specifieehen 
Drehnngswinkcl (Nr. 87) verstanden , analog dem in Nr. J249 sur Be- 
stimmung der Biegnngswbeifc eingeschhigenen Verfahren seist: 

0 

oder mit ^==0)^: A^^-^ JmöM ^^lia .... (697). 

Hit Rtieksicht auf die bekannte Beziehung swischen M und der grossten 
Schnbepannung < = moo; T erhält man hieraus die Arbeit, die bei 

gegebener Anstrengung ein prismatischer Stab durch 

Beine V e r d r e b ti n g in s i c Ii n n f z u n c b m e n vermag, oder auch 
ftUgenieiner ein stabf<»nniger Korper , der in allen seinen gleiclien Quer- 
schnitten durcli ein gleich grosses Kraftmoment um seine (niclit notli- 
wendig gerade) Mittellinie verdreht wird. 

Ist der Qiiersclinitt eine Ellipse mit den Ilalbaxen h und c {h <^c)f 
80 ergiebt sich mit 

nach (229) und fti=r — ^'+^ 1 nach (242): ' 

^ = A'' -(6»4-c*)2= — , — — F . (698), 

insbesondere mit b=c für einen kreisförmigen Querschnitt: 

^ = 4 {«9»)- 

Für einen rechteckigen Querschnitt mit den Seilen 2b und 
2 c (p <iC) folgt aus (Gl) 7) mit 

. nach (236) und (0= (245): 

oder besser nach Nr. 98 : 

2^ 27 
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mit n=l,2 bis 1,5 fiir y=l bis oo. Mit dem Mittelwerthe n^lySh 

ergiebt sich: 

255. — FQr ein isotropes Material ist mit 

'<=^j^Ä (Nr. 86) UDd G = ^~jE (Nr. 22): 

f 2m *» 20 *« ^ 10 

2~(# =^ 2^=^18 2:K^"'«*=T- ' 

also s. B. die Vradrehnngsarbeit eines Stabes ron kreisförmigem 
Querachnitte nach (699): 

10 Ä;« ,^ 

^=18 2^^ ^^^2), 

wfthrend nach Nr. 251 die Biegnngsarbeit eines als Körper von gleichem 
Widerstände gestalteten Stabes von rechteckigem Qnerschnitte nur 

3 2£ 

ist. Bei gleichem Volumen und gleicher Anstrengung 
kannalso ein oylindrischer Stab durch seine Verdrehung 

30 

eine— = 2^3 mal so grosse Arbeit in sich aufnehmen, als 

1 •■» 

ein Stab von rechteckigem C^uersclinitte im günstigsten 
Falle durch seine Biegung, und kt danach u. A. die principielle 
Vortheilhaftigkeit der Wendt'schen Torsions - Wagenfedern*) 
im Vergleich mit den fiblichen Schichtfedwn (Nr. 78 und 251) au 

ennessen. 

Noch grösser bei gegebenen AVcrthen von V und / icsp. /• ist die 
Verdrehungparlieit eine? hohlen «zylindrischen Stabes. Für einen 
solchen (äubborer Uudius = r; innerer = /j) ist nämlich nach (ü'Ji)j : 

oder nach (701) mit m= ^ - : 

o 

13 r* iE • • • • 

Mit wachsendem, Verhältnisse -1- n&bwt sie sich der Crrentt: 

r 

^•~13 2^ ^ 



*) Zeittichhfl des Vereins deutscher Ingenicure, 1875, Seite 156. 
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und wird somit- selbst grosser, als die Dehnungsarbeit (663) eines aus 
demselben Material bestehenden prismatiechen Stabes bei gleieh«i Werthen 
von V and k* 

256. — In Nr. 245 Itatte sich ergeben , doss das zur Lungen- 
ttndenmg eines stabfönnigen Körpers bis so einer gewissen Anstrengung 
desselben verwendbare ArbeitsvOTn^en untw übrigens gegebenen Um- 

ständen um 80 kl«ner ist, je mehr die Qaersehnitte des Körpers Terschieden 

sind, indem es dann sogar kleiner ist , als wenn der (^Hcrselinitt fonstant 
seiner kleinsten Gr(>.ssi' gleieli wäre. Aeliiilich und zwar in noeli hidieroni 
Grade verliült C8 nich in betrell' der Verdrehuiigäurbeit, so dass es rathsuui 
ist, bei Wellen I die Sfeosswirknngen aosgesetst sind, alle Qaerschnitts- 
änderungen ( WellenhiUse mit Terkleinertem Dorohmessw sur Lagemng u. s. w.) 
möglichst zu vermeiden, um sie zur Anfhahme eines möglichst grossen 
Arbeits vcrmiigens oline iibennässige Anstrengung geeignet zu machen. 

Ist / dif I<;iii<:e einer stdclien Welle, sn ist ihre der grössten Schub- 
spannung / ents|ireciicude Verdrehung^arbeit nach (699) bei constautem 
Durchmesser 2 /' : 

und bei constantem Durchmesser 2t\=a , 2)': 

Wäre aber die Welle bei übrigens dem Durchmesser 2r nur auf einer 
gewissen LKnge bis smn kleineren Darchmesser = a . 2r aln 
gedreht, so ständen (bei gleicher Grösse des Drehongsmomentes M in 
allen Querschnitten) die Schubspannungen r und in den Entfernungen 
r und von der Axe nach Gleicltung (230) in Nr. 90 in der Be- 
ziehung :^ 

HO da.s8 r, die = ^ zu set/ende Maximalspannung und z a^tj folglich 
da» zur Verdrehung verwendbare Arbeitsvermögen : 



wäre, wofür, wenn /j viel < / ist, gesetzt werden kann : 

A^==(t^A =a^A^ (704). 

Während alüo durch stellenweise \ crdiinnung einer Trausmiiisiona- 
weUe im Verhiltnisse a das bei gegebener Anstrengung durch sie über- 
tragbare Knftmoment M im Verhältnisse a* kleiner wird, ftUlt das su 
ilirer Verdrehung verwendbare Aibeitsvennögen gar im Verhältnisse a* 
kleiner ans, s. B. nur halb so gross fttr a=0>89. 
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D. Deformationsarbeit piattenförmiger Körper. 

257. — Als Beispiel werde Iiier ein H o Ii 1 ey Ii n U er betruclitet, 
der durch einen an der inneren and ftusseren C}^linderfl&che 
gleichförmig Tertheilten Normaldrnck belastet und deformirt 

Avlrd, wälirt'iul er an den Enden offen n n <1 frei, Somit sein Ver» 
halten in nllon (^ucrHclinitten }j!:leicli ist; / sei ilio Länge, r, der innere, 
r.j <l»*r iid^Hort' Kadin.-*. /t^ der innorc. p, <lt'r äussere Druck auf die Kin- 
ln'it (h'v ( )bt!rH!iclH'. Wenn dann die Kit liiungen der 1/ , z an- 
genommen werden wie in Nr. 1U8, so sin»! die Spannungscoinpouenten 
<fsi Vx» %f Ts in jedem Punkte = Noll, nnd sind in der Entfernung s 
▼on der Axe des Hohlcylinders die Normalspannnngen 0j vnd 0, be- 
ziehnngsweise im Sinne des Umfanges nnd des Badins: 

, h h 
üjSsta-\--j^t az = a — nach (535) 

mit a=— — s — ^5 — , 6 = U>. — J>i)— s s- iMich (637). 

Nach (659) nnd mit dV=l,2ff»dz ist also die Dpformationsariieit : 



'4 



'1 



E J \ m ' m ew 
""1 

E L m ^ 2 "'"wi 2W fsV J 
oder mit V=s7t(ri* — rfli: 

il=.v7V — . . (705). 

In.sbe.sondere hei innerem U c h c r «1 r n r k . währtMid au.'siMi der 
Atmosphärendruck herrscht, ist mit = 0 und — (Nr. lüOj: 

ttÄ— und &=ara*, 

— >r 

also Ä = a*-rf\ — 

^^.J^(Z:^^^'f:y<"' + ^Mr . (706). 

Die grüsste Dehnung tiudet an der Xuuentluchc im Sinne des ümluugcs 
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Je 

htutt, und wenn 8ie=^ gesetzt wird, also max{l:Jej)=kj so ist 
nach (541): 



{m — Ij/i- !-(»*+ l)r./ * 

Durch die Substitution diescK Ausdruckes von ^) in (70(>) ergiebt sicli die 
Arbeit, die der II o Ii 1 c y 1 i n d c r b i ä zur M ax im a 1 a Q 8 tr OD gu ng 
k in sie Ii tiui'zunehnieu vermag: 

A-^ ^ili! V f7071 

E (m ~ l) + (»+ 1) r,» • • 

Bei klein«* Wandstärke h^r^ — kann ancli mit VemachlSssigiing 

von {~~^ gegen 1 gesettt werden: 



(«.- 1) + + l)r.« 2„.^2(.„+i^l 
1/ '» + 1 >\ 

TV JiJ^n/' 

^=^0-^^)^- • • • <^''«> 

^8. — Wenn das in einer Röhre mit der Gesehwin- 
digkeit e flieseendc Wasser plötzlich in seiner Be- 
wegung gehemmt wird, so sticht es nach allen Seiten in rudialer 
Uiebtung auszuweichen und übt auf die K<»lire einen Sto8.s aus. Der Ver- 
lust ftn lebendiger Kruft in der ersten Periode dieses Stesses, d. Ii. bis 
an dem Augenblicke, in welchem die radiale Geschwindigkeit der inneren 
Röhrenfläehe der entsprechend verkleinerten Wassei^geschwindigkeit gleich 
geworden bt, verbleibt dem Wasser als eine äquivalente Wannemeiig^ und 
das als lebendige Kraft übrig gebliebene Arbmtsvermögen : 

unter Q das Gewicht der Wa^sersftnle, 

das (lewiclit der Rühre von gleicher Länge /, 
qQ^ das auf die Innenfläche reducirte (tcwicht 
verstanden, wird wegen der geringen Zusummcudrückburkeit des Wassers 
fast anssehliesslieh auf die Deformation der Röhre verwwidet. Wenn von 
letzterer wie in voriger Nummer angenommen wird, dass die ihr ent- 
sprechende Zusammenaehung nach der Länge und Erweiterung in allen 
Querschnitten ohne wesentliches äusseres Ilindemiss geschehen könne, und 
weiiTi C und T, die radialen Verrückungen der materiellen Piinkto in den 
Abständen s und Tg von der Axe sind, endlich q.^ das specitische Ge- 
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wicht (ripwidit der Voliinioneinlioit) der Böbre isty 80 ergteht sich der 
Reductiouscoetticient ^ au3 der Gleichung : 

'4 



mit q^l .r{rr — ri^) und mit Rücksicht darauf, dass nach (534} 

uud (oaüj in ^r. lüd: 

oder, wenn nach I>ir. 199: jj^ = 0, also B=:Ar^^ gesetzt wird, 

r,' 



j («_l)j,-(-(m+l)l2- 



1 



& (»-l)n+(m+l)^ 



ist. So findet man: 

^, (m- (m- i)(5m+8)r,«+4(m+ 1)« -^i 

welcher Ausdruck sich durch Beihenentwiekelung vereinfacht su 

e=l— (709), 

wenn — s-2 L ein kleiner Broch ist, dessen «weite Potens g^gen 1 

vernachlässigt wird. 

Ist nnn q das speeifische Gewicht des Wassers und ~ s= ^ die 
Dichtigkeit der B&hrenwend, so ist aneh: 

and die Gleichung W=Ä liefert mit dorn Ausdrucke (707) von Ai 

- l (m- ~l)rr + (m + l)r.^ c«^ 

i; '«» — r,« r,»4-?J(r,* — ^ 2g ^ 

Sofern den Griissen k und 7^ das (\nitimet»'r als Längeneinheit zu Grunde 
liegt, bedeutet hier 0,001 Kgr. das Gewicht von einem Cubikcenti- 

meter Wasser und — die Geachwindi|^eilshOhe in Centimetem. Wird 

abfr letztere in Metern, uli^o mit </ = 9,81 fturh c in Metern pro Secunde 
ausgedrückt, so ist in setsen: 

c' _ c* c* 
^2^~' 2.9,81 °" 196,2' 
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T'^t liripfpns ist es nicht blos ilas Arbeitsvermögen W, wodurch die 
rcsultircndc Anstrt'ngun«; der Rrdirc verur.''acht wird ; denn indem der 
liydrauliüctie Druck bei der lleiunuing der Bew^ng pliitzlich in dun 
graiMnni li^droMisdHHi Druok übeigeht, wird dadurdi alieb BOhon ein 
Werth von k bedingt, der nach Kr. 248 doppelt so gross isl wie der- 
jenige^ welcher der ruh igen Belastung duroh den UeberBchuss des hydro- 
statischen über den hydrauUechen Druck entsprochen würde , und welcher 
sich sonach zu demjenigen snnnnirt. der in Folge des hydraulischen Druckes 
bei der Strömungsgescliwinili;;kcit c des Wassers in der Uidirc .s<"h()n vor- 
handen war, sowie zu demjeuigeu; der ausserdem dmch dos Arbeitsver- 
mögen W Tenuaaeht wird. 

259. — Es seien s. B. bei einer gasseisernen Wasser- 

leitung<3röhre: 

die Radien = 10«", r, = also die Wandstärke h= l'"', 

so ist Air einen hydrostatischen Ueberdruck von jpass^Kgr. pro Qnadrat- 

centimeter (nahe i Atmosphftren) nach (541) mit m s die An- 

ö 

strcnguDg nur : 

, (»»— l)r,^ i fm ( l)r«* „ 

k=- 7^ — - — p=43 Kgr. pro (enadratcenüm., 

und wenn auch jener hydro.stiitische Druck ganz plötzlich in der Kölire 
einträte, so würde doch die entsprechend grössere, jedcuCulls aber höclistens 
doppelt so grosse Anstrengung noch immer so gering sein, dass sie ohne 
Gefahr durch plötsliche Hemmung der Wasserbewegung einer erhebliehen 
Zunahme föhig wäre. Sollte dadurch eine susätsliche Anstrengung von 
höchstens £=500 Kgr. pro (^uadraleentim. verursacht werden, so würde 

mit msss^, also 

^ SS 1 — 0,3 . 04 = 0,97 nach (709), 

femer mit 1 000 000 , also -r^ = 0,25 

E 

und mit d=7t2 aus Gleichung (710) folgen: 

c<3,34 Mtr. pro Secunde. 
Dabei ist die Defonnationsarbeit nach Gleichung (707): 

m 1*1 

^ = 0,26 7 1^ a L/ . 1^ i ('•2' — ri') l = 7,256 1 

und der speciflsdie Druck im Zustande grösster Deformation nach Glei- 
chung (541): 

5)ollte das Wasser mit einer Geschwindigkeit <;>3,34 Mtr. in der 

Röhre fliessen, und doch bei plötzlicher Heramtmg dieser Bewegung nur 
das der zusätzlichen Anstrenginig /.• — oOO ent^^p^echendc Arbeifsvenniigen 
A=7,2^()l zur Deformation der liulire verbraucht werden, so müsste der 

(JrAiihüf, Elaaticiliit uiiU FenUgkelt. 26 
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ReBt Äq = W — Ä des jetzt im Verliältaüse ( ■ J grösseren Arbeita- 

vennQgens W eine anderweitige Deformationsarhcit verriehten, insbesondere 
JK. B. zur Compression der Luft in einem mit der Röhre zu vcrbiudendea 
Windkessel verwendet werden. Dks Luftvolunieu des letzteren —— Vq, 
gemessen bei dem IJ rucke ~ 4 1 = b Kgr. pro C^utidratceutim., 
müsste eine solche Grösse haben, dass seine Compresaion bb zum Drucke 
p sss 46,2 -|- 1 » 47,2 die Arbeit Aq erfbidert. Nach einem bekanntea 
AnsdnidEe fQr die Compreaeionearbeit der Luft mflaste also 

sein mit p^^b, p=il,2 und n= 1,41 , also 

-4« = 11,2 To. 
Z. B. lUr c=5 Mtr* pro See. wäre: 

^=(3ir)'^=2,24i^ 

=r 1,241 Ä = 1,241 . 7,256 1 = 9,005 1 , 

imd es müsste also das Luftvolumen des Windkessels (resp. der etwa an 
TerschiedMieQ Stellen mit der Röhre verbundenen mehreren Windkessel), 
gemessen bei dem in der Ridire im Riiliezustande herrschenden Hydro- 
Statischen Drucke, pro 1 Meter liölireulauge (/^lOO*^*") betragen: 

Fo = =s 80,4 Cubikcentim., 

abgesehen von der Deformationsarbeit des Windkessels selbst. 

2ti0. — Die Berechnung der Dei'urmutiunsurbeit eines 
Dampfkessels ist von Interesse zur Beortheilung seiner Anstrengung 
in Folge eines Arbeitsvermögens, das durch plötsliche, von irgend einer 
Ursache (Siedeverzug des Wassers, Benetzungaverzug des Bleclis etc.) tiei^ 
rührende Dampfent Wickelung im Inneren des Kessels zu seiner Deformutlon 
disponibel werden kann. Freilich wäre solche Berechnung ein Problem 
von erheblicher Schwierigkeit , wenn dabei die thatsüchliche Defomiations- 
urt der Kesschvuud genau berücksichtigt werden sollte, selbst für den ein- 
fachsten Fall eines ejlindrisehen Kessels ohne Feuerrohr, 
wie er in Nr. 208 — 209 hmsichttieh seuier Deformation und Anstraignng 
untersucht wurde und auch hier vorausgesetzt werden soll mit den Be- 
zeiclinungen : Länge = / , Durchmesser =^ d , Blechdicke — /*. Bei der 
problematischen Natur jener angedeuteten L'rsa(;heu pliHzlicher Defonuution 
und eveut. Sprengung eines Dumpfkessels htindelt es sich indessen hier 
nur mn. euie ungefähre Schätzung der Deformationsarbeit , um so mehr, 
als auch thatsftchlich die Art ein«^ plötslich durch Ortlichen Stoss oder 
wenigstens (Etliche Drucksteigerung verursachten Deformation erheblich von 
der im Gleichgewichtszustande einer gleichförmigen Belastung entsprechenden 
verschieden sein mag. 

Wenn stmach hier die einfache Annahme sn Grunde gelegt wird, 
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dass der Kessel (sein cylindrischcr Thefl bei AbBtmcUon von den Böden) 
im Sinne der Länge gleichfännig «nagedehnt and in allen Qotrselmitten 
gleicbmisng erwntert wird^ und wenn 

(7x die constanto Spanmnng nach der Längenrichtung, 

(Ty die constnnf«' Spannung nach der T^nafangsrichtunj» 
bedeutet , so isit hei Ahstraction von der radialen SpnTinung (T^ , die hei 
der verhältnissmässig kleinen W anddicko hier von nur nebonsäctdicher Be- 
deotmig ist, nach GleSehung (659) die Defonnationsarbeit : * 

^^2EV^' - m ^^'^O^ Wl*'« -« ^'*'') 

oder, wenn p den dem Zustande gio^^icr Deformation entsprechenden 
inneren Ueberdmck pro FIScheneinheit bedeatet, wegen 

a,i,7tdh=p-^, also <r, = ^|j 

Oy, 2hl =j> dl, also er, = 20x * 

oder mit m = ^ und Jss^^^lsrs dem Inhalte des Kessels: 

4=0,476Jy^ (711). 

Ist n die dem rchrrdniek«' ^> enU^prechende Atmosphärenzald , also 
jj= 10333 n bei Voraussetzung des Meters als Längeneinheit und dea 
Kilogramms als Krafteinheit, so folgt anch mit ^=1750000.10^: 

S , 0,475.(10333)- ^f/ , ^ r . ^«.«x 

-^=° 1760000.10« Jyn' = 0.0029J.y«« . (712) 

oder endlich, wenn den nonnalen DampfQberdmelt m Atmospfafiren be- 
deutet, fOr den der Kessel bestimmt ist, mit 

-j = 0,0012 Mo-f 0,002 nach Gleichung (570): 

^=tÄti'' • ^"»^ 

Die jener Gleichung (570) filr entsprechende An s trengong des 

d 

Kesselbleches ist nach der Entwickelong in Nr. 209 bei Atmosphären 
Ueberdmck 

1>2Wa 780 Wo j 

^^'' %,2.H+2 ^ 1^». + 2 '^'»"'""-""»- 

780» 

also bei n Atmosphären Ueberdruek = — -r [— ^ • 

Nimmt man an, dass bei einer Anstrengang s 4. 780 = 3120« Kgr. 
pro Qaadratcentim. die Sprengung des Kessels an irgend einer schwachen 
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Stdle (längs einer Nietreihe) erfolgen wird, eo itt also der enteprechende 
Ueberdmck: 

ff = 4 iiq -|- 2) Atmosphirea 

und somit naeh Gleichung (713) die Defonnationaarb^ im Augenblidie 
der Explosion: 

-4i=46,4(l,2tio + 2)j: 

2,9 n * 

Da sie im normalen Zustande schon Aq^~-^ — TTo ^ ynr, so bedarf 
es also zur «Spreugung des Kessels noch einer zusäulielieu Arbeil: 

^^_j^^iMMl!^p-zWj . (7U) 

Meterkilogramm, wenn J in Cubikmeteru ausgedrückt ist. 

Z. B. für Wo= 2 4 8 Atm. 

findet man Ai—A^ = 202J SOSJ 522/. 



201. — Unter der Explosion eines Dampfkessels wird 
eine solche plötdtcb eintretende Zerstörung desselben Terslanden^ wobei er 
nicht nur pktst, sondern in Stfldce zerrissen und diesen eine so grosse 

lebendige Kraft crtlieilt wird, das? sie entweder auf grosse Entfernungen 
fV)rlge?!('hl('n<lert werden oder l)ei dem Vorluindensein einei« Hinderni-tses 
juit' letzteres eine entsprccbend grosse zersförendo Wirkmig ausüben. Die 
u u ui i 1 1 c 1 b a r c Ursache einer solcliun Explosion, uiiulich der sie clmiuk- 
terisirenden betittchdiehen änsMnm Aibdt irt nur in einem äquivalenten 
inneren Arbmtsvermögen su suchen ^ das sich in Süsseres urosetst, ins- 
besondere also in der Wärme des Kesselwasscrs, die eine massenhafte Ver- 
dampfung dessell)en zur Folge hat . wenn durch einen weiten Kiss im 
olx'nn Kissilthcile eine schnelle Ausströmung und Druckabnalime des 
Dampleä bewirkt wird. 

Als mittelbare Explosionsursaclie . d. h. als Ursaelie der Ent- 
stellung eines solebcn Risses , ist . abgcsduMi vf)n schadhaften Zustünden 
des Kessels, von Coustnictiousfehlern , vom Glühcndwerdeu des Bleches 
wegen Mdner £edeckung mit Kesselstein und wegm Wassermangel etc. 
vor Allem ein Zustand angenommen worden, der bei grosser Ruhe, ins» 
besondwe während einer Arbeitspause bei geschlossenem Dainpfventil und 
unterbrochener oder wenigstens stark crmässigter Feuerung im Kessel ein- 
treten kann , insofern die in kleinerem Maassstahe angestellten Beobach- 
tungen Dufour's über diesen als S i e d e v e r /. u g bez»'ichneton Znstand, 
bestellend in einer relativen Ueberhitzung des Wassere (verglichen mit der 
dem Dampfdrudce entsprechenden SSttigungstcmperatur) auf die Yerliftlt- 
nisse eines Dampftcessels fibortragbar sind. Wenn nämlich ein unter den 
angeftihrten rmständen befindlicher Dampfkessel langsam erkaltet und 
zwar im 1 )miii)fraunie . wo die Kesselwand zum Theil mit der äusseren 
Luit in J^enihrung ist. schneller, als im Wasserraume, w*> durch die Ein- 
wirkung des heissen Mauerwerkes und durch die grosse sjieeitische Wiirme 
des Wassers die Abkühlung verlangsamt wird, so nimmt in dem Maasse, 
wie der Dampf bei seiner Erkaltung theilwdse condensirt wird, sein 
Druck aby so dass in Folge dessen unter gewöhnlichen Umständen das 
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Sieden trote mangelnder Wfinnemittheilang sum Wasser stetig fortdanem 
würde. Wenn aber bei grosser Buhe des Inftfreien Wassers und bei dem 
Fehlen von Spitzen imd Kanton als Ansatzpunkten zur Begünstigung der 
Dampfeiitwickclung ein Siedeverzug eintritt , welolier , wenn er durch eine 
Erschütterung, in?l»es(»nd('re z. Ii. beim Wiedel anhissi'ii der Maschine ge- 
stört wird, eine j)iöizliciie Verdampfung in der ganzen Wassermasse zur 
Folge hat, so ist es denkbar, dass die damit verbimdene stossweise lo- 
anspruchnahme des Kessels ein merkliches Endttera (das sogenannte Tansen) 
oder gar einen Riss desselben verurstieht. In dw That ist es beohaditet 
worden, dass während eines soh'hcn Krkultungsprocesses eines Dnnipfkepsels 
inohrranls (bis Manometer nach bmgsumem Sinken plittzlich wieder stieg 
(vermnthlich in F(dge vuriibergehonder Siedeverzüge geringeren Betrages), 
sowie auch Kesselex^ilusiouen besonders hiiuHg dann erfolgt sind, wenn 
nach längerem Stillstände das Abspemren^ sehndl geöflhet wurde; leta- 
teres mochte dann nicht nur die plötdiche Authebung eines schon ein* 
getretenen Siedeverzuges , sondern aucl» vorlier eine Steigerung desselben 
bewirkt haben in P%ilge der schnellen Dampfausströmung, die in solchem 
Falle durch den Umstand erhidit wird, dass auch in dem ganzen zur Ma- 
schine führenden Rohre der Dampf durch Abkülüuug grosseutheils con- 
dcnsirt worden war. 

Ob ein Siedeverzng von wenigGraden dleSprengung 
des Kessels in der That verursachen könne, mag durch 
Ver^'leichung des ilim entsprechend sur Deformation des Kessels vcr- 
wemiltar weidenden Arbeifsvennr>getis mit der in voriger Nummer berech- 
neten .Spiengung-sarbeit (714) geprül't , zuerst aber der Vorgang selbst in 
näliere Betrachtung gezogen wcnlen. Augcnommen es sei die Tempe- 
ratur des Wassers, j)q der entsprechende Druck gesättigten Dampfes, der 
Druck im Dampfraume Ober dem Wasser aber sei bis < pQ gesunken. 
Bei Störung dieses instabilen Zustandes erfolgt dann eine pb'Uzlielie massen- 
liafte Verdampfung, und da wegen der Coliäsion und Trägheit des Wassers 
diese jjTosse Damj)fmenge niefit Pfbnell germg dureli das nbrijxe Walser 
aufsteigen kann, Avinl dasselbe empor gelioben niul auch nach den anderen 
Seiten fortgedrängt, insoweit es die Nachgiebigkeit der Kesselwände zulässt. 
Der sich entwickelnde Dampf hat sunächst die der Temperatur ent- 
sprechende Fressung p^ ; indem aber im Verlaufe der Verdampfimg^ dm 
Temperatur des Wiissers imd entsprecliond aiicli die Pressung des aus ihm 
sich entwickelnden Dampfes abninunt, die des oberen Dampfes dagegen im 
Verlaufe der Wasscrerliebung durch Compression wät'hst , so tritt ein 
Augenblick ein, in welchem beide Pressungen f<jcich gross geworden sind, 
etwas^. Bis zu diesem Augenblicke wurde die nach oben, nach unten 
und sekwärts fortgetriebene Wassermasse beschleunigt durch ehien Ueber- 
druck , d«r pro Fl&cheneinhmt von p^ — bis Null abnahm , und man 
findet das Arbcitsvenndgon , das bis zu diesem Aiigenblicke als lebendige 
Kraft = Tj dem Wasser mifgetheilt wurde, dtnch Multiplicati<»n de? Mittel- 
werthcs jeins \ criindcrlichen Ueberdnukes mit dem Volumen (b's im 
Wasser gcbildetcji — der Volumeuvermiuderung des darüber betindliclien 
Dampfes. 

WSre letsterer, dessen Anfangs volumen s= ««7' sei, unter J wie in 
voriger Nummer den Kesselinhalt verstandeni durch eine Scheidewand vom 
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Wasser getrennt, so wflrde er bei seiner plötcUdien Compression fiberbitst 

worden, und wenn auch wegen ebenso plötzlicher Verdampfung der obersten 
Wasserschicht und ungcliinderter Verbreitung diese'? Dampfes im oberen 
Kesselräume jene Ueberhitzunrr vermindert oder ganz verhindert worden 



gcsetst werden kann. Wenn also snm Zwecke der beabsicbttgten N&herungs- 
recbnuiig der mittlere Unterschied des Dampfdruckes im Inneren des 
Wassers und über demselbm einfach as dem arithmetischen Mittel des 



Eine genauere Berechnung von L ist schon deshalb ohne Nutzen, weil die 
Voraussetzung) es habe Us zum Augenblicke des im ganzen Kessel glei- 
chen Zustandes {p, f) noch gar keine Dampfblase die darfiber stehende 
Wasserschicht durdibrochen , nur einem idealen Verlaufe des in Rede 
stehenden Vorganges entspricht. 

Was endlich die Pressung ;> betriill, so ist sie streng genommen durch 
die l^MÜngung bestimmt . ibiss die im Kessel enthaltene "Wärmemenge um 
einen l^efrag — dem Wärnieiiijiiivalent von Jj im Knd/.ustande {ji, 
kleiner, als im Anfangszustande sein muss indem aber dieser Würmewerth 
von L stet« ein nur sehr kleiner Theil der im Kesselwasser enthaltenen 
Wärme ist, ISsst sich erwarten und wird es durch eine Proberechnung **) 
des Vorfaasers bestätigt, dass p hinl&iglich wenig istf nm ohne in 
Betracht kommenden Fehler p^p^ setzen zu kdnnmi. Dadurch wird 
schliesslich : 



oder mit ^^=10333 Wq und 10333 w^, wo m einen in Atmo- 

sphären ausgedrückten tot^en Dampfdmd^ bedeutet, also m = i}-{-l ist, 
unter n wie in voriger Nummer den Ueberdmek in Atmosphären ver- 
standen: 



Sofern fii« — fw, = Jm ziemlich klein im ATergleich mit fftg ist, kann auch 



*)Orashof, theoretinche Mtwchinenlehre, Bd.], §41, GL (15). 
*• Zeitschrift des VereinB deutscher Ingenieure, 1867» S. 768w 




Anfangs- und EndwerthM ^eoer Dfodc^ifarenaf d. h. 
wird| 80 folgt 



_ P^—Pi 
" 2 



gesetzt 
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gesetsk werden, aUo: 



L=8876Ä(i + i.^)„J . . (716). 

WJ„ \ 8 Win / 



Von dieser lebeudigen Kraft gel»t als solclie durcli den fast un- 
elastischen Stoss des WuHgers gfgen die Kesselwund ein Tlieil verloren 
(durch Umsetzung in inneres Arbeitsvermügen) , und kann das dann übrig 
bleibende äussere Arbeitsvermögen nach (661) : 

M-\- Ml 

gesetzt werden, wenn M die Müsse des stossenden Wassers und die 
des gestoBsenen Kessels bedeutet Da das yolamen des Wassers s 
(l — a)J und die Dichte des Eisenblechs nahe as 7,75 ist, so wäre 

Mt_ 7,7bndhl ^ 81 h 

bei Abstraction von den Kesselböden nnd der Bfossoiyennehning an den 

Nietstellen , mit Rücksicht auf welche Umstände indessen nnd weil uiicli 
die Stosswirkung sich bis su gewissem Grade in die StUtsen des Kessels 
hinein erstreckt, 

3f, __40_ h 
'jtf ~1 — a d 

gesetrt werde, oder mit 0,0012 + 0,002 nach (670): 

0,048 »0 + 0>Q8 
Jlf— i — a 

Dadurch wird W=^^^L= ^^"""^^^ 



Jf + 1,08 -f 0,018 — a 



1,032 -f 0,048 wio 

Insbesondere für aas=0,4 ist nach (715) und (716): 

L= 1650 ^ — ^ 1 1 -f ^ ) J 



(716). 



Mo 

0,6 L 930 



Wo \ 8 »tu / 



0,632 + 0,048 Wo <K<;-52 + 0,,048»|, 
Dieses Arbeit.'?vermr)gen \V wird nun zwar nielit ganz zur Defor- 
mation des Kessels verwendet werden, sondern ein namballer Theil davon 
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ab lebendige Kraft dem Wasser verbleiben , indem es nach dem Anprall 
gegen die Kessel wand eine unregelmäpsir^' wirltflnde lk'\ve<»ung behält ; 
weil aber aixleroisoits die Anstrengung des Kessels insolerii eine ^riissere 
sein kauu, uls der Wasscrstoi&s (irtlich Concentrin ütutUiudct; so nuig an- 
genommen werden, dass xn der hier vorausgesetzten gleichmfissigen Defor- 
mation des K«Kds das ganze Arbeitsvermögen W verwendet wird. Ans 
der Gleichung W = ^ (Nr. 260) ergiebt sich dann im Falle 
a=s0y4 als erste Annähemng: 



632 + 0,0d8»«o -'^i— 



930 



nnd damit der coirigirte Werth: 



8 «Iq 



. / 1 J^m\ 



(717). 



also für 

und nach JSr. 2G0 



Schliesslich ist die der Sprengung des Kessels entsprechende relative Ueber- 
hitarong des Wessen 

anter ^ nnd /, die den PressoBgen ni^ und (=s<Mo — ^m) Atm. 
mitsprechenden Temperaturen gesSttigten Wasserdampfes verstanden. 

Aas (717) folgt z. B. ftir fN«a8 5 9 

Mo = 2 4 

^'J^ = 202 309 

^fM«0,70 149 
M|s2,30 S»81 

A» = 133,9 152,2 176,8 

^=^125,1 142,2 163,7 

Jt^i^^\=B,S 10,0 124. 

Die Explosion des fehlerfreien Kessele könnte also durch einen Siedever- 

zng von 9 bis 12 (irad ('. venirsaeht werden, während Dufour der- 
gleichen bi? XU 30 Grad beobachtet hat, allerdings unter Umständen, deren 
Uealisirbarkeit bei Dampfkesseln zweifelliaii ist. 



8 

522 

2,28 
6,72 



Druck von Oskar Roudc in Alieiiburs. 
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